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AVERTISSEMENT  DE  L'ÉDITEUR 


A  la  suite  des  changements  apportés  aux  programmes 
des  Ëcoles  et  de  l'introduction  de  nouvelles  méthodes 
dans  l'enseignement,  la  géométrie  analytique  de  MM.  Briot 
et  Bouquet  présentait  quelques  lacunes  que  M.  Appell, 
professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  et  élève  de 
MM.  Briot  et  Bouquet,  a  essayé  de  combler,  en  s'inspirant 
des  leçons  de  ses  anciens  maîtres. 

Les  modifications  et  les  additions  ont  été  faites  de  telle 
façon  que  cet  ouvrage,  tout  en  conservant  le  caractère  de 
simplicité  et  de  précision  que  lui  avaient  donné  ses  savants 
auteurs,  puisse  ôtre  utile  non  seulement  aux  élèves  des 
lycées,  mais  encore  aux  étudiants  des  Facultés  des 
sciences,  candidats  à  l'agrégation.  Les  principaux  chan- 
gements portent  sur  les  sujets  suivants  : 

GÉOMÉTRIE  PLAI7E 

Coordonnées  du  point  qui  divise  un  segment  donné  dans  un 
rapport  donné  (n*^  57). 

Équation  des  droites  passant  par  le  point  de  concours  de  deui 
droites  données  (n^  69). 

Développement  de  la  théorie  da  cercle. 

Sur  les  fonctions  des  coefflcients  de  Téquation  d'une  conique 


Il  AVERTISSEMENT  DE  L'ÉDITEUR. 

et  de  l'angle  des  axes  qui  ne  changent  pas  quand  on  fait  une 
transformation  de  coordonnées  (noi44). 

Application  au  calcul  des  axes  d'une  conique  à  centre,  du 
paramètre  d'une  parabole  (n^  214). 

Équation  réduite  commune  aux  trois  courbes  du  second  ordre 
^i»  263). 

Coordonnées  tangentielles  (n*"  306). 

Coordonnées  homogènes,  points  à  l'infini  (n*  330). 

Coordonnées  trilinéaires  (n^  331). 

Intersection  de  deux  coniques.  Discussion  de  l'équation  en  A 
par  la  méthode  de  M.  Darboux  (n®  332). 

Signification  géométrique  de  certaines  relations  simples  entre 
les  racines  de  l'équation  en  X  (page  374). 

Application  de  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du  second 
degré  à  l'étude  des  propriétés  des  courbes  du  second  ordre 
(page  383). 

Courbes  tangentes,  courbes  normales  (n®  343). 

Points  d'inflexion,  Hessienne  (n®  355). 

Classe  d'une  courbe.  Formules  de  Plucker  (sans  démonstration) 
fpage  421). 

Construction  des  courbes  en  coordonnées  polaires.  Équation 
de  la  tangente  et  de  la  normale.  Sous-tangente  et  sous-normale 
(no  376).     • 

Notions  sur  les  courbes  unicursales  (page  485).  Ce  chapitre  est 
destiné  à  préparer  l'étude  delà  géométrie  sur  une  courbe  et  des 
applications  géométriques  du  théorème  d'Âbel. 

GÉOMÉTRIB  DAI?S  L* 


Théorie  de  la  ligne  droite.  Cette  théorie  a  été  modifiée  con- 
formément à  l'usage  qui  s'est  introduit  partout  de  prendre  les 
éauations  d'une  droite  sous  la  forme 

a     ~     b    ~     €     ' 

Longueur  d'un  arc  de  courbe.  Courbure  (n®  482). 

Sur  les  fonctions  des  coefficients  de  l'équation  d'une  surface 


AVERTISSEMENT  DE  L'ÉDITEUR.  Ilï 

du  second  ordre  qui  ne  changent  pas  quand  on  fait  un  change • 
ment  d'axes  rectangulaires  (no510). 

Remarques  sur  Téquation  en  S  (page  607). 

Axes  d'une  section  centrale  d'une  surface  du  second  ordre  à 
centre  (n**517  ft«). 

Signification  du  signe  du  discriminant  (n^  580  bis). 

Courbes  gauches  du  quatrième  ordre  (n^  597). 

Note  sur  les  sections  circulaires  (n®  598). 

Notions  sur  les  complexes  de  droites  ijà^  599), 

De  nombreux  exercices  ont  été  ajoutés  dans  le  texte, 
notamment  à  propos  des  coordonnées  tangentielles,  des 
coordonnées  homogènes,  de  l'équation  en  X,  des  courbes 
unicursalcs  et  dos  complexes. 

Enfin,  on  a  placé  à  la  un  de  l'ouvrage  la  liste  des  sujets 
de  composition  donnés  aux  principaux  concours. 
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La  Géométrie  analytique  a  pour  but  l'étude  des  figures  par 
les  procédés  du  calcul  ou  de  Yanalyse  algébrique. 

C'est  à  Descabtes  que  l'on  doit  la  représentation  des  figures 
par  des  symboles  algébriques  ;  il  en  résulte,  comme  nous  le 
verrons,  une  méthode  générale  pour  la  résolution  des  ques- 
tions de  géométrie. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  figures  planes  ou  à  deux 
dimensions,  et  ensuite  des  figures  dans  l'espace  ou  à  trois  di- 
mensions. 
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CHAPITRE    PREMIER 

I>efli  Coordonnée». 

On  détermine  la  position  d'un  point  dans  un  plan  au  moyen 
de  deux  quantités,  que  l'on  nomme  les  coordonnées  du  point- 
Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées;  nous  indique- 
rons seulement  les  systèmes  les  plus  simples  et  les  plus  em- 
ployés. 

GÉOM.   ANALTT.  i 


UVRE  I,  CUÂPITIIE  I. 

tOOROONNÉBS  HECTILIGNES. 

I .  Soient  deux  droites  ou  axes  fixes  XTC  et  YT  tracées  dan« 

/,  le  plan  (fig.  i);  la  position  d'un  point 
quelconque  M  du  plan  sera  déterminée 
par  Tintersection  de  deux  droites  G'G, 
H'H  parallèles  aux  axes.  La  position 
de  la  parallèle  H'H  est  définie  par 
le  segment  OP  qu'elle  intercepte 
sur  X'X;  il  faut,  de  plus,  indiquer 
Fig.  1.  dans   quel    sens   est   portée   la  lon- 

gueur OP;  on  convient,  pour' cela,  d'aflfecter  la  distance 
OP  du  signe  +  si  elle  est  portée  sur  OX  par  exemple, 
du  signe  —  si  elle  est  portée  sur  OX'.  De  même,  la  posi- 
tion de  la  parallèle  G'G  est  définie  par  la  longueur  OQ 
affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle  csi 
portée  sur  OY  ou  OY'. 

Ces  deux  longueurs  OP  et  OQ  (affectées  chacune  du  signe 
convenable),  qui  déterminent  ainsi  la  position  des  deux  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  point  M,  sont  les  coordonnées  recti- 
lignes  du  point.  On  les  désigne  ordinairement  par  les  lettres 
ârety.  Cependant  la  coordonnée  désignée  para?  porte  plus  par- 
ticulièrement le  nom  d'abscisse,  l'autre,  y,  celui  d^ordonnée. 
Les  deux  droites  fixes  X'X  et  Y' Y  s'appellent  les  axes  des  coor- 
données ;  le  premier  est  l'axe  des  x,  le  deuxième  l'axe  des  y. 
Le  point  0,  à  partir  duquel  on  compte  les  coordonnées  sur 
chaque  axe,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  prend  le  nom  d'ori- 
gtne  des  coordonnées. 

Si  l'on  donne  kxet  k  y  toutes  les  valeurs  possibles  posi- 
tives ou  négatives,  en  d'autres  termes,  si  l'on  fait  varier  x  et 
y  de  —  oo  à  -}-  oo,  on  obtient  tous  les  points  du  plan  ;  d'ailleurs 
chaque  couple  de  valeurs  donne  un  point  et  un  seul. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  deux  coordonnées  du  point 
M  sont  les  projections  de  la  droite  OM,  parcourue  dans  le  sens 
OM,  sur  les  axes  OX  et  OY,la  projection  sur  chaque  axe  se  fai- 
sant parallèlement  à  l'autre.  La  projection  sur  l'axe  des  or, 
comme  la  coordonnée  x  elle-même,  est  la  longueur  OP,  affectée 
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du  signe  +  ou  du  sigue  — ,  suivant  qu'elle  est  portée  dans  la  di- 
rection OX  ou  dans  la  direction  opposée  OX'  ;  de  même  la  pro- 
jection sur  Taxe  des  y,  comme  la  coordonnée  y,  est  la  longueur 
OQ,  affectée  du  signe  -{-  ou  du  signe  — ,  suivant  qu*elle  est 
portée  dans  la  direction  OY  ou  dans  la  direction  opposée  OY'. 

COORDONNEES  RECTILIGNES  RECTANGULAIRES. 

2.  Ordinairement  on  trace  les  axes  fixes 
perpendiculaires  entre  eux  :  dans  ce  cas, 

-  les  deux  coordonnées  du  point  M  (fig.  a) 
sont  les  distances  de  ce  point  aux  deux 

^  axes  ;  ce  sont  aussi  les  projections  ortho- 
gonales de  la  droite  OM  sur  les  deux  axes. 

COORDONNÉES  POLAIRES. 
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Fig.  «. 


3.  Soit  0  un  point  fixe  nommé  /wlfe,  OX  un  axe  fixe  (fig.  3), 

on  peut  déterminer  la  position  du  point  M 
par  la  longueur  p  du  rayon  vecteur  OM  et 
par  l'angle  w  que  fait  ce  rayon  vecteur 
avec  l'axe. 

Fig.  3. 

La  position  du  point  M  est  déterminée  par  l'intersection 

d'un  cercle  de  rayon  p,  ayant  pour  centre 
le  pôle,  et  d'une  demi-droite  OL  partant 
du  pôle  et  faisant  avec  l'axe  OX  l'angle  w 
(fig.  3)  ;  mais  il  faut  convenir  du  sons  dans 
lequel  on  compte  l'angle  w,  à  partir  de 
l'axe  OX. 
On  obtient  tous  les  points  du  plan  en  faisant  varier  p  de  o  à 

-f  oo  et  0)  de  o  à  2ir.  En  effet,  si,  laissant  w  constant,  on  fait 

varier  p  de  o  à + oo,  on  a  tous  les  points  de  la  demi-droite  OL  ; 

«î,  ensuite,  on  fait  varier  co  de  o  à  air,  la  demi-droite  OL  part 

de  la  position  OX  et  décrit  tout  le  plan. 

COORDONNÉES  BI-POLAIRES. 

4.  On  peut  aussi  définir  la  position  d'un  point  M  par  ses 
distances  ti  et  t;  à  deux  points  fixes  F  et  F  (fig.  5).  La  position 


Fig.  4. 


Fig.  5. 
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du  point  M  se  trouve  alors  déterminée  par  l'intersection  de 

deux  cercles,  décrits  des  points  F  et 
F'  comme  centres,  avec  les  rayon» 
u  et  V.  Mais  ce  système  n'oâre  pas  la 
même  perfection  théorique  que  le» 
deux  précédents  ;  d*abord,  tout  'cou- 
ple de  valeurs  de  ti  et  v  n*est  pa» 
admissible  ;  il  faut  que  la  distance  des  pôles  soit  moindre  que- 
leur  somme  et  plus  grande  que  leur  différence  ;  lorsque  cette- 
condition  est  remplie,  les  deux  circonférences  se  coupant  en 
deux  poincs,  il  en  résulte  un  ambiguïté  fâcheuse. 

On  peut  encore  déterminer  la  position  du  point  M  à  Taide 
des  angles  MFF,  MF'F  ;  nous  désignerons  ces  angles,  comptés- 
dans  un  sens  déterminé,  par  a  et  p  ;  chacun  d'eux  pourra  varier 
entre  o  et  aTc  ;  à  tout  couple  de  valeurs  de  a  et  p  correspond 
un  point  du  plan  et  un  seul. 

IDEE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNEES. 

8.  Le  nombre  des  systèmes  de  coordonnées  est  infini.  Ed 

général,  on  détermine  la  position 
d'un  point  dans  un  plan  par  Tinter- 
section  de  deux  lignes  tracées  dan& 
ce  plan.  Soient  (fig.  6)  A',  A%  A*',.... 
une  première  série  de  lignes  de  même 
espèce,  correspondant  à  diverses  va- 
leurs ti',  u",  t^,.,..  de  la  variable  w; 
B',  B*,  B",...  une  seconde  série  de  lignes  de  même  espèce, 
correspondant  à  diverses  valeurs  v\  v',  u*',...  de  la  variable  v; 
un  point  quelconque  du  plan  est  défini  par  les  deux  lignes  qui 
passent  en  ce  point,  et  les  valeurs  particulières  qu'il  faut  don- 
ner aux  variables  u  et  v  pour  avoir  ces  deux  lignes  s'appellent 
les  coordonnées  du  point.  L'ensemble  de  ces  deux  séries  de 
lignes  constitue  un  système  de  coordonnées. 

Dans  le  premier  des  systèmes  que  nous  avons  étudiés,  cha- 
cune des  deux  séries  de  lignes  se  compose  de  droites  paral- 
lèles ;  c'est  pourquoi  on  désigne  ces  coordonnées  sous  le  nonv 
de  coordonnées  rectilignes. 


Fîg.  e. 
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Dans  le  système  polaire»  la  première  série  se  compose  de 
demi-droites  émanant  du  pôle  0,  et  définies  par  Fangle  va- 
riable u  qu'elles  font  avec  Taxe  OX  (fig.  4)  !  1&  seconde  série» 
de  cercles  concentriques»  décrits  du  point  0  comme  centre 
Avec  le  rayon  variable  p. 

Dans  le  premier  système  bi-polaire,  chacune  des  séries  se 
compose  de  cercles  concentriques  (fig.  5).  Dans  le  second» 
chacune  des  séries  se  compose  de  demi-droites  partant  de 
l'un  des  points  fixes  F  ou  F'. 

REPRÉSENTATION   DES*  LIGNES  PLANES  PAR  DES  EQUATIONS. 

6.  Soit  une  ligne  plane  quelconque  AB  (fig.  7);  traçons 

dans  le  plan  deux  axes  OX  et  OY»  et  dé- 
signons par  a:  et  y  les  deux  coordonnées 
OP  et  MP  d'un  point  M  quelconque  de  la 
ligne  ;  quand  le  point  M  se  meut  sur  la 
ligne,  les  deux  coordonnées  varient  si- 
multanément ;  si  l'on  donne  à  l'abscisse 

^»-  7-  une  valeur  arbitraire  OP,  la  grandeur 

de  l'ordonnée  correspondante  MP  est  parfaitement  détermi- 
née» et  la  variation  de  l'abscisse  entraîne  celle  de  l'ordonnée. 
Ainsi  l'ordonnée  MP  est  une  fonction  de  l'abscisse  OP  ;  la  na- 
ture de  cette  fonction  dépend  de  celle  de  la  ligne.  Quand  la 
ligne  est  définie  géométriquement,  on  conçoit  que  Ton  puisse» 
de  la  définition  géométrique  de  la  ligne»  déduire  une  équation 
•entre  x  et  y»  servant  à  définir  analytiquement  la  fonction  y. 
L'équation  en  a?  et  y  que  l'on  trouve  de  cette  manière  s'ap- 
pelle l'équation  de  la  ligne. 

7.  Supposons»  réciproquement»  que  l'on  donne  une  équation 

F  (x,y)  =  o» 
entre  les  deux  variables  x  et  y;  chaque  couple  de  valeurs  réelles 
de  â?  et  y  satisfaisant  à  cette  équation  détermine  un  point  du 
plan  Soient  x^  et  y^  des  valeurs  réelles  de  ar  et  y  vérifiant  l'é- 
quation ;  si  Ton  fait  varier  x  d'une  manière  continue  à  partir 
Aex^y  lune  des  valeurs  de  y  variera  aussi  d'une  manière  con- 
tinue à  partir  de  y,,,  et  sera  en  général  réelle  tant  que  x  restera 
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comprise  entre  certaines  limites  ;  le  point»  dont  les  coordon- 
nées sont  X  et  y,  décrira  dans  le  plan  une  ligne  continue.  Ainsi 
rensemble  des  solutions  réelles  d'une  équation  à  deux  variables  est, 
en  général,  figuré  par  une  ligne  plane. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  des  cordonnées  rectilignes 
a  lieu  évidemment  dans  tout  autre  système  de  coordonnées. 
Dans  le  système  polaire,  quand  le  point  M  se  meut  sur  la 
ligne  donnée,  le  rayon  vecteur  p  varie  avec  l'angle  w;  c'est  une 
fonction  de  a>,  et  la  ligne  est  représentée  par  une  certaine 
équation  entre  p  et  o). 

0.  La  représentation  des  figures  par  des  équations  est  la 
base  de  la  Géométrie  analytique  ;  elle  permet  d'appliquer  à 
l'étude  des  figures  les  procédés  du  calcul  algébrique.  On  s'oc- 
cupe, en  Géométrie  analytique,  de  trois  questions  fondamen- 
tales :  quand  une  figure  est  définie  géométriquement,  on  cher- 
che son  équation  ;  réciproquement,  on  apprend  à  construire 
la  figure  que  représente  une  équation  donnée  ;  enfin,  on  étu- 
die  les  relations  qui  existent  entre  les  propriétés  géométriques 
des  figures  et  les  propriétés  analytiques  des  équations. 

Les  exemples  que  nous  donnons  dans  le  chapitre  suivant 
feront  bien  comprendre  comment  on  représente  les  lignes  par 
des  équation». 


EXEMPLES. 


CHAPITRE  II 


Exemples. 


En  général,  la  définition  géométrique  d'une  courbe,  déter- 
minant  chacun  de  ses  points,  correspond  à  un  certain  système 
de  coordonnées  ;  si  Ton  choisit  le  système  particulier  indiqué 
par  l'énoncé,  l'équation  de  la  courbe  est  la  traduction  immé- 
diate de  sa  définition  géométrique. 

CERCLE. 

10.  Le  cercle  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'un 
point  fixe  appelé  centre.  On  le  décrit  à  l'aide  d'un  compas  : 
une  pointe  étant  placée  au  centre,  l'autre  pointe  trace  la  cir- 
conférence. 

Si  l'on  prend  le  centre  0  pour  pôle 
et  une  droite  quelconque  OX  pour 
kxe  polaire  (flg.  8),  et  que  l'on  dési- 
gne par  r  la  longueur  du  rayon,  l'é- 
quation de  la  circonférence  en  coor- 
données polaires  est 

Fig.  8.  (i)  p=r, 

puisque  la  longueur  du  rayon  vecteur  est  constamment  égale 
à  r,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'angle  w. 

Cherchons  maintenant  l'équation  du  cercle  en  coordonnées 
rectilignes.  Si  Ton  prend  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
passant  par  le  centre,  le  triangle  rectangle  OMP  donne  im- 
médiatement la  relation 

(a)  x«  +  y«  =  r»; 

qui  existe  entre  les  deux  coordonnées  xety  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  circonférence.  C'est  l'équation  de  la  circonfé- 
rence dans  ce  système  de  coordonnées. 
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ELLIPSB. 


il.  V ellipse  est  une  courbe  telle  que  la  somme  des  distances  de 
chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est  constante.  Ces  deux 
points  sont  les  foyers  de  l'ellipse. 

Désignons  par  aa  la  somme  constante  des  distances  de  cha- 
cun des  points  de  Tellipse  aux  deux  foyers,  et  par  ac  la  distance 

FF'  des  foyers.  On  peut  construire 
l'ellipse  par  points  en  décrivant  un 
cercle  de  l'un  des  foyers  F  comme 
centre  avec  un  rayon  arbitraire  ti, 
et  un  second  cercle  de  l'autre  foyer 
F'  comme  centre  avec  un  rayon  » 
^**-  ••  égal  à  aa — u.  Les  points  d'inter- 

section M  et  M'  des  deux  cercles  appartiennent  à  l'ellipse. 
Pour  que  les  deux  cercles  se  coupent,  il  faut  que  le  plus  grand 
rayon  soit  plus  petit  que  a+c;  alors  le  plus  petit  est  plus 
grand  que  a — c. 

Les  points  M  et  M' étant  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rap- 
port à  la  droite  FF,  cette  droite  est  un  axe  de  la  courbe.  La 
droite  BB'  menée  par  le  point  0,  milieu  de  FF',  perpendicu- 
laire à  FF',  est  un  second  axe. 

Les  points  où  les  axes  coupent  la  courbe  s'appellent  sommets. 
On  obtient  les  sommets  A  et  A'  situés  sur  le  premier  axe,  en 
prenant  les  distances  FA,  F' A',  égales  à  a — c.  On  détermine 
les  sommets  B  et  B',  situés  sur  le  second  axe,  en  décrivant  de 
l'un  des  foyers  comme  centre  un  cercle,  avec  un  rayon  égal  à  a. 
La  distance  OA  est  égale  à  a,  et  la  distance  OB,  que  l'on  dési- 
gne par  b,  est  égale  à  y/a* — c*.  Au  lieu  de  définir  l'ellipse  par  les 
deux  longueurs  aa  et  ac,  comme  précédemment,  ou  peut 
la  définir  par  les  deux  longueurs  aa  et  ai;   on   a  alors 

c  =  yà^ZT^,  Le  point  0,  milieu  de  FF',  est  centre  de  la  courbe. 

tfi.  Cherchons  l'équation  de  l'ellipse.  Le  système  de  coor- 
données indiqué  par  l'énoncé  est  le  premier  système  bipo- 
laire (n^  4)  ;  si  l'on  détermine  la  position  de  chacun  des  points 
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du  plan  par  ses  distances  aux  deux  points  fixes  F  et  F',  Tellipse 
aura  pour  équation 


(>) 


u-{-v  =  2a. 


Dans  le  second  système  bi-polaire,  Téquation  a  aussi  une 
forme  très-simple  ;  si  Ton  désigne  par  «  et  p  les  deux  angles 
coordonnés  MFF',  MF'F,  et  par  ap  le  périmètre  aa+ac  du 
triangle  MFF',  on  a 


tang^ 


d'où 


p{p  —  v)  ^a  P{P  —  ^) 


(a)    tang  -  tang  -  =  - — 
^  °  a       °  a  p 


ac      a  —  c 


a  +  c 


13.  Cherchons  enfin  l'équation  en  coordonnées  rectilignes. 
Prenons  les  deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  des  coor- 
données (flg.  lo)  :  les  longueurs  PF  et  PF'  étant  égales  à 
<—x  et  à  c+x,  les  triangles  rectangles  FMP,  F'MP  donnent 


En  substituant  les  valeurs  de  u  et  de 
V  dans  l'équation  (i),  on  obtient  l'é- 
quation 

x  (3)  \/y^+{c-xy  +\/y^^{c+xy=2a. 

Pour  mettre  cette  équation  sous 
la  forme  entière ,  nous  élèverons  au 
carré,  après  avoir  fait  passer  le  pre- 


Fig.  10. 


mier  radical  dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 

ou,  en  simplifiant, 

Une  nouvelle  élévation  au  carré  conduit  à  l'équation 


(4) 


û«  yt  +  (a»  -^  c")  X*  =  a«  (a»  —  c«). 
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Mais  l'équation  (4)  n'est  pas  équivalente  à  Tëquation  (5)  ; 
elle  équivaut  aux  quatre  équations 

que  l'on  obtient,  quand  dans  l'équation  (3)  on  change  les  si- 
gnes des  radicaux.  L'équation — u — v=2a  n'a  pas  do  solution 
réelle.  Les  équations  u — t;=2a,  — u-^-v^^f^a  n'ont  pas  non 
plus  de  solution  réelle,  quand  on  suppose  2a>2<?;  car  les 
quantités  t«  et  r  désignent  les  distances  des  points  F  et  F'  à  un 
point  du  plan  ayant  pour  coordonnées  x  et  y,  et  la  différence  dos 
distances  ne  peut  pas  être  égale  à  la  longueur  2a  plus  grande 
que  la  distance  2c  ou  FF'.  Ainsi,  quand  on  se  borne  aux  solu- 
tions réelles,  on  peut  dire  que  l'équation  (4)  est  équivalente  à 
l'équation  (3).  La  somme  constante  2a  étant  plus  grande  que 
la  distance  des  foyers  2c,  on  peut  poser  a* — c'=4',  et  l'équa- 
tion de  l'ellipse  se  met  sous  la  forme  a"y*  +  6"x*=a'6',ou 


(5) 


HYPERBOLE. 


14.  L'hyperbole  est  une  courbe  telle  que  la  difféi^nce  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est  constante.  Ces 
doux  points  fixes  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'hyperbole. 

L'hyperbole  admet,  comme  l'ellipse,  deux  axes  de  symétrie, 
qui  sont  la  droite  FF'  (flg.  1 1)  et  la  perpendiculaire  BB'  à  cette 

droite,  en  son  milieu  0.  Elle 
se  compose  de  doux  branches 
distinctes.  On  peut  construire 
par  points  la  branche  de 
droite,  en  décrivant  un  cercle 
du  foyer  F  comme  centre,  avec 
un  rayon  arbitraire  u,  et  un 
second  cercle  du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon 
t;  égal  à  2a+w.  Pour  que  les 
cercles  se  coupent,  il  faut  que  Ton  ait  u  plus  grand  que  c-—a. 
On  obtient  de  la  même  manière  la  seconde  branche.  Le  point 
0,  milieu  de  FF',  est  centre  de  la  courbe. 


EXEMPLES.  M 

Le  premier  axe  rencontre  seul  la  courbe  en  deux  points  A 
et  A',  qui  sont  les  sommets,  et  que  Ton  détermine  en  prenant 
OA=OA'=a;  c*est  pourquoi  cet  axe  a  reçu  le  nom  d'axe 
transverse. 

Dans  le  premier  système  bi-polaire,  si  Ton  appelle  uetv  les 
distances  d*un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux  foyers 
F  et  F',  les  deux  branches  de  la  courbe  ont  respectivement 
pour  équations 

(iV  V  —  u  =  ±2a. 

Dans  le  second  système  bi-polaire,  les  équations  des  deux 
branches  sont 

Qt  a 

tang  -         ,             tanff  - 
(2)  ^2^c  +  a  ^a_c  — a 

p      c  —  a    '  p      c  +  a 

tang  -  tang  - 

itS.  En  coordonnées  rectangulaires,  si  Ton  prend  pour  axes 
des  coordonnées  les  deux  axes  de  la  courbe,  Téquation  de  Thy- 
perbole  est 


En  répétant  ici  les  transformations  du  n**  i3,  on  arrive  à  Té- 
quation  sous  forme  entière,  a^y*'-\'{a* — c')x'=^a'(a* — c*), 
que  nous  avons  déjà  obtenue  pour  Tellipse. 

Cette  équation,  comme  nous  l'avons  remarqué,  équivaut  aux 
quatre  équations  distinctes  v — u=dt2a,  U'\-v=dz2a;  mais, 
dans  le  cas  actuel,  aa  étant  plus  petit  que  2c,  les  deux  der- 
nières n'ont  pas  de  solution  réelle.  Si  l'on  pose  c* — a* =6*, 
réquation  de  l'hyperbole  devient 

x^       V* 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  système  rectiligne,  les 
doux  branches  de  l'hyperbole  sont  comprises  dans  la  même 
équation  (3),  tandis  que,  dans  le  premier  système  b'-polaire. 
Tune  des  branches  est  représentée  par  l'équation  v — «=2a, 
l'autre  par  l'équation  u — t;=aa.  Il  faut  aussi  deux  équationg 
distinctes  dans  le  second  système  bi-polaire. 


« 


LIVRE!,  CHAPITRE  IL 


PARABOLE. 

16.  La  parabole  est  une  courbe  dont  chacun  dès  points  est  éga-^ 
lement  distant  (Tun  point  fixe  nommé  foyer  et  d'une  droite  fixe 
appelée  directrice, 

La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  la  directrice  DD' 

est  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe.  Le 
point  A,  milieu  de  FD,  est  le  sommet  de  la 
parabole.  La  courbe  est  située  tout  entière  à 
droite  de  la  parallèle  menée  par  le  point  A 
T  à  la  directrice.  On  obtient  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  en  menant  une  paral- 
lèle MM'  à  la  directrice,  à  une  distance  DP 
plus  grande  que  AD,  et  décrivant  un  cercle 
Fig.  lî.  du  foyer  F  comme  centre,  avec  un  rayon 

^gal  à  cette  distance  DP. 

17.  La  définition  de  la  parabole  indique  un  système  de 

coordonnées  dont  nous  n'avons  point  en- 
core parlé.  On  peut  déterminée,  un  point 
quelconque  M  du  plan  par  ses  distances  MF 
et  ME  à  un  point  fixe  F  et  à  une  droite  fixe 
DD'  (fig.  i3)  ;  la  position  du  point  M  sera 
donnée  par  l'intersection  d'un  cercle  décrit 
du  point  F  comme  centre  et  d'une  droite 
parallèle  à  DD'.  Si  l'on  appelle  tt  et  v  les 

I  ig.  13.  deux  coordonnées  du  point  M,  la  parabole 

aura  pour  équation,  dans  ce  système, 

18.  Prenons  maintenant  pour  origine  des  coordonnées 
rectilignes  le  sommet  A  de  la  parabole,  pour  axe  des  x  Taxe 
AX  de  la  parabole,  et  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  AY. 
En  désignant  par  p  la  distance  FD  du  foyer  à  la  directrice, 
on  a 


i;  =  AP  +  AD  =  x+?.    ,    u=Vy*  +  (a:-^y, 
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et  réquation  de  la  parabole  devient 


19 


ou 


(a)      y»  =  2px. 


19.  Avant  d'aller  plus  loin  nous  dirons  comment  on  dé* 
finit  la  tangente  à  une   courbe  quelconque.  En  Géométrie 

élémentaire,  on  appelle  tan- 
gente  au   cercle  une   droite 
indéfinie  qui  n'a  qu'un  point 
^E'  **•  commun    avec    la    circonfé- 

rence; mais  cette  définition  n'étant  pas  susceptible  d'être 
généralisée,  il  convient  de  définir  la  tangente  d'une  autre 
manière.  Soit  M  un  point  donné  sur  une  courbe  (fig.  i4)  ;  par 
ce  point  et  un  point  voisin  M',  menons  une  droite  indéfinie  : 
dans  les  figures  que  nous  étudierons,  la  direction  MM'  tend, 
en  général,  vers  une  direction  limite  MT,  lorsque  le  point  M' 
tend  le  point  M.  C'est  cette  droite  MT  que  l'on  appelle  iangeule 
à  la  courbe  au  point  M.  On  appelle  normale  à  la  courbe  au 
point  M  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point  à  la  tangente» 
Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cette  définition,  que  la  tangente- 

au  cercle  au  point  M  est  perpendiculaire 
à  l'extrémité  du  rayon  OM  (fig.  i5  );  car, 
dans  le  triangle  isocèle  MOM',  l'angle^ 
OMM'  est  égal  à  un  angle  droit,  moins  la. 
moitié  de  l'angle  au  centre  MOM';  quand, 
le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M,  l'angle  au  centre  tend  vers 
zéro,  et  l'angle  OMM'  devient  droit.  La  normale  au  cercle  en. 
M  est  le  rayon  MO. 

GISSOÏDE  DE  DIOCLÈS. 

20.  Étant  donnés  un  cercle,  un  diamètre  ÂB,  une  tangente 
BC  à  l'extrémité  de  ce  diamètre  (fig.  i6),  si  autour  du  point  A 
on  fait  tourner  une  sécante  AE,  sur  laquelle  on  porte  à  partir 
du  point  A  une  longueur  AM  égale  à  la  portion  DE  de  la  se» 


Fig.  15. 


Fig.  16. 
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cante  comprise  entre  le  cercle  et  la  tangente  fixe,  le  lieu 

du  point  M  est  une  courbe  qui 
porte  le  nom  de  Ctssoîde. 

Si  Ton  suppose  que  la  sécante  mo- 
bile parte  de  la  position  AB  et  tourne 
autour  du  point  A,  de  AX  verg  la 
perpendiculaire  AY,  la  longueur  DE 
et  par  suite  AM,  augmentant  indé- 
finiment, le  point  M  décrira  une 
branche  de  courbe  infinie  AMM'.  En 
faisant  tourner  la  sécante  mobile 
de  l'autre  côté  de  AB,  on  obtiendra 
évidemment  une  seconde  branche 
égale  à  la  première. 

La  droite  AB  est  un  axe  de  la 
courbe,  puisque  les  deux  branches 
sont  symétriques  par  rapport  à  cette  droite. 

Les  tangentes  aux  deux  branches  au  point  A  coïncident  avec 
Taxe.  Car  si  la  sécante  AM  tourne  autour  du  point  A  de  manière 
à  ce  que  la  corde  AM  ou  DE  devienne  nulle,  elle  tend  vers  la 
position  limite  AB;  donc  AB  est  la  tangente  en  A.  Le  point  A 
est  ce  qu'on  appelle  un  point  de  rebroussement. 

On  peut  voir  aussi  que  les  deux  branches  de  la  courbe  se 
rapprochent  indéfiniment  de  la  droite  C(7.  En  efiet,  considérons 
la  sécante  dans  la  position  AE  ;  si  de  la  longueur  totale  AE'  on 
retranche  alternativement  les  deux  longueurs  égales  AM'  et 
D'E',  on  a  M'K = AD'.  La  corde  AD'  diminuant  de  plus  en  plus 
et  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  longueur  M'E',  et 
à  plus  forte  raison  de  la  perpendiculaire  M'H.  Cette  droite  CC, 
dont  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment,  s'appelle  une 
asymptote, 

La  cissoïde  a  été  imaginée  par  le  géomètre  grec  Dioclès,  pour 
résoudre  le  problème  de  la  construction  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  lignes  données. 

21.  Cherchons  l'équation  de  la  cissoïde  en  coordon- 
nées polaires  ;  prenons  le  point  A  pour  pôle  et  la  droite  AB 
pour  axe  polaire.  Appelons  a  le  diamètre  du  cercle  donné. 
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p  et  CD  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
(fig.  17).  Dans  les  triangles  rectangles  ABE,  ABD,  on  a 

a 


d'où 


AE= 

COS  0} 

p  =  DE=AE— AD 


AD  =  acosci); 
a 


COSco 


—  a  cos  «  = 


a  sin'  «» 

cos  01 


Ainsi  lacissoïde  est  représentée  en  coor- 
données polaires  par  l'équation 


(1) 


P  = 


asin'co 


Fig.  17. 


cosco 

X  Cherchons  maintenant  l'équation  en 
coordonnées  rectilignes;  prenons  le 
point  A  pour  origine,  la  droite  AB  pour 
axe  des  x  et  une  perpendiculaire  pour 


axe  des  y.  Dans  le  triangle  rectangle  MAP,  on  a 

a:  =  pcosc«>    ,    y=psinw    ,    p*=a:*4"y*f 


X 


si,  dans  l'équation  (1),  on  remplace  d'abord  cos  w  par  -,  sin  « 

l'équation  de  la  cissoïde  en  coordonnées  rectilignes 
(2)  y^{a — x)  —  x'  =  o. 

22.  Proposons-nous  de  construire,  au  moyen  de  son  équa- 
tion en  coordonnées  rectilignes,  la  cissoïde,  dont  nous  avons 
déjà  trouvé  la  forme  d'après  sa  définition  géométrique. 

En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y,  on  a 


y  =  zha:V— ^. 


a  —  x 


L'ordonnée  n'est  réelle  que  pour  les  valeura  de  l'abscisse 
comprises  entre  0  et  a;  donc  la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  l'axe  des  y  et  la  parallèle  CC  menée  à  la  distance  a 
(fig.  16).  Quand  x  croît  de  0  à  a,  la  valeur  numérique  de 
y  croît  de  0  à  c»,  ce  qui  donne  une  branche  de  courbe 
partant  de  l'origine  A  et  s'élevant  indéfiniment.  En  même 
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temps,  la  distance  M'H  =  a  —  x  d'un  point  de  la  courbe  à  la 
droite  BC  tend  vers  zéro,  ce  qui  fait  voir  que  la  droite  BC  est 
asymptote  de  la  courbe.  Gomme  à  chaque  valeur  de  x  corres- 
pondent deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires,  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches,  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  AX. 

STROPHOÏDE. 

83.  Un  angle  droit  YOX  (flg.  18),  et  un  point  fixe  A  sur  un 
de  ses  côtés,  étant  donnés  dans  un  plan,  on  mène  du  point  fixe 
A  une  droite  quelconque  AD,  qui  rencontre  le  côté  OY  en  D,  et 
l'on  porte  sur  cette  droite,  d'un  côté  et  de  l'autre,  à  partir  du 
point  D,  des  longueurs  DM  et  DN  égales  à  OD;  le  lieu  des  points 
M  et  N  est  la  strophoîde. 

Quand  la  droite  mobile  occupe  la  position  AO,  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent  en  0.  Si  la  droite  tourne  de  manière  à  ce 
que  le  point  D  s'élève  indéfiniment  sur  OY,  OD  augmente, 
et  le  point  N  décrit  une  branche  de  courbe  infinie  ON. 

Le  point  M  se  rapproche  de  plus 
en  plus  du  point  A;  car  on  ob- 
tient les  points  M  et  N  en  décri- 
vant un  cercle  du  point  D  comme 
centre  avec  DO  pour  rayon;  quand 
le  point  D  s'éloigne  indéfiniment, 
l'angle  MO  A  tend  vers  un  angle 
droit,  et  le  point  M  vient  en 
A.  Il  y  a  évidemment  une  partie 
symétrique  de  l'autre  côté  de  l'axe 

OX. 

Le  point  0,  par  lequel  passent 
les  deux  branches  de  courbe,  est 
un  point  double.  Les  tangentes  en  ce  point  aux  deux  bran- 
ches  de  courbe  coïncident  avec  les  bissectrices  des  angles 
droits  YOX,  YOX'.  Car  l'angle  ODE,  extérieur  au  triangle  iso- 
cèle DOM,  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  op- 
posés, et,  par  conséquent,  à  deux  fois  l'angle  DOM  ;  de  même 
Tangle  ODA  est  égal  à  deux  fois  l'angle  DON.  Quand  la  droite 
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AD  s'applique  sur  AO,  l'angle  obtus  ODE  diminue  st  tend  vers 

un  angle  droit  ;  donc  l'angle  moitié  YOM  diminue  et  tend  vers  -  » 

L'angle  aigu  ODA  augmente  au  contraire  et  tend  vers  un  angle 

droit;  donc  l'angle  moitié  YON  augmente  et  tend  aussi  vers  -  • 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  deux  droites  OM  et  ON 
sont  rectangulaires.  On  voit,  en  outre,  que  l'arc  OMA  est  situe 
au-dessous  de  sa  tangente,  tandis  que  l'arc  ON  est  au-dessus. 

La  tangente  au  sommet  A  est  perpendiculaire  à  Taxe  OX  ; 
car,  lorsque  le  point  D  s'élève  indéfiniment,  la  cordo  AM  de- 
vient perpendiculaire  à  OX. 

Sur  le  prolongement  de  AO  prenons  OG  =  0 A,  et  par  le 
point  G  élevons  la  perpendiculaire  H'H;  cette  droite  est  asymp- 
tote de  part  et  d'autre  aux  deux  branches  infinies  de  la  courbe; 
car  la  distance  NE,  égale  à  AM,  tend  vers  zéro. 

24.  Cherchons  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  0  pour  pôle,  et  la  droite  OA  pour 
axe  polaire  ;  les  coordonnées  du  point  M  sont  p=OM,  (i>=MOA; 
dans  le  triangle  isocèle  DOM,  chacun  des  angles  DOM,  DMO  est 

égal  à to),  et  l'angle  ODM  à  aw  ;  l'angle  OAM,  complémen- 

taire  du  précédent,  vaut 2W.  Si  Ton  désigne  par  a  la  lon- 
gueur OA,  on  a,  dans  le  triangle  OMA, 


sin 


m(^-2<o) 


sinQ-o)) 


acosaw 

dou  (i)      p= — 

^  '        ^  COSo) 

Les  coordonnées  du  point  N  vérifient  la  même  équation. 

Cherchons  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rec- 
tilignes,  en  prenant  pour  axes  les  deux  droites  OX  et 
OY.  Si,  dans  l'équation  précédente,  mise  sous  la  forme 
^  cos  «  =  a  (cos'û)  —  sin*w),  on  remplace  cos  w  et  sin  w  par  leurs 

GÊOU.    ÂNALYT.  t 
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valeurs  -  et -,  on  a  jrp*  =  a(a:'— y');  mettant  ensuite  à  la 
P      P 

place  (le  p*  sa  valeur  ar*+y'>  o^  arrive  àFëquation  du  troisième 
degré 

(a)  X  [x^  +  y»)  —  a  [x^  —  y»)  =  o. 

S5.  Proposons-nous  maintenant  de  construire  la  courbe 
au  moyen  de  son  équation  en  coordonnées  rectilignes.  L'équa- 
tion (2),  résolue  par  rapport  à  y,  donne 


y 


=  ±x\/^-'' 


Pour  que  l'ordonnée  y  soit  réelle,  il  faut  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  soit  positive.  Quand  on  donne  à  x  des 
valeurs  positives,  le  dénominateur  étant  positif,  le  numérateur 
doit  être  aussi  positif,  ce  qui  exige  que  x  soit  plus  petit  que  a. 
Quand  on  donne  à  x  des  valeurs  négatives,  le  numérateur 
étant  positif,  le  dénominateur  doit  être  aussi  positif,  ce  qui 
exige  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  moindre  que  a.  Ainsi 
l'abscisse  x  ne  peut  varier  que  de — a  à + a  ;  si  donc  on  porte 
sur  l'axe  des  a:,  à  partir  de  l'origine,  et  de  part  et  d'autre,  des 
longueurs  OA  et  OG  égales  à  a,  et  que  par  les  points  G  et  A  on 
mène  des  parallèles  HH',  EK'  à  l'axe  des  y,  la  courbe  sera  tout 
entière  comprise  entre  ces  deux  parallèles.  On  verra  la  forme 
de  la  courbe  en  suivant  la  variation  de  la  fonction 


y=^Vr 


—  X 


Quand  x  varie  de  0  à  a,  l'ordonnée  y  conserve  des  valeurs 
finies;  elle  s*annule  pour  â?=o,  et  aussi  pour  â?=a;  il  en  résulte 
une  branche  de  courbe  OMA,  partant  du  point  0,  et  aboutis- 
sant au  point  A.  Quand  â?  varie  de  oà  —  a,  l'ordonnée  y  est 
négative  et  varie  de  0  à  — 00  ;  il  en  résulte  une  branche  ON', 
qui  part  de  l'origine  et  s'abaisse  indéfiniment,  en  se  rapprochant 
de  plus  en  plus  de  la  droite  HH',  qui  est  une  asymptote  ;  cette 
branche  ON'  fait  suite  à  la  branche  AMO. 

En  changeant  le  signe  du  radical,  on  obtient  une  branche 
AM'ON,  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  l'axe  des  x. 


EXEMPLES. 


19 


LIMAÇON    DB    PASCAL. 


S6.  Par  un  point  Â  pris  sur  un  cercle,  on  mène  une  sé- 
cante quelconque  AD,  sur  laquelle  à  partir  du  point  D,  où  elle 
rencontre  le  cercle,  on  porte  de  part  et  d'autre  une  longueur 
donnée  DM  ou  DN;  le  lieu  des  points  M  et  N  (flg.  19)  est  une 
courbe  nommée  limaçon  de  Pascal. 

On  obtiendra  la  courbe  entière,  en  supposant  que  le  rayon 
vecteur  coïncide  d'abord  avec  le  diamètre  AB  du  cercle,  et 
tourne  ensuite  d'un  angle  droit  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 
On  obtiendra  aussi  la  courbe  entière  en  faisant  faire  au  rayon 
vecteur  une  révolution  complète,  et  portant  la  longueur  con- 
stante dans  le  sens  du  rayon,  à  partir  du  point  où  ce  rayon  ou 
son  prolongement  coupe  le  cercle.  La  courbe  présente  trois 
formes  différentes,  suivant  que  la  longueur  constante  a  est 
supérieure,  égale  ou  inférieure  au  diamètre  b  du  cercle. 
1*  Considérons  d'abord  le  cas  où  la  longueur  a  est  plus 

grande  que  b.  Quand  le 
rayon  coïncide  avec  la  di- 
rection AB,  il  faut,  à  partir 
du  point  B,  porter  sur  ce 
rayon  une  longueur  BG 
égale  à  a,  ce  qui  donne  un 
point  G  du  lieu  (flg.  19). 
Lorsque  le  rayon  tourne  au* 
tour  du  point  A  et  prend  la 
direction  AD,  on  a  le  point 
M.  Quand  le  rayon  a  tourné 
d'un  angle  droit,  le  point  D  vient  en  A,  et  le  point  M  en  M'.  Le 
rayon,  continuant  son  mouvement,  prend  la  direction  AD'  ;  son 
prolongement  coupe  le  cercle  en  D|  ;  il  faut,  i  partir  de  ce 
point  D|,  porter  dans  la  direction  même  AD' une  longueur  D|Mt 
égale  à  a.  Quand  le  rayon,  ayant  tourné  de  deux  angle^s  droits, 
occupe  la  position  AX',  le  point  D 1  vient  en  B,  et  le  point  M 1  en 
H  ;  on  a  ainsi  l'arc  M'MjH,  qui  fait  suite  au  premier,  et  qui  est 
aussi  extérieur  au  cercle.  Le  rayon  dépassantla  position  AX'  et 


Fig.  19. 


Fig.  20. 
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tournant  encore  de  deux  angles  droits,  pour  revenir  à  la 
position  initiale  AX,  le  point  mobile  décrit  Tarc^HN'G,  symé- 
trique de  l'arc  GMH,  par  rapport  à  la  droite  X'X.  De  cotte 

manière,  le  point  décrit 
la  courbe  entière  d*un 
mouvement  continu. 

ft""  Supposons  mainte- 
nant que  la  longueur 
a  soit  égale  à  b.  Le 
rayon  vecteur  tournant 
de  deux  angles  droits,  à 
partir  de  la  position  ini- 
tiale AX,  le  point  M  dé- 
crit l'arc  GMM'A  (fig. 
ao),  qui  vient  aboutir  au  point  A.  La  tangente  en  A  est  la 
droite  AX',  position  limite  de  la  sécante  AM^.  Le  point  A  est 
un  point  de  rebroussement. 

5^  Considérons  enfin  le  cas  où  la  longueur  a  est  plus  petite 
que  b.  Lorsque  le  rayon  vecteur  tourne  d'un  angle  droit  à 
partir  de  la  position  initiale  AX,  le  point  M  décrit  l'arc  GMM' 
(fig.  ai).  Le  rayon  prend  ensuite  la  direction  AD';  le  point  D 

vient  en  Dj,  le  point 

D\   M'/  X  M  en  Mf  Le  rayon 

"^'^   \  ^        —  ^  prend  une  direction 

AD"  telle  que  la  corde 
Ds  A  est  égale  à  a  ;  le 
point  M|  vient  alors 
en  A  et  la  courbe  est 
tangente  à  la  droite 
AD".  Le  rayon  con- 
tinuant son  mouve- 
ment, la  corde  D3A 
devient  plus  grande  que  a,  et,  si  l'on  prend  la  longueur  D,M, 
égale  à  a,  on  a  un  point  M,  situé  à  l'intérieur  du  cercle.  Enfin, 
quand  le  rayon  prend  la  direction  AX',  le  point  M,  vient  en  H. 
L'arc  extérieur  GM'A  se  prolonge  ainsi  suivant  l'arc  intérieur 
AM,H.  L'autre  moitié  de  la  rotation  donne  l'arc  HNAN'G, 


Fig.  21. 
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symétrique  du  premier  par  rapport  à  la  droite  X'X,  et  com- 
plète la  courbe. 

fiy.  Cherchons  l'dquation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  A  pour  pôle,  et  la  droite  AX  poui 
axe  polaire.  Appelons  w  l'angle  que  fait  la  direction  du  rayon 
vecteur  avec  la  direction  AX.  Quand  la  direction  même  du 
rayon  coupe  le  cercle,  ce  qui  a  lieu  dans  la  position  AD,  le 
triangle  rectangle  ADB  donne  AD=&  cos  co,  et,  par  suite, 

p  =  DM  +  AD  =  a  +  i  cos  w. 

Quand  c'est  le  prolongement  du  rayon  qui  rencontre  le  cercle, 
ce  qui  a  lieu  dans  la  position  AD',  l'angle  c»  est  l'angle  XAD'  ; 
le  triangle  rectangle  BAD»  donne  DjA= — b  cos  w,et,  parsuite, 

p=D,Mi — DtA=:a-}-*cos». 

Dans  la  figure  ai,  quand  le  rayon  occupe  la  direction  AD'", 
la  longueur  du  rayon  vecteur  n'est  plus  portée  dans  la  direc- 
tion même  do  ce  rayon,  mais  dans  la  direction  opposée  ;  on 
convient  d'appeler  rayon  vecteur  du  point  M  la  quantité  AM, 
affectée  du  signe  — ;  on  a  alors 

p  =  —  AM,  =  D,M,  —  AD,  =  a  -f-  ô  cos  ». 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  courbe  entière  est  représentée  par 
l'équation 

(i)  p  =  a-|-6cosc«>. 

En  coordonnées  rectilignes,  si  l'on  prend  le  point  A  pour 
origine,  le  diamètre  AB  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y,  l'équation  de  la  courbe  est 

(a)  [x^  -\-y^  —  bxy  =  a}  {x^  +  y')- 

On  l'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  cos  »  par  sa 

X 

valeur  -,  puis  p*  par  a:'-f-y*  (n^  ai),  et  élevant  au  carré  pour 

faire  disparaître  le  radical. 

2d.  On  obtient  cette  même  courbe  par  un  autre  procédé. 
Étant  donné  un  cercle  GH  et  un  point  fixe  A,  imaginons  qu'une 
tangente  mobile  CM  roule  sur  le  cercle,  et  du  point  A  abaissons 


fig.  tt. 
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une  perpendiculaire  ÂM  sur  cette  tangente  (fig.  as);  on  de- 
mande le  lieu  du  point  M. 

Il  7  a  trois  cas  à  considérer,  sui- 
vant que  le  point  A  est  intérieur  au 
cercle,  sur  le  cercle,  ou  extérieur. 
Supposons,  par  exemple,  le  point 
A  extérieur  au  cercle.  Lorsque  la 
tangente  touche  le  cercle  en  G,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point 
A  coïncide  avec  le  diamètre  AG  et 
le  point  G  est  un  point  du  lieu. 
La  tangente  roulant  sur  le  quart  de  cercle  GCC,  le  point  M 
décrit  Tare  de  courbe  GMM'.  La  tangente  s'incline  ensuite 
jusqu'à  la  position  C'A,  et  l'on  a  l'arc  de  courbe  M'A.  La  tan- 
gente continuant  son  mouvement  suivant  C"H,  le  pied  de  la 
perpendiculaire  tombe  au-dessous  du  diamètre  et  décrit  l'arc 
de  courbe  ANH.  Nous  avons  fait  rouler  la  tangente  sur  le  demi- 
cercle  GC'H;  en  la  faisant  rouler  sur  le  demi-cercle  inférieur, 
on  obtient  une  partie  symétrique  de  la  première. 

Cherchons  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  po- 
laires ;  désignons  par  a  le  rayon  BG  du  cercle  donné,  et  par 
b  la  distance  AB.  Si,  par  le  centre  B  du  cercle,  on  mène  une 
parallèle  BD  à  la  tangente  CM,  on  a 

p=  AD  4-  DM  =  i  cos  Cl)  -{-  a. 

Cette  équation  est  la  même  que  l'équation  (i),  d'où  Ton  con- 
clut l'identité  des  deux  courbes. 

Au  reste,  il  est  facile  de  reconnaître  géométriquement  cette 
identité.  L'angle  D  étant  droit,  le  lieu  du  point  D  est  le  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre  ;  on  obtiendra  donc  le  point  M  en 
prolon  géant  la  corde  AD  d'une  quantité  constante  DM  égale  à  BCL 


ROSACE  A  QUATRE  BRANCHES. 


20.  Étant  données  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY, 
sur  lesquelles  glissent  les  extrémités  d'une  droite  PQ  do 
longueur  constante,  du  point  0  on  abaisse  une  porpendicu* 


T]£.  21. 
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laire  OM  sur  cette  droite  ;  étudier  le  lieu  du  point  M  (lig.  i3)« 

Quandla  droite  PQ 
s'applique  sur  OY,  le 
point  M  vient  en  0, 
et  la  corde  OM  prend 
la  direction  OX;  donc 
la  tangente  en  0  à 
Tare  OM  coïncide 
avec  OX.  Le  point  I, 
milieu  de  PQ,  dé- 
crit un  cercle  dont  le 
centre  est  0,  et  le 
rayon  égal  à  a,  si 
l'on  désigne  par  aa  la 
longueur  constante 
PQ  ;  or  la  perpendiculaire  OM  est  plus  petite  que  l'oblique  01  ; 
donc  la  distance  OM  est  maximum  quand  la  droite  PQ  est  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  OA.  Lorsque  la  droite  mobile  con- 
tinue son  mouvement,  elle  passe  par  une  position  P'Q'  symé- 
trique de  PQpar  rapport  à  la  bissectrice  OA,  et  l'on  obtient  un 
arc  OM'A  symétrique  de  l'arc  OMA  par  rapporta  OA.  La  même 
courbe  se  reproduit  dans  chacun  des  quatre  angles  droits.  Ainsi 
la  courbe  a  quatre  axesj  les  deux  droites  fixes  OX,  OY,  et  les 
deux  bissectrices  A'A,  FB.  Le  point  0  est  centre  de  la  courbe. 
30.  Si  l'on  prend  le  point  0  pour  pôle,  et  OX  pour  axe 
polaire,  on  a,  dans  les  triangles  rectangles  OMP,  OPQ, 

p  =  OPcosw    ,    OP  =  aasin«; 
donc 
(i)  p  =  asin2(o. 

En  coordonnées  rectilignes,  la  courbe  est  représentée  par 
une  équation  du  sixième  degré 

(a)  (»«  -t-  y*y — 4a»xV* = o. 

TANGBNTB. 

3t.  Les  exemples  qui  précèdent  montrent  comment  on 
peut  construire  une  courbe  d'après  sa  définition  géométrique, 
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et  trouver  ensuite  Téquation  qui  la  représente.  Il  est  possible 
aussi  quelquefois  de  déduire  de  la  définition  géométrique  de 
la  courbe  une  construction  simple  de  la  tangente.  Nous  en 
citerons  deux  exemples  remarquables,  les  courbes  décrites  par 
les  différents  points  d'une  figure  plane  qui  se  meut  dans  un 
plan,  et  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  fixe  sur  les  tangentes  à  une  courbe  donnée.  La  construc- 
tion relative  à  la  première  classe  de  courbes  dépend  des  pro- 
positions suivantes  : 

Lemmb.  Totae  figure  plane  peut  être  amenée  d'une  position  à 
une  autre  dans  son  plan  par  une  rotation  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  remarquons  d'abord  que  la  position  d'une  figure  plane 
dans  un  plan  est  déterminée  lorsqu'on  connaît  les  positions  de 
deux  de  ses  points.  Soient  Â  et  B  deux  points  de  la  figure  dans 
sa  première  position  (fig.  a4).  A'  et  B'  ces  mêmes  points  dans 

saseconde  position;  la  droite  AB,  de 
longueur  invariable,  s'est  transpor- 
tée en  A'B'.  Élevons  des  perpendicu- 
laires aux  droites  AA',  BB',  en  leurs 
milieux;  ces  perpendiculaires  se  cou- 
pent en  un  point  I.  Les  deux  trian- 
gles AIB,  A'IB'  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  AB  égal  à 
A'B',  lA  et  lA'  égaux  comme  obliques  s'écartant  également  du 
pied  de  la  perpendiculaire,  et  de  même  IB  et  IB';  donc  les  deux 
angles  AIB,  A'IB'  sont  égaux;  en  retranchant  la  partie  com- 
mune  A'IB,  on  en  conclutquo  les  angles  AIA',  BIB'  sont  égaux. 
Imaginons  maintenant  quelafigùretourneautourdupointfixel 
de  l'angle  AIA',  le  rayon  lA  viendra  sur  lA'  et  le  point  A  en  A'  ; 
de  même,  le  rayon  IB,  tournant  d'un  angle  BIB'  égal  à  AIA', 
viendra  sur  IB'  et  le  point  B  en  B'.  Cette  rotation  autour  du  point  I 
amène  donc  la  figure  de  sa  première  position  à  la  seconde. 

32.  TnéoRÈMB.  Si  Fon  considère  les  courbes  décrites  par  les 
différents  points  A,  B,  C....,  d'une  figure  plane  invariable  qui  se 
metU  dans  un  pUm^  les  normales  à  ces  courbes^  aux  points  qui 
correspondent  à  vme  même  position  de  la  figure,  passent  par  un 
même  point. 
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Soient  A,  B,  G...,  différents  points  de  la  figure  dans  une  po- 
sition quelconque,  A',  B',  C',...  ces  mêmes  points  dans  une 
position  voisine  ;  d*après  ce  que  nous  avons  dit,  on  peut  ame- 
ner la  figure  de  la  première  position  à  la 
seconde  en  la  faisant  tourner  autour  d'un 
certain  point  Ij  ;  dans  ce  mouvement,  les 
rayons  IjA,  I,B,  I,C,...  décrivent  des  angles 
respectivement  égaux  et  viennent  se  pla- 
cer sur  I,A',  IjB',  IjC',...  (fig.  25).  Les  per- 
pendiculaires MI,,  NIj,  Pli,...  aux  cordes 
Fig.  i5.  AA',  BB',  ce,...  en  leurs  milieux,  passent 

toutes  par  le  point  If 

Supposons  maintenant  que  la  seconde  position  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  la  première  et  que  le  point  I,  tende  vers  une 
position  limite  I;  les  cordes  A  A',  BB',  CC',...,  prolongées,  de- 
viennent tangentes  aux  courbes  en  A,  B,  C,..;  les  perpendi- 
culaires MI,^  Nil,  PIj...  aux  cordes  se  confondent  avec  les 
perpendiculaires  aux  tangentes  en  A,  B,  0,...,  c'est-à-dire 
avec  les  normales  aux  courbes.  On  en  conclut  que  les  nor- 
males en  A,  B,  C,...  aux  courbes  décrites  par  ces  points  pas- 
sent toutes  par  un  même  point  I. 

C!oROLLAiRE.  Si  ïou  Sait  mener  les  normales  aux  courbes  dé- 
crites par  deux  points  A  et  B  de  la  figure  mobile,  ces  deux 
normales,  par  leur  intersection,  détermineront  le  point  I  ;  en 
joignant  le  point  I  à  un  troisième  point  quelconque  C,  on  aura 
la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  G  ;  une  perpendi- 
culaire à  la  normale  sera  la  tangente.  C*est  ce  qui  a  lieu  si 
deux  points  décrivent  des  lignes  droites  ou  des  circonférences 
de  cercle.  Voici  quelques  applications  de  cette  méthode. 

33.  Nous  allons  faire  voir  que  lorsque  deux  points  de  la 
figure  mobile  décrivent  des  droites,  la  courbe  décrite  par  un 
point  quelconque  est  une  ellipse  ;  la  méthode  précédente  nous 
donnera  le  moyen  de  construire  la  tangente  à  Tellipse. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  extrémités  d'une  drcâte  CD, 
de  longueur  invariable,  glissent  sur  deux  droites  rectangu- 
laires fixes  OX,  OY,  et  cherchons  le  lieu  décrit  par  un  point  M 
de  cette  droite  (fig.  26).  Quand  la  droite  CD  est  appliquée  sur 
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OX,  le  point  M  est  en  A,  aune  distance  OA  égale  à  DM;  Tex- 

trémitë  D  glissant  sur  OY  et  s'ëloi- 
gnant  du  point  0,  rextrémité  G  se 
rapproche  du  point  0,  et  le  point  M 
décrit  Tare  AMB  ;  la  droite  s*appli- 
quant  sur  OY,  le  point  M  vient  en 
B,  à  une  distance  MB  égale  à  CM. 
<'  Le  même  arc  se  reproduit  dans  cha- 

^•ff-  *••  cun  des  quatre  angles  droits,  et  la 

courbe  fermée  que  l'on  obtient  ainsi  est  une  ellipse. 

En  effet,  si  Ton  prend  les  deux  droites  fixes  OX,  OY  pour 
axes  des  coordonnées,  que  l'on  appelle  a  et  6  les  deux  lon- 
gueurs constantes  DM  et  CM,  xety  les  coordonnées  du  pointM, 
les  triangles  semblables  MPC,  DQM  donnent 

MP      CM  y  à. 

DQ      DM  v^a«— x«      « 

c'est  l'équation  (5)  du  n*  i3,  résolue  par  rapport  à  y.  Ainsi 
la  courbe  est  une  ellipse  dont  les  axes  aa  et  ai  sont  dirigés  sui- 
vant les  deux  droites  rectangulaires  données. 

34.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  le  point  M  soit  situé  sur  la 
droite  mobile  entre  les  points  C  et  D  ;  il  peut  être  situé  sur  le 
prolongement.  Considérons  la  droite  CD'  dont  les  deux  points 
(j  et  D' g^issentsurlesdeux droites  rectangulaires  OX  et  OY,  et 
cherchons  le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Si  l'on  appelle  a  et  6 
les  distances  IXM  et  CM,  les  triangles  semblables  MPC,  D'QM 
donneront,  comme  précédemment, 

MP_MC'  y  b 

D'Q-MD''       ''''      y^TZ^-S" 

C'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction  d'un  petit 
instrument  appelé  campas  elliptique.  Deux  pointes  sont  fixées 
en  deur  points  C  et  D,  pris  à  volonté  sur  une  droite  CD,  et  un 
crayon  au  point  M  ;  les  deux  pointes  glissent  dans  des  rainures 
pratiquées  sur  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY;  le  crayon 
M  décrit  l'ellipse  d'un  mouvement  continu. 
Il  est  évident  qu'une  ligne  droite  est  à  elle-même  sa  propre 
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tangente.  Les  points  C  et  D  du  plan  mobile  décrivent  les 
droites  OX'et  OY  ;  les  perpendiculaires  CI  et  DI  à  ces  droites 
déterminent  le  point  I,  par  lequel  passent  les  normales  aux 
courbes  décrites  par  les  différents  points  de  la  iSgure  mobile, 
pour  une  même  position  de  cette  figure.  La  droite  IM  est 
donc  normale  en  M  à  l'ellipse  décrite  par  ce  point  :  en  me- 
nant une  perpendiculaire  à  IM,  on  aura  la  tangente. 

3tt.  Supposons  maintenant  que  deux  points  E  et  F  du  plan 
mobile  glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  OA  et  OB 
(fig.  27).  Les  perpendiculaires  à  ces  droites  aux  points  E  et  F 
déterminent  le  point  de  concours  I  des  normales.  Le  cercle 
décrit  sur  01  comme  diamètre  passe  par  les  points  E  et  F  ; 
la  droite  EF  étant  constante  ainsi  que  l'angle  EOF,  le  dia- 
mètre du  cercle  est  constant.  Ima- 
ginons que  le  cercle  soit  situé  dans 
le  plan  mobile  et  emporté  dans  son 
mouvement  avec  la  droite  EF;  ce 
cercle  passera  constamment  par  le 
point  0  ;  tout  point  D  de  la  circonfé- 
rence décrira  une  ligne  droite  OY, 
puisque  l'angle  inscrit  FOD,  qui  cor- 
Fig.  27.  "  respond  à  Tare  constant  FD,  est  lui- 
même  constant. 

Considérons  un  point  quelconque  M  du  plan  mobile;  joi- 
gnons ce  point  au  centre  E  du  cercle  ;  les  deux  points  C  et  D, 
extrémités  du  diamètre  MK,  décrivent  deux  droites  rectan- 
gulaires  OX  et  OY;  on  en  conclut  que  le  point  M  décrit  une 
ellipse  dont  les  axes,  égaux  à  deux  fois  les  distances  CM  et 
DM,  sont  dirigés  suivant  OX  et  OY.  La  droite  IM  est  nor- 
male à  l'ellipse  au  point  M. 

CONCHOÏDB. 

36.  Ëtant  donnés  un  point  A  et  une  droite  CC",  par 
le  point  A  on  mène  une  sécante  quelconque  AD  et,  à 
partir  du  point  D  où  elle  rencontre  la  droite  CC,  on 
porte  de  part  et  d'autre   une   longueur   donnée   DM   et 
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DN;  le  lieu  des  points  M  et  N  est  une  conckotde  (flg.  28). 

On  voit  aisément  que  cette  courbe 
se  compose  de  doux  branches  infinies, 
situées  de  part  et  d'autre  de  la  droite 
ce,  et  asymptotes  à  cette  droite,  l^a 
branche  de  gauche  présenté  des  for- 
mes di£férentes  suivant  que  la  lon- 
gueur DM  est  inférieure,  égale  ou 
supérieure  à  la  perpendiculaire  AB 
abaissée  du  point  A  sur  la  droite  CG\ 
Cette  courbe  rentre  dans  la  caté- 
gorie précédente;  on  peut  regarder 
en  effet  la  droite  AD  comme  se  mou- 
vant dans  le  plan,  de  manière  que 
Tun  de  ses  points  D  décrive  la  droite 
ce,  tandis  qu'elle  glisse  sur  le  point  A  autour  duquel  elle 
tourne  ;  un  point  M  de  cotte  droite  décrit  une  branche  de  con- 
choïde.  Considérons  le  point  de  la  droite  mobile  qui  est  en  A, 
lorsque  la  droite  occupe  la  position  AD  ;  ce  point  décrit  une 
branche  de  conchoïde  passant  par  le  point  A  et  tangente  en  ce 
point  à  la  droite  AD  ;  la  normale  à  cette  courbe  particulière 
est  la  droite  AI  perpendiculaire  à  AD.  La  normale  à  la  ligne 
décrite  par  le  point  D  est  la  perpendiculaire  DI  à  la  droite  CC  ; 
en  joignant  au  point  M  le  point  d'intersection  I  de  ces  deux 
normales,  on  a  la  normale  IM  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M  ; 
la  perpendiculaire  à  IM  est  la  tangente  en  M. 
Le  limaçon  (n*  a6)  est  une  courbe  analogue  à  la  conchoïde  ; 

il  suffit  de  remplacer  la  droite  CC,  sur 
laqudle  glisse  le  point  D,  par  une  cir- 
conférence de  cercle  (fig.  29).  Considérons 
encore  le  point  de  la  droite  mobile  qui  est 
en  A,  quand  la  droite  occupe  la  position 
AD  ;  ce  point  décrit  une  courbe  passant  par 
le  point  A  et  tangente  en  ce  point  à  la  droite 
Fig.  îtf.  AD  ;  la  normale  à  cette  courbe  pst  la  per- 

pendiculaire AI.  La  normale  à  la  circonférence  décrite  par  le 
point  D  est  le  diamètre  DI  ;  le  point  de  concours  I  des  normales 
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est  done  Textrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  D  ;  en 

joignant  IM,  on  a  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M. 
37.  La  même  construction  peut  aussi  être  appliquée  à  la 

ciflsoïde  et  à  la  stropaoïde  ;  mais  il  faut  auparavant  donner  de 

ces  courbes  une  autre  définition 
géométrique.  Considérons  un  an- 
gle droit  ABC  (fig.  5o),  dont  un 
côté  B  A  passe  par  un  point  fixe  A, 
et  dont  un  point  C  de  l'autre  côté 
glisse  sur  une  droite  EE'  ;  on  sup- 
pose de  plus  que  la  longueur  BC 
est  égale  à  la  distance  AO  du  point 
A  à  la  droite  EE'  ;  le  point  M,  mi- 
lieu de  BC,  décrit  une  cissoïde,  et 

le  sommet  B  de  Tangle  droit  une  strophoïde. 
En  efiet,  les  deux  triangles  rectangles  ABC,  AOÇ  étant 

égaux,  les  angles  CAL,  ACL  sont  égaux,  et  le  triangle  ALC 

isocèle;  puisque  AB  est  égal  à  CD,  on  a  aussi  LB=LO;  donc 

le  lieu  du  point  B  est  une  strophoïde  (n«  a3). 

Le  t  iangle  ACP  est  aussi  isocèle  ;  joignons  le  point  M  au 
milieu  D  de  AO  et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  K  avec  la  parallèle  CK  à  AO.  Le  triangle  CMK  étant 
isocèle,  on  a  CK  =  CM=AD.  Enfin  décrivons  une  circonfé- 
rence du  point  0  comme  centre  avec  OD  pour  rayon,  soient  F 
l'extrémité  du  diamètre  DO  et  H  le  point  de  rencontre  avec 
DE.  Le  triangle  isocèle  MCE  est  égal  à  DOH,  DH  =idE,  d'où 
DM=EH  ;  d'ailleurs  la  ligne  FG  est  tangente  en  F  à  la  cir- 
conférence. Donc  le  lieu  du  point  M*est  une  cissoïde  ayant 
pour  sommet  le  point  D  et  pour  asymptote  la  droite  GG'  (n*  20). 
Considérons  maintenant  le  point  de  la  figure  mobile  qui  est 
en  A,  lorsque  l'angle  droit  occupe  la  position  ABC  ;  ce  point 
décrit  une  courbe  passant  par  le  point  Aet  tangente  en  ce  point 
à  la  droite  AB;  la  droite  AI,  perpendiculaire  à  AB,  sera  la 
normale  à  cette  courbe.  D'autre  part,  la  droite  CI,  perpendi- 
culaire à  EE',  est  la  normale  à  la  droite  décrite  par  le  point 
G  ;  le  point  d'intersection  I  de  ces  deux  normales  est  le  poi'ut 
de  concours  de  toutes  les  normales.  Donc  les  droites  IB  et  IM 
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8ont  normales;  l'une  à  la  strophoïde,  Tautre  à  la  dssoïde. 

PODAIRES 

38.  On  appelle  podaire  d'une  courbe  donnée  AB  le  lieu  du 
pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  0  sur  une 
tangente  quelconque  MP  à  cette  courbe  (fig.  3i).  Une  tangente 
voisine  M'P'  donnera  un  second  point  P'  de  la  podaire.  Soit  D 
le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  ;  le  cercle  décrit  sur 
OD  comme  diamètre  passe  par  les  points  P  et  F,  et  la  droite 
PP'  est  une  sécante  du  cercle.  Imaginons  maintenant  que  le 
point  M'  se  rapproclie  indéfiniment  du  point  M,  le  point  D 
viendra  en  M,  et  le  diamètre  OD  coïncidera  avec  OM  ;  la  sécante 

PP'  deviendra  tangente  à 
la  fois  à  la  podaire  et  au 
cercle  ;  la  normale  à  la  po- 
daire coïncidera  donc  aver 
la  normale  au  cercle  con« 
struit  sur  OM  comme  dia- 
0^  Fig.  31.  mètre,  et  l'on  obtiendra 

cette  normale  en  joignant  le  point  P  au  point  G,  milieu  de  OM. 
Cette  construction  peut  être  appliquée  aussi  au  limaçon, 
qui  est  la  podaire  du  cercle  (n**  28).  Mais  nous  verrons  plus 
tard  (n®  307)  que  la  construction  des  tangentes  aux  podaircs 
se  ramène  à  la  méthode  générale  indiquée  au  n®  3a. 

EXSRGIGES. 

1«  Un  triangle  variable  ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe  et  Tangle  A 
constant,  est  inscrit  dans  an  cercle  donné.  Démontrer  que  le  lieu  des 
centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle  se  com- 
pose de  deux  limaçons. 

2^  Démontrer  que  le  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  donnée 
dont  les  côtés  sont  tangents  à  deux  cercles  donnés  se  compose  de  deux 
limaçons. 

30  Un  cercle  variable  touche  un  cercle  donné  en  un  point  donné, 
on  mène  une  tangente  commune  aux  deux  cercles.  Démontrer  que  le 
lieu  du  point  de  contact  de  cette  tangente  avec  le  cercle  variable  est 
une  cissolde* 
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4*  Un  plan  mobile  se  ment  dans  nn  plan  fixe,  de  manière  que  deux 
droites  da  plan  mobile  restent  tangentes  respectivement  à  deux  cercles 
du  plan  fixe.  Démontrer  qu'un  point  du  plan  fixe  trace  une  ellipse 
sur  le  plan  mobile. 

5<>  Construire  les  courbes  qui,  dans  le  premier  système  des  coordon- 
nées bi-polaires,  sont  définies  par  l'équation  u+nv=a.  Démontrer  que 
des  trois  équations  u-\-nv  =  a^  u — nv=a,  — u-{-nv  =  a,  dans  lesquelles 
les  deux  constantes  a  et  n  ont  les  mêmes  valeurs,  deux  seulement  dé- 
finissent des  lieux  géométriques.  Ces  lieux  sont  deux  courbes  fermées 
intérieures  l'une  à  l'autre  ;  on  les  appelle  ovales  conjuguées  de  Des- 
c-artes.  Elles  sont  représentées  par  une  même  équation  algébrique  et 
entière  en  coordonnées  rectilignes.  Sur  la  droite  qui  passe  par  les  deux 
pôles,  il  existe  un  troisième  point,  tel  qu'en  prenant  pour  pMe  ce 
point  et  l'un  des  premiers,  l'équation  conserve  la  même  forme. 

6^  Étant  donnés  deux  cercles,  si  par  un  point  fixe  pris  sur  la  ligne 
des  centres  on  mène  une  sécante  quelconque,  et  qu'on  joigne  cbaque 
centre  à  l'un  des  points  de  rencontre  de  la  sécante  et  du  cercle,  dé- 
montrer que  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  décrit  les 
ovales  de  Descartes. 

7<>  La  projection  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  de  révo* 
lution  dont  les  axes  sont  parallèles  sur  un  plan  perpendiculaire  aux 
axes  est  un  système  d'ovale  de  Descartes. 

8®  Construire  la  courbe  qui,  dans  le  premier  système  bi-polaire,  est 
représentée  par  l'équation  uv= a*,  2a  étant  la  distance  des  deux  pôles. 
Cette  courbe  se  nomme  lemniscaie. 

90  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  a  reste  fixe, 
et  dans  lequel  les  deux  autres  côtés  ô,  c  et  la  médiane  correspondante 

m  vérifient  la  relation  ô— csni^2  (lemnisCatel; 

10^  Une  ligne  droite  et  une  circonférence  tournent  cbacune  d'un 
mouvement  uniforme  autour  d'un  point  fixe  commun  aux  deux  lignes, 
on  connaît  le  rapport  m  des  deux  vitesses  angulaires,  rapport  affecté 
du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  les  rotations  sont  de  même 
sens  ou  de  sens  contraire  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de 

rencontre  des  deux  lignes. 

3  3 

On  appliquera  aux  cas  particuliers  suivants  :  i^m^  r*  ou  m  =  ^> 

limaçon  de  Pascal;  2<^i7i=— 1,  ou  171=^,  rosace  à  quatre  branches; 

11  2 

3»  m= — s,  ou  m=  r;  4^  m  =  2,  ou  m  =  -. 

il<>Mème  question,  en  prenant  pour  lignes  mobiles  deux  circonfé* 
rences  égales  qui  tournent  autour  d'un  point  fixe  qui  leur  est  commun. 

Applications  :  !<>  m=2,  limaçon  de  Pascal;  2^  inx=3,  rosace  à  quatre 
branches;  171=— 2;  4®!»=—  « 
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CHAPITRE  III 


De    l'Homogénéité. 

30.  Définitions.  On  dit  qu'une  fonction  /"(a,  4,  c,...)  est 
homogène  par  rapport  aux  lettres,  a,  b^  c,...,  lorsque,  en  rem- 
plaçant a  par  ka,  h  par  A;6,...,  on  a 

f{ka ,kb,kcy ...)  =  A«/'(a ,  J , c , ...) ; 

l'exposant  m  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions 

a\/b  A- byc  sin-  .     /-: 

a'  +  2ab  ,  g  ,  a  +  yab  ^        a      , 

le  degré  de  la  première  est  a,  celui  de  la  seconde  -,  celui  de 

la  troisième  o,  et  celui  de  la  quatrième — a. 
On  voit  aisément  : 

1*  Que  la  somme  ou  la  différence  do  deux  fonctions  homo- 
gènes du  même  degré  est  une  fonction  homogène  du  même 
degré  que  les  fonctions  proposées  ; 

a<»  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de  de- 
grés quelconques  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré 
est  égal  à  la  somme  des  degrés  des  fonctions  proposées  ; 

3*  Que  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  est  une 
fonction  homogène  dont  le  degré  est  égal  à  l'excès  du  degré 
du  dividende  sur  le  degré  du  diviseur; 

4®  Que  la  puissance  d'une  fonction  homogène  est  une  fonc- 
tion homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction 
proposée  multiplié  par  l'indice  de  la  puissance; 
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5*  Que  la  racine  d'une  fonction  homogène  est  une  fonction 
homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction  pni- 
posée  divisé  par  Tindice  de  la  racine  ; 

&"  Qu'une  fonction  transcendante  d'une  fonction  homogène 
et  du  degré  o  est  elle-même  homogène  et  du  degré  o  Par 
exemple»  les  fonctions 

«HaM^îî)'    ^^g(       a  +  ô       ) 

sont  homogènes  et  du  degré  o  ;  car  si  on  remplace  a  et  6  par 
ka  et  kb,  la  lettre  k  disparait  sous  le  signe  transcendant,  et  on 
peut  mettre  en  avant  le  facteur  k?.  Mais,  si  la  quantité  placée 
sous  le  signe  transcendant,  quoique  homogène,  n'était  pas  du 
degré  o,  la  lettre  k  ne  pourrait  se  mettre  en  facteur  en  avant  du 
signe  transcendant  et  la  fonction  ne  serait  pas  homogène. 

Ainsi,  la  fonction  sin  (a-f  y  6c)  n'est  pas  homogène. 

Lorsqu'un  monôme  est  rationnel  et  entier  par  rapport  aux 
lettres  a,  i,  c,...,  on  appelle  degré  du  monôme,  par  rapport  à 
une  lettre,  l'exposant  de  cette  lettre  dans  le  monôme  ;  degré  du 
monôme,  par  rapport  à  plusieurs  lettres,  la  somme  des  expo- 
sants de  ces  lettres.  Un  monôme  est  toujours  une  fonction  ho- 
mogène, d'un  degré  égal  au  degré  du  monôme  ;  donc  la  somme 
de  plusieurs  monômes  du  même  degré  est  un  polynôme  homo- 
gène de  ce  même  degré.  Par  exemple,  le  polynôme 

a'  — 4a*64-5a6"  — ai' 

est  une  fonction  homogène  du  troisième  degré,  par  rapport 
aux  lettres  a  et  b. 

40.  Lorsqu'on  cherche  les  relations  qui  existent  entre  les 
longueurs  des  diverses  lignes  Â,  B,  C,...  d'une  figure,  on  ima- 
gine ces  lignes  rapportées  à  une  unité  de  longueur,  qui  ordi- 
nairement n'est  pas  spécifiée  et  reste  tout  à  fait  arbitraire. 
Désignons  par  les  lettres  a,  6,  e,...  les  nombres  qui  expriment 
ainsi  les  mesures  des  lignes  de  la  figure,  et  supposons  que 
l*on  ait  trouvé  entre  ces  nombres  la  relation 

(i)  /•(a,6,c,...)==o. 

«ÉOM.  AMALTT.  3 
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Les  raisonnements  que  l'on  a  faits  pour  arriver  à  cette  rela- 
tion étant  indépendants  de  l'unité  de  longueur,  il  est  évident 
que  cette  relation  doit  subsister,  quelle  que  soit  cette  unité. 
Appelons  a,  p,  y,...  les  valeurs  particulières  de  a,  &,  e,...  pour 
une  première  unité;  a',  ^\  y',...  les  valeurs  de  ces  mêmes 
quantités  pour  une  autre  unité  ;  ces  deux  séries  de  nombres 
vérifient  les  relations 

(2)  /*(a,P,T,...)  =  o> 

(3)  /•(«',  p',  y',...)  =  0. 

Mais  quand  on  change  l'unité,  les'  nombres  varient  propor- 
tionnellement, de  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  k  le  rapport 
de  la  première  unité  à  la  seconde,  on  a 

a        P       Y        "• 
d'où  a  =  k%  ,  p'  =  /cp ,  Y  =  h( 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  relation  (3),  il  vient 

(4)  AAa,Àp,AY,. .,)  =  <>• 

Concevons  que,  la  première  unité  restant  fixe,  la  seconde 
varie;  a,  p,  y,.--  seront  des  nombres  constants,  k  un  nombre 
arbitraire,  et  l'équation  (4)  devra  être  vérifiée  quel  que  soit 
ce  nombre  k. 

Ainsi,  si  Péquatîon  (1)  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  les 
lettres  a,  b,  c,...  parles  nombres  a,  p,  Yj—j  ^^  sera  aussi vhn fiée 
quand  on  y  remplacera  ces  mêmes  lettres  par  ka,  kp,  kY,...  quel 
que  soit  le  nombre  k. 

4i.  La  condition  précédente  est  évidemment  remplie,  lors- 
que le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  une  fonction  ho- 
mogène des  lettres  a,  *,  c,,..;  car  alors  on  a 

/(*a,*p,*Y»-)  =  *"'A«>P>Y.-.); 

si  l'expression  /(a,  p,  y,...)  est  nulle,  il  en  sera  de  même  de 
/"(ia,  *p,  *Y,...),  quel  que  soit  fc. 
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Réciproquement,  pour  que  la  condition  précédente  soit 
remplie,  il  est  nécessaire  que  Téquation  soit  homogène.  Nous 
ne  considérons  ici  que  le  cas  où  Téquation  est  algébrique. 

Supposons  que  f  {a,  by  c,...)  soit  un  polynôme  entier;  si  tous 
les  termes  ne  sont  pas  du  même  degré,  groupons  les  termes 
dont  le  degré  est  le  même;  appelons  ^  (a,  b,  c,...)  Tensemble 
des  termes  du  degré  le  plus  éleyé  m,  ^  (a,  b,  c,...)  l'ensemble 
des  termes  du  degré  n,  etc.,  l'équation  (4)  devient 

Pour  que  cette  équation  soit  vérifiée,  quel  que  soit  k,  il  est 
nécessaire  que  l'on  ait  séparément 

Comme  l'unité  à  laquelle  se  rapportent  les  nombres  «,  p,  Yv* 
est  arbitraire,  on  a  entre  les  lignes  de  la  figure  les  relations 
homogènes 

ç(a,  é,e,...)=ro,       "^{ci yb f  c,...)  =  o,.... 

Donc,  SI  r équation  (i)  n'est  pas  homogène^  elle  équivaut  à  plu- 
sieurs équations,  homogènes  séparément, 

42.  Il  peut  arriver  qu'une  équation  non  homogène  soit 
vérifiée,  quand  on  fait  choix  d'une  unité  particulière,  sans'  que 
les  parties  qui  la  composent  soient  nulles  séparément; 
mais  alors,  si  l'on  change  l'unité,  l'équation  cessera  d'être 
vérifiée. 

Expliquons  ceci  par  un  exemple  :  Proposons-nous  de  déter- 
miner les  dimensions  d'un  cylindre,  de  telle  sorte  que  sa  sur- 
face totale  soit  équivalente  à  celle  d'une  sphère  de  rayon 
donné  A  et  son  volume  à  celui  d'une  sphère  de  rayon  B. 

Soient  X  le  rayon  et  Y  la  hauteur  du  cylindre;  appelons  a, 
b,  X,  y  les  mesures  des  lignes  A,  B,  X,  Y,  rapportées  à  une 
unité  quelconque  ;  les  inconnues  devront  satisfaire  aux  deux 
équations 

(5)  2X*'{-axy  —  4û*=o, 

(6)  xV-|*'  =  o. 
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Chacune  de  ces  équations  est  homogène  :  Tune  est  du  second 
degré.  Vautre  du  troisième.  Si  elles  sont  vérifiées  quand  on 
rapporte  les  lignes  à  une  certaine  unité,  il  en  sera  de  même 
quand  on  les  rapportera  à  une  autre  unité. 

Les  inconnues  x  et  y  satisfont  également  à  Téquation  non 
Homogène 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  précédentes  membre  à  membre. 
Considérons  maintenant  Téquation  (7),  abstraction  faite  de  son 
origine.  On  peut  trouver  quatre  lignes  A,  B,  X,  Y,  telles  que,  si 
on  les  mesure  avec  une  unité  particulière,  les  nombres  obtenus 
vérifient  cette  équation,  sans  annuler  séparément  les  deux  par- 
ties. Supposons,  par  exemple,  que  les  lignes,  rapportées  à  une 
première  unité,  aient  pour  mesures  les  quatre  nombres  a=i, 
6=5,  ar=2,  y=4,  dont  trois  ont  été  pris  arbitrairement  et 
le  quatrième  déterminé  ensuite  par  l'équation  (7)  ;  si  on  me- 
sure les  mêmes  lignes  avec  une  unité  deux  fois  plus  petite,  on 
obtient  des  nombres  deux  fois  plus  grands  a=2, 6=6,ar=4, 
y=8,  qui  ne  satisfont  plus  à  l'équation.  Le  cylindre  construit 
avec  les  lignes  X  et  Y  ainsi  déterminées  jouit  de  cette  propriété 
que  la  somme  des  nombres,  qui,  avec  l'unité  choisie,  expriment 
les  mesures  de  sa  surface  efrde  son  volume,  est  égale  à  la  somme 
des  nombres  qui  expriment  les  mesures  de  la  surface  d'une 
sphère  et  du  volume  d'une  autre  sphère  ;  mais  la  même  rela- 
tion n'a  plus  lieu  quand  l'unité  linéaire  change.  L'équation  (7) 
ne  peut  être  vérifiée  par  les  mesures  des  mêmes  lignes,  quand 
on  fait  varier  arbitrairement  l'unité  de  longueur,  qu'autant  que 
ces  lignes  satisfont  aux  équations  (5)  et  (6),  prises  isolément. 
Dans,  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie,  on  ne  fait 
jamais  de  combinaisons  d'équations  analogues  à  la  précédente. 
Les  équations,  que  donnent  immédiatement  les  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire,  sont  homogènes  ;  et,  quand  on  ajoute 
deux  équations  membre  à  membre,  c'est  afin  d'obtenir  une 
nouvelle  équation  plus  simple  que  l'une  des  proposées;  pour 
cela,  il  est  nécessaire  que  les  équations  que  l'on  ajoute 
f  oient  du  même  degré.  Le  principe  de  l'homogénéité  pourra 
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servir  i  chaque  instant  à  vérifier  les  transformations  algé- 
briques effectuées. 

43.  Lorsqu'on  prend  pour  unité  de  longueur  une  des  lignes 
de  la  figure»  les  équations  cessent  d*être  homogènes;  mais  il 
est  facile  de  rétablir  l'homogénéité.  Soit 

(8)  F(6',c',...)  =  o 

l'équation  à  laquelle  on  arrive  quand  on  prend  pour  unité  la 
ligne  A;  les  lettres  b\  c\...  désignent  les  mesures  des  lignes 
6,  C,...  rapportées  à  A.  Laissons  l'unité  arbitraire  et  appe- 
lons a^  bf  Cf...  les  mesures  des  lignes  A,  B^  C,.*-;  on  a 

1      6'      c' 


•  «f 


d'où  é'=-     ,    c'=-»"*» 

a  a 

et  l'équation  (8)  se  transforme  dans  la  suivante 

(9)  f(^.Î.-)  =  o. 

qui  est  homogène. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  rapporte  les  côtés  de  l'angle 

droit  d'un  triangle  rectangle  à  Thypoténuso  de  ce  triangle 

prise  pour  unité,  les  mesures  des  côtés  vérifient  l'équation 

non  homogène 

A'»  +  c'«  =  i, 

de  laquelle  on  déduit  l'équation  homogène 

en  remplaçant  i'  par  -  et  c'  par  -• 

Les  courbes,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  cissoïde,  etc.,  étu« 
diées  dans  le  chapitre  précédent,  sont  représentées  par  des 
équations  homogènes.  Une  équation  homogène  quelconque 

/'(x,y,fl,6,c,...)  =  o, 

entre  les  coordonnées  variables  x  cty  d'un  point  du  plan  et 
les  longueurs  a,  b,  e,...  de  diverses  droites  données,  détermine 
une  courbe,  dont  la  position  et  les  dimensions  sont  indépen- 
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dantes  de  l'unité  avec  laquelle  ou  mesure  les  lignes.  Consid<S- 
rous  au  contraire  une  équation  numérique  entre  x  et  y, 

/^{ar,y)  =  o, 

c'est-à-dire  une  équation  ne  renfermant  pas  d'autres  lettres 
que  X  et  y,  et  supposons  cette  équation  non  homogène.  Pour 
représenter  par  des  points  du  plan  les  solutions  réelles  de  cette 
équation,  il  faut  commencer  par  choisir  arbitrairement  une 
échelle,  ou  la  droite  que  Ton  prendra  pour  unité.  Quand  l'é- 
chelle varie,  la  courbe  ne  reste  plus  la  même  ;  nous  verrons 
plus  tard  que  les  diverses  courbes  ainsi  obtenues  ont  des  ana- 
logies remarquables  ;  ce  sont  des  courbes  homothé tiques. 

44.  Remarque  I.  Il  arrive  souvent  que  l'on  considère  dans 
une  même  question  des  nombres  qui  expriment  des  mesures 
de  lignes,  de  surfaces  et  de  volumes  ;  les  unités  de  surface  et 
de  volume  restent,  comme  l'unité  de  ligne,  indéterminées  ;  mais 
on  suppose  habituellement  qu'il  existe  entre  elles  cette  rela- 
tion, que  l'unité  de  surface  est  le  carré  construit  sur  l'unité 
de  longueur,  et  l'unité  de  volume  le  cube  construit  sur  la 
même  droite.  Dans  ce  cas,  pour  vérifier  l'homogénéité  d'une 
relation  dans  laquelle  certaines  lettres  S  et  V  désignent  la 
mesure  d'une  surface  ou  d'un  volume,  on  remplacera  ces 
lettres  par  p*  et  q^,  en  désignant  par  p  etq  les  côtés  du  carré 
ou  du  cube  équivalents  à  la  surface  ou  au  volume  considérés; 
de  cette  manière  l'équation  ne  contiendra  plus  que  des  lignes. 
On  peut  aussi  se  dispenser  de  faire  cette  substitution,  et 
alors,  dans  l'évaluation  du  degré  de  chaque  terme,  on  double 
l'exposant  des  lettres  qui  désignent  des  surfaces,  et  on  triple 
ceux  des  lettres  qui  désignent  des  volumes. 

Remarque  IL  En  général,  lorsque  des  angles  entrent  dans 
un  calcul,  ces  angles  sont  rapportés  à  une  unité  complètement 
déterminée  et  leurs  mesures  sont  des  nombres  fixes.  Pour 
évaluer  un  angle,  on  décrit  de  son  sommet  comme  centre,  avec 
un  rayon  arbitraire,  un  arc  de  cercle  et  on  prend  le  rapport 
de  cet  arc  au  rayon,  ce  qui  revient  à  choisir  pour  unité 
d'angle  celui  dans  lequel  l'arc  est  égal  au  rayon.  Les  fonctions 
trigonométriques  des  angles  sont  également  des  nombres. 
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Dans  Tapplication  du  principe  de  rhomogénéitë,  on  fera  donc 
abstraction  des  lettres  qui  désignent  des  angles  ou  leurs  fonc- 
tions trigonomëtriques. 

• 

CONSTRUCTION    DES    FORMULES. 

45.  En  résolvant,  si  cela  est  possible,  les  équations  d'un 
problème  déterminé,  on  obtient  des  formules  qui  indiquent 
les  opérations  arithmétiques  qu'il  faut  effectuer  sur  les  nombres 
qui  mesurent  les  grandeurs  connues  pour  avoir  les  valeurs 
numériques  des  inconnues.  Mais  ne  pourrait-on  pas  déduire 
de  chaque  formule,  ou  même  de  chaque  équation,  une  con- 
struction graphique  propre  à  donner,  non  plus  la  valeur  numé- 
rique de  l'inconnue,  mais  l'inconnue  elle-même?  En  un  mot,  est- 
il  possible  de  remplacer  les  opérations  numériques  par  des  opé- 
rations graphiques?  En  géométrie  élémentaire,  on  no  consi- 
dère que  les  constructions  qui  peuvent  être  effectuées  au 
moyen  d'un  nombre  limité  de  lignes  droites  et  de  cercles,  et 
qui,  par  conséquent,  n'exigent  que  l'emploi  de  la  règle  et  du 
compas.  Gomme  le  cercle  est  la  plus  simple  des  courbes  et  la 
plus  facile  à  décrire,  les  anciens  géomètres  attachaient  beau- 
coup de  prix  à  ces  sortes  de  constructions  ;  d'un  autre  côté, 
ignorant  l'analyse  algébrique,  ils  manquaient  de  moyens  pour 
décider  si  la  question  qu'ils  avaient  en  vue  est  susceptible 
d'une  solution  de  ce  genre,  et  ce  n'est  qu'après  avoir  fait 
bien  des  efforts  inutiles  qu'ils  se  décidaient  enfin  à  recourir 
à  d'autres  courbes.  Leurs  recherches  ont  rendu  célèbres 
certains  problèmes  que  l'on  démontre  aujourd'hui  ne  pou- 
voir être  résolus  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Tels  sont 
les  problèmes  de  la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  de 
l'angle,  etc. 
•  Nous  supposerons  que  l'inconnue  est  une  ligne  droite  ;  quand 
l'inconnue  est  une  surface  ou  un  volume,  on  la  représente 
par  ax  ou  a*x,  a  étant  une  ligne  prise  arbitrairement;  la 
construction  de  la  ligne  x  donne  un  rectangle  ou  un  paral- 
lélipipède  équivalents  à  la  surface  ou  au  volume  cherchés.  La 
détermination  d'un  angle  donné  par  une  de  ses  lignes  trigo* 
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nométriques  se  ramène  aussi  à  celle  d'une  droite.  Nous  sup* 
poserons  encore  que  toutes  les  lettres  désignent,  ainsi  que  x^ 
des  lignes  droites. 

46.  Formule  rationnelle.  La  formule  qui  donne  Tin- 
connue  x  doit  être  homogène  et  du  premier  degré  ;  elle  peut 
d'ailleurs  être  entière,  rationnelle  ou  irrationnelle.  Quand 
elle  est  entière,  elle  a  la  forme 

et  on  obtient  la  longueur  x  en  portant  à  la  suite  Tune  de  l'au- 
tre, dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  longueurs  a,  i,  c,... 
La  formule  fractionnnaire  la  plus  simple  est 

ab 
x=  — 
c 

L'inconnue  est  une  quatrième  proportionnelle,  que  Ton  con- 
struira par  deux  parallèles  ou  par  un  cercle. 
On  construira  de  même  la  formule 

abcd  a      b       cd 

abc  a      0       c 

par  une  série  de  quatrièmes  proportionnelles, 

cd        ^      bv  aS 

c  ^       b  a 

A  l'aide   de   la  construction   précédente,   un   monôme 

///, — ^  du  degré  m  se  ramènera  à  la  forme  ai . . .  /,  ou 
a  Q  c  ...g 

encore  à  la  forme  X"»-*  t^  \  étant  une  longueur  quelconque  et  t 

une  ligne  déterminée  par  la  formule 

CCI.  . ,/ 


a 
•1 


Considérons  maintenant  la  formule 

_A  — B  +  C 
^~A'+B'  — c' 

dans  laquelle  A,  B,  G  désignent  des  monômes  du  degré  m-f-i, 
A',  B',  C  des  monômes  du  degré  m.  On  ramène  d'abord  chacun 
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de  ces  monômes  aux  formes  simples 

et  l'on  a 

X(a  —  i  +  c) Xot 

*~  a'+b'—c'  ~J' 

On  déterminera  ensuite  l'inconnue  x  par  une  quatrième  pr(K 
portionnelle  entre  les  lignes  p,  a,  X. 

Si  la  fraction  était  du  degré  m,  les  opérations  qui  précèdent 
la  ramèneraient  à  la  forme 

47.  Formule  irrationnelle  du  second  DEaRé.  Soit  d'a- 
bord la  formule 

x=:yab,    ou    -=Y« 

L'inconnue  x  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes 
a  et  &  ;  on  l'obtient  par  un  triangle  rectangle,  ou  par  une  tan- 
gente au  cercle. 

Lorsque  le  radical  porte  sur  une  fonction  rationnelle  du 
degré  m,  on  transforme  ainsi  la  formule 

V/x«-«/=v^X"-*x^=x  •  II. 

Considérons  maintenant  une  formule  irrationnelle  du  second 
degré,  dans  laquelle  nous  supposons  que  les  quantités  réunies 
par  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  sont  homogènes  et  du  même 
degré.  Pour  plus  de  clarté,  nous  imaginerons  la  valeur  de  x 
ramenée  à  la  forme 

N 

N  et  D  désignant  des  fonctions  dans  lesquelles  n'entre  pas  le 
signe  de  la  division,  ni  d'exposant  fractionnaire  ou  négatif;  on 
peut  supposer  aussi  qu'il  n'y  a  pas  de  produit  de  deux  radicaux 
ni  de  produit  d'un  radical  par  une  quantité  entière.  Pour  ob- 
tenir la  valeur  du  numérateur  N,  il  faut  effectuer  certaines 
opérations  dans  un  ordre  déterminé  ;  le  premier  signe  radical 
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porte  sur  une  expression  entière,  on  le  ramènera  à  la  forme 

X  'u;  si  cette  quantité  doit  être  ajoutée  à  d'autres,  on  ramènera 

celles-ci  à  la  même  forme,  et  par  suite  aussi  leur  somme.  Un 
nouveau  signe  radical  peut  porter  maintenant,  soit  sur  une 

quantité  entière,  soit  sur  une  quantité  affectée  de  l'exposant  -, 

m  étant  impair.  Dans  tous  les  cas,  on  ramènera  le  radical  à  la 


m 


forme  X*i;,  on  ajoutera  ce  terme  à  d'autres  de  même  forme,  et 
ainsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que  le  numérateur  N  prendra  la 


m 


forme  \^t.  Il  en  sera  de  même  du  dénominateur  D.  L'inconnue 
X  étant  du  premier  degré,  on  l'obtiendra  par  une  quatrième 
proportionnelle. 

On  démontre  que  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur 
la  composition  de  la  formule  sont  nécessaires  pour  qu'elle  soit 
homogène. 

Ainsi,  toute  expression  homogène  du  premier  degré,  composée 
d'une  manière  quelconque  au  moyen  des  signes  d'opérations  simples, 
addition,  soustraction,  multiplication,  division,  élévation  à  une 
puissance  entière,  racine  carrée;  en  un  mot,  toutes  les  expressions 
rationnelles  et  toutes  les  expressions  irrationnelles  ne  contenant  que 
des  racines  carrées,  peuvent  être  construites  au  moyen  d^un  nombre 
limité  de  lignes  droites  et  de  cercles. 

On  démontre  aussi  que  les  expressions  de  cette  nature  sont 
seules  susceptibles  d'être  construites  de  la  façon  indiquée  ; 
mais  cette  démonstration  ne  peut  trouver  place  ici.  Ainsi,  par 
exemple,  le  côté  x  du  cube  double  d'un  autre  dont  le  côté  est 
a,  côté  donné  par  la  formule 

ne  peut  pas  s'obtenir  par  la  règle  et  le  compas  ;  il  en  est  de 
même,  en  général,  dos  racines  dos  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré,  puisqu'il  entre  des  radicaux  cubiques 
dans  l'expression  de  ces  racines. 

48.  Construction  des  racines  de  l'équation  du  sECoin) 
DEGRÉ.  L'équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue  se 
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ramène  à  la  forme  x*+px-f-S'=o;  pour  qu'elle  soit  homo- 
gène,  il  faut  que  la  quantité  p  soit  du  premier  degré,  et  q  du 
second  degré  ;  si  ces  quantités  sont  rationnelles  ou  irration- 
nelles du  second  degré,  on  pourra  construire  une  ligne  d  équi- 
valente à  la  première  et  un  carré  4*  équivalent  à  la  seconde , 
et  l'équation  du  second  degré  présentera  l'une  des  quatre  dis- 
positions suivantes  : 

x'  -^ax  —  ô'  =  o, 
x^  —  ax-^-b^  =^0j 
x^  —  ax — ô*=:o. 

Les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde  équation  sont 
égales  à  celles  de  la  troisième  et  de  la  quatrième,  prises  en 
signes  contraires;  il  suffit  donc  de  considérer  celles-ci;  or,  si 
on  les  met  sous  la  forme 

x{a  —  ar)  =  ô"    ,    x[x  —  a)  =  é», 

OR  voit  qu'il  s'agit  de  construire  un  rectangle  équivalent  à  un 
carré  6',  et  dont  la  somme  ou  la  difierence  des  côtés  soit  égale 
à  une  ligne  donnée  a,  problèmes  que  l'on  résout  en  géométrie 
élémentaire.  La  résolution  des  équations  et  la  construction 
des  formules  feraient  au  besoin  retrouver  les  solutions  de  la 
géométrie. 
L'équation bi-carrée  se  ramène  pareillement  à  l'un  des  types 

X*  +  ûéar'  —  c^d}  =  o, 

a:*  —  abx^  +  ^'^*  =  o> 
j?*  —  abx^  —  c'd*  =  o  ; 

car  il  est  inutile  de  considérer  l'équation  x*-f-fl6a?*-}-c'rf'=o, 
qui  n'a  que  des  racines  imaginaires.  Si  l'on  pose  x*  =:  cz,  ces 
équations  deviennent 

x«J z — a"=o  ,  2* z-\-d'=o  ,  2* z — (r=o. 

c  c  c 

On  déteimine,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  racines  z  de 
celles-ci,  puis  on  trouve  x  par  une  moyenne  proportionnelle 
entre  e  et  z. 
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CHAPITRE    IV 

Transfbmiatloii  de»  Coordonnées* 

Quand  on  connaît  l'équation  d'une  ligne  par  rapport  à  cer« 
taines  coordonnées,  il  importe  de  pouvoir  en  déduire  l'équation 
de  la  même  ligne  par  rapport  à  d'autres  coordonnées. 

Pour  résoudre  cette  question  d'une  manière  générale,  il  faut 
trouver  des  formules  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan  dans  un  certain  système,  au  moyen  des 
coordonnées  du  même  point  dans  un  autre  système.  Ces  for- 
mules sont  utiles  aussi  dans  un  grand  nombre  d'autres  ques- 
tions. 

Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  de  la  transformation 
des  coordonnées  rectilignes  en  d'autres  coordonnées  rectilignes . 

DÉPLACEMENT    DE    l'ORIGINE. 

49.  Supposons  d'abord  que  l'on  remplace  les  deux  axes 
OX  et  OY  par  d'autres  axes  OX  et  OT'  respectivement  paral- 
lèles aux  premiers  (fig.  3a)  et  de  même 
sens.  La  position  des  nouveaux  axes  sera 
déterminée  par  les  coordonnées  a  et  6  de 
la  nouvelle  origine  0'  relativement  aux 
axes  primitifs.  Nous  appellerons  x  ety 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
Fig.  32  du  plan  relatives  aux  premiers  axes,  x' 

et }/  les  coordonnées  du  même  point  relatives  aux  nouveaux 
axes.  Imaginons  qu*un  mobile  aille  du  point  0  au  point  M  en 
suivant  la  ligne  droite  OM  ou  la  ligne  brisée  OO'M,  et  proje- 
tons ces  deux  chemins  sur  l'axe  OX  parallèlement  à  OY.  La 
projection  de  la  droite  OM,  avec  le  signe  qui  lui  convient, 
est  l'abscisse  x  du  point  M;  la  projection  de  la  droite  00'  est 
l'abscisse  a  du  point  0'  ;  la  projection  de  la  droite  O'M  sur  OX, 
ou  sur  l'axe  parallèle  OX,  est  la  nouvelle  abscisse  x\  Les 
projections  des  deux  chemins  étant  égales  entre  elles,  on  a 
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x=a'\-x\En  projetant  sur  l'axe  OY,  parallèlement  à  OX,  on 

a  de  même  y = 4  -f  y'.  On  obtient  ainsi  les  deux  relations 

(i)  x=a  +  af    ,    y  =  *+y', 

entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées  du  point  M. 

Ces  relations  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 

dans  le  plan.  On  en  déduit 

(a)  x'  =  x—a    ,    \f  =  y  —  b. 

CHANGEMENT  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES. 

80.  Supposons  maintenant  que  Ton  change  la  direction 
des  axes  en  conservant  la  même  origine.  Nous  traiterons 

d'abord  un  cas  particulier  qui  se  pré- 
sente souvent  dans  la  pratique,  celui 
où  les  axes  des  deux  systèmes  sont 
rectangulaires.  Imaginons  que  Ton 
changeladirectiondesaxes  enfaisant 
tourner  l'angle  droit  XOY  (fig.  33) 
*^**^''-  d'un  certain  angle  a  autour  de  l'ori- 

gine, pour  l'amener  dans  la  position  X'OY' ,  et  considérons 
l'angle  a  comme  positif,  si  la  rotation  s'effectue  de  OX  vers  OY, 
comme  négatif  si  la  rotation  s'exécute  en  sens  inverse. 

Par  un  point  quelconque  M  du  plan  menons  des  parallèles  MP 
et  MP'  aux  axes  OYet  OY';  désignons  par  a?  et  y  les  coordonnées 
du  point  M  relatives  aux  premiers  axes,  et  par  x'  et  y'  les  coor- 
données du  même  point  relatives  aux  nouveaux  axes.  Les  pro- 
jections  des  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  un  axe  quelconque 
sont  égales.  Projetons  ces  deux  chemins  d'abord  sur  l'axe  OX  ; 
la  projection  de  la  longueur  OP  est  cette  longueur  elle-même, 
affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle  est  portée 
dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direction  opposée  ;  c'est,  dans 
tous  les  cas,  l'abscisse  x;  PM  étant  perpendiculaire  sur  OX,  sa 
projection  est  nulle;  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
donc  à  X.  Projetons  maintenant  le  chemin  OP'M  ;  et  d'abord 
projetons  le  premier  côté  OP';  si  la  longueur  OP'  est  portée 
sur  OX',  il  faut  la  multiplier  par  cos  «,  ce  qui  donne  la  pro* 
jection  OP  X  cos  a  ;  si  cette  longueur  est  portée  en  ^ens  in- 
verse, il  faut  la  multiplier  par  cos  (a+^)»  ^  ^  donne 
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OP'Xcos  (a+ic)  OU  — OPx  cosa;  mais,  dans  le  premier 
cas,  on  aap'=OP',  dans  le  second  casa/= — OP:  ainsi  la 
projection  du  côté  OP'  est  toujours  exprimée  par  x'cosa. 
Considérons  le  second  côté  P'M  ;  s'il  est  dirigé  dans  le  sens 

OY',  il  fait  avec  OX  l'angle  «  +  -,  et  sa  projection  est 
P'M  X  cos  f  a  +  -  j  ;  s'il  est  dirigé  en  sens  inverse,  il  fait  avec 

OX  l'angle  « + ~ + '^j  ®t  sa  projection  est —FM  X  cos  (  «+- )  ; 

mais  on  a,  dans  le  premier  cas  y'=P'M,  dans  le  second  cas 
y'= — P'M  ;  ainsi,  la  projection  de  P'M  est  toujours  exprimée 

par  y'  cos  f  o + -  ) .  Il  en  résulte  que  le  chemin  OP'M  a  pour 

projection  x'  cos  «  -}-  y'  ces  f  a  -|-  -  j ,  ou  a/  cos  «  —  y'  sin  a.  En 

égalant  les  projections  des  deux  chemins  OPM,  OP'M,  on  ob- 
tient la  relation  x=a?'  cos  a  —  y'  sin  a. 

Projetons  ensuite  les  deux  chemins  sur  l'axe  OY.  La  projec- 
tion de  OP  est  nulle  ;  celle  de  PM,  affectée  du  signe  conve- 
nable, est  y;  ainsi  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
à  y.  Les  deux  directions  OX'  et  OY'  font  avec  OY  les  angles 

1- a  et  01,  ce  qui  donne  pour  la  projection  du  second  che- 

min  x'  cos  ( h  «)  +  y'  cos  a,  ou  a!  sin  «  +  y'  cos  a,  et  l'on 

a  la  relation  y = x'  sin  o  -}-  y'  cos  a.  On  obtient  ainsi  les  for- 
mules 
(3)        x=i::/ cos  a  — y*  sin  a    ,    y'  =  a/ sina-|-y'cosa, 

qui  expriment  les  anciennes  coordonnées  en  fonction  des  nou- 
velles. 

SI.  Occupons-nous  maintenant  de  la  question  générale. 
Soient  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  faisant  entre  eux 
un  angle  6,  OX'  et  OY'  deux  nouveaux  axes  dont  on  dé- 
finit les  directions  par  les  angles  «  et  p  qu'ils  font  avec 
OX  (/fy.  34);  on  convient  de  regarder  les  angles  «  et  p 
comme  positifs,  quand  une  droite  mobile,  partant  de  la 
position  OX,  les  décrit  en  tournant  do  OX  vers  OY,  et 
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comme  négatifs,  quand  la  droite  tourne  en  sens  contraire.  Par 

un  point  M  quelconque  du  plan  me- 
nons les  droites  MP  et  MP'  respective- 
ment parallèles  aux  axes  OY  et  OY'. 
Pour  avoir  a?,  nous  projetterons  les 
deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  une 
direction  OH  perpendiculaire  à  OY, 
et  telle  qu'une  droite,  partant  de  la 
position  OY,  tourne  d'un  angle  égal  à 


u 


11 


Fig.  34. 


-  de  OY  vers  OX,  pour  arriver  à  la 


position  OH.  La  direction  OX  faisant  avec  OH  l'angle 0, 

et  la  direction  OY  étant  perpendiculaire  à  OH,  la  projec- 
tion du  premier  chemin  se  réduit  à  x  sin  0.  La  direction 
OX'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à  l'angle  HOX,  augmenté 

de  l'angle  XOX',  ce  qui  fait  f  -  —  6  j -fa;  de  même,  la  direc- 
tion OY'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à(^ —  ôj4-pîoi^a  donc 
pour  la  projection  du  second  chemin 

a/ cos  (  -  —  ô  +  a  j -[- y' cos  T- —  ô -f- p  J , 

ou  x'  sin  (ô  —  a)  +  y'  sin  (6 — p), 

ce  qui  donne  la  relation 

a:sinô=x'sin(^— a)-f-y'sin(6— p). 

Pour  avoir  y,  projetons  les  deux  chemins  OPM,OPTi  sur  une 
direction  OK  perpendiculaire  à  OX,  et  telle  qu'une  droite, 

partant  de  la  position  OX,  tourne  d'un  angle  égal  à  -  de  OX 

vers  OY,  pour  arriver  à  la  position  OK.  La  direction  OX  étant 
perpendiculaire  à  OK  et  la  direction  OY  faisant  avec  cette 

droite  l'angle j-ô,  la  projection  du  premier  chemin  se 

réduit  à  y  sin  0.  Les  angles  que  les  directions  OX'  et  OY'  font 
avec  OK  sont  égaux  aux  angles  qu*elles  font  avec  OX,  diminués 

de  -,  ce  qui  donne f-a,  et [-p;  la  projection  du 

1  2  s 
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second  chemin  est  donc  x* cos  ( |-aj-|-y'cosf hP)» 

ou  X*  siû  «  +  y'  sin  p,  et  l'on  a  la  relation 

y'  sin  6 1=  a:'  sin  a  -|-  y*  sin  % 
On  obtient  ainsi  les  deux  formules 

ar'sin  (6  — «) +  y' sin  (0  —  p) 

a?= ; — 1 

^  '  '    , ar'sina  +  y'sinp 

^  sine  ' 

pour  la  transformation  des  coordonnées  obliques  en  d'autres 
coordonnées  obliques. 

On  en  déduit  facilement  des  formules  servant  à  revenir  des 
nouveaux  axes  aux  anciens.  L'angle  des  nouveaux  axes  est 
p— a;  les  axes  OX  et  OY  font  avec  OX'  les  angles—»  et— a-j-e  ; 
it  suffit  donc,  dans  les  formules  précédentes,  de  remplacer  % 
par  p — «,  a  par — a,  p  parô  — a,  ce  qui  donne 

^,_a?sinp  +  ysin(p  — 6) 

(5)  ;  sin(p  — a) 

'    , —  xsina-j-ysin(0  —  a) 

^  ~  sin  (p  —  a) 

Appelons  6'  l'angle  des  nouveaux  axes  ô'=p-— a  ;  alors  le 
déterminant  des  coefficients  de  x*  et  y'  dans  les  formules  (4)  est 

sin  p  sin  (d — a)  —  sin  a  sin  (0  —  ^) sin  6' 

sin'  0  sin  Ô  * 

et  le  déterminant  des  coefficients  de  a?  et  y  dans  les  formules  (5) 

est  Tin  verse  du  précédent  -: — ->  • 

^  sin  0 

83.  Les  formules  générales  donnent  quelques  formules 
particulières  qu'il  est  bon  de  connaître. 

1®  Ca%  ou  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires.  Dans  ce  cas 
on  a  0  z=-,  et  les  formules  (4)  se  réduisent  à 


9 


.gv  1  ar=a:'cosa-}-y'cosp, 

y = ar' sin  a -|- y' sin  p. 
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«•  Cas  ail  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires.  Supposons 
P=«  +  -,  les  formules  (4)  deviennent 

I_  x'  Sin  (6  —  g)  —  y'  C03  (6  —  g) 
"""                   sinô 
x^  sin  a  +  y'  cos  a 
y ' — :;: • 
smô 

On  pourrait  supposer  aussi  p  =  a— -,  ce  qui  revient  à 

changer  le  sens  de  l'axe  OY',  et,  par  conséquent,  le  signe  de  y' 
dans  les  formules  (7). 
3«  Cas  oh  les  deux  systèmes  (Taxes  sont  rectangulaires.   Si, 

dans  les  formules  (6),  on  suppose  p  =  g  +  -,  on  obtient  les 

formules  (3)  déjà  trouvées, 

ix\  j  ar  =zx'  cos  a — y'  sin  g, 

I  y'=a?'sin  a-j-y'cosg. 
On  les  obtiendrait  aussi  en  supposant  dans  les  formules  {7) 

a 

TRANSFORMATION    GENERALE. 

»3.  Supposons  que  Ton  change  à  la  fois  l'origine  et  la  di- 

V  1^'   4i  rection  des  axes.  On  déterminera  le 

/       /  nouveau  système  d'axes  par  les  coor- 

/        /  ^^'    données  a  et  ô  de  la  nouvelle  origine  0' 

/        \U^, relativement  aux  anciens  axes ,  et  par 

. — 1 .  les  angles  g  et  p  que  font  les  nouveaux 

/  ^  *    axes  OX  et  OT'  avec  l'axe  OX  (fig.  35) . 

Fig.  35.  Par  le  point  0'  menons  deux  axes  O'X, 

et  OTj  respectivement  parallèles  à  OX  et  OY.  On  a,  d'une  part 

x=a-\'X^,   y=6+yi; 

d'autre  part,  en  vertu  des  formules  (4) , 

ar'sin  (6 — g) -[-y' sin  (6 — p)        x'  sin  a+y'  sin  p  ^ 

^'~  sînô  '    ^i""  sïnë  ' 

on  en  déduit  les  formules  générales  de  transformation 

GÉOM.   ANÀLYT.  A 


5J 


LIVRE  I,  CHAPITRE  IV. 


(8) 


^  .  a:-sin(0-tt)+y^sin(e-li), 

^  =  ^+ SS"ê * 

^         '  sin  6 


Fig.  S6. 


Nous  remarquerons  que  les  coordonnées  anciennes  x  eif/ 
8*expriment  par  des  fonctions  entières  et  du  premier  degré 
des  coordonnées  nouvelles  x'  et  y\ 

TRANSFORMATION  DES   COORDONNEES  RECTILIGNES  EN 

COORDONNÉES  POLAIRES. 

M.  Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires  ;  prenons 

Torigine  pour  pôle,  et  Taxe  des  x  pour 
axe  polaire  (fig.  36);  en  projetant  la  droite 
OM  sur  l'axe  OX  et  sur  Taxe  OY,  on  ob- 
tient les  relations 
(9)  a:  =  pcosw,  y  =  psincio. 

On  passera  réciproquement  des  coordon- 
nées polaires  aux  coordonnées  rectilignes  à  l'aide  des  formules 

p=V/a:»+y«,    tang<o  =  |. 

Nous  avons  fait  plusieurs  transformations  de  cette  sorte, 
quand  nous  avons  cherché  les  équations  en  coordonnées  rec- 
tilignes de  la  cissoïde,  de  la  strophoïde,  du  limaçon  de  Pascal 
et  de  la  rosace  (n®»  21,  a4,  27,  3o). 

DISTANCE   DE  DEUX  POINTS. 

88.  Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires  et  cher- 
chons la  distance  de  l'origine  à  un  point  M 
dont  nous  appellerons  x  et  y  les  coordonnées . 
Dans  le  triangle  rectangle  OPM  (fig.  5^),  on  a 

OM"  =  OP' +  PM*  =  ar» +yS 


Fig.  37.  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans 

le  plan;  d'où  l'on  déduit,  en  désignant  par  /  la  distance  OM, 

(10)        l=\/x^+yK 
Cherchons  maintenant  la  distance  des  deux  points  M  et  M', 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  ;  nous  appellerons 
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x  et  y  les  coordonnées  du  point  M,  x'  el 
\f  celles  du  point  M',  par  rapport  aux  axes 
rectangulaires  OX,  OY.  Par  le  point  M 
(fig.  58)  menons  des  axes  MX',  MY',  paral- 
lèles aux  axes  proposés;  les  coordonnées 
du  point  M' relatives  à  ces  nouveaux  axes 
sont  égales  à  a/  —  ar,  y'  — y,  en  vertu  des 

formules  (a)  du  n«  49.  La  distance  /  de  la  nouvelle  origine  M 

au  point  Misera  donc,  d*après  la  formule  (10), 


Fig.  38. 


(I-) 


/=V/{^'-^)'+(y'-y)*. 


BO.  Quand  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  l'an- 
gle 0,  Texpression  de  la  distance  est 
un  peu  plus  compliquée.  Cherchons 
d'abord  la  distance  de  Torigine  0  à 
un  point  quelconque  M  du  plan. 
Dans  le  triangle  OPM  (fig.  39),  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M, 

rt^.    av. 

on  a 

ÔM'=OP*-f  PM*— a.OP.PMcosOPM. 
Quand  le  point  M  est  situé  dans  l'angle  YOX,  les  coordonnées  x 
et  y  de  ce  point  sont  égales  à  +  OP  et  à  +  PM,  et  langle  OPM 
est  le  supplément  de  l'angle  6  ;  on  a  donc 

(12)  Izzz^x^  +y'  +  2^y  cos  ô. 

Si  le  point  M  est  situé  dans  l'angle  Y'OX',  les  coordonnées  x 
et  y  étant  égales  à — OP  et  à  —  PM,  et  l'angle  OPM  le  supplé- 
ment de  6,  on  obtient  la  même  formule  (la).  Quand  le  point  M 
est  situé  dans  l'un  des  angles  YOX',  Y'OX,  l'angle  OPM  est 
^gal  a  0,  mais  l'une  des  coordonnées  est  positive,  l'autre  néga- 
tive, ce  qui  reproduit  encore  la  formule  (la).  Cette  formule 
est  donc  générale. 

Pour  avoir  la  distance  de  deux  points  M  et  M',  on  imaginera, 
comme  précédemment,  par  le  point  M  des  axes  parallèles  aux 
premiers,  et  l'on  obtiendra  la  formule 

(i3)     l=\/{x'-xy  +  [y'-yY  +  2{xf-x)  (y'-y)  cos  ô. 
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tt7.  On  a  souvent  besoin  des  coordonnées  du  point  qui  par- 
tage dans  un  rapport  donné  la  droite 
**«   qui  joint  deux  points  donnés.  Lorsque 
M.  "  plusieurs  segments  sont  situés  sur  une 

même  droite,  on  appelle  sens  d*un  seg- 
ment MM'  le  sons  dans  lequel  marche 
Fig.  40.  un  mobile  partant  du  premier  point  M 

et  allant  vers  le  second  M'.  La  valeur  algébrique  du  rap- 
port de  deux  segments  est  alors  la  valeur  absolue  de  ce 
rapport,  précédée  du  signe  +  o^  du  signe  — ,  suivant  que 
les  deux  segments  sont  dirigés  ou  non  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  dans  la  figure  (40),  le  rapport  ^j;^  est  positif,  les 
.    MMt      MiM        ,     ,     ..- 

^PV^^^  mTm'  '  m;m'      ^^gat^fs- 

Étant  donnés,  sur  une  droite  indéfinie,  deux  points  M  et  M' 
ayant  pour  coordonnées  ar  et  y  ,  a;' et  y'  ,  cherchons  sur  cette 
droite  un  point  Mi  de  coordonnées  x^  et  yi ,  tel  que  le  rap- 

port    '    ,  ait  une  valeur  donnée  en  grandeur  et  en  signe  — . 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au 

point  Ml ,  les  coordonnées  nouvelles  du  point  M  et  du  point  M'' 

seront  x — Xi  et  y — yi,  a?' — Xt  et  y' — yi.  Lorsque  le  rapport 

m' 
donné  —  est  négatif,  le  point  cherché  M.  doit  se  trouver 
m 

entre  M  et  M';  c'est  le  cas  de  la  figure.  Les  difiérences  x—-x^ 

et  x'  —  Xi  ou  y — y,  et  y' — yi  sont  de  signes  contraires;  leur 

rapport  est  négatif  et  la  valeur  absolue  de  ce  rapport  est 

égale  à  la  valeur  absolue  de  -nnrr/  ou  de  — .  On  a  donc,  en 

MiM  m 

grandeur  et  en  signe, 
(14) 


x—Xi_y  ^yi_m! 


X  —Xt      y  — yt      m 

m' 

Lorsque  —  est  positif,  le  point  cherché  Mi  se  trouve  en 

dehors  du  segment  MM'  ;  les  difiérences  x — a:t  et  x'  —  x^, 
ou  y— yi  et  y'— y,  sont  de  mêmes  signes;  leur  rapport  est 
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positif  et  égal  au  rapport..'    ,  ou  à  — .  Donc  les  équations  (i4) 
«onyiennent  aussi  à  ce  cas.  On  en  tire  les  formules  suivantes 

qui  résolvent  la  question  pour  toutes  les  valeurs  du  rapport  — 

mx  —  m  V         my  —  m'y' 

^^~    m -—m:     '  ^*~"    m -—m'    ' 
Remarque.  Considérons  le  point  Mi  dont  les  coordonnées  x^ 
et  yi  se  déduisent  des  précédentes  par  le  changement  do 
signe  de  m' 

wwr  +  mV         wiy  +  ^y 

m-\-m  ffi  -f-  iw 

Ce  point  sera  tel  que  Ton  ait 

MiM  _     M,M  __m\ 

on  dit  que  ces  points  Mi  et  M,,  correspondant  à  des  valeurs 

égales  et  de  signes  contraires  du  rapport  — ,  sont  conjugués 

harmoniques  par  rapport  au  segment  MM'.  Lorsque  le  rapport 

donné  —  est  égal  à  —  1  ,  le  point  M,  devient  le  milieu  du 

segment  MM'  et  a  pour  coordonnées 

_x+x'        _y+y'. 

x,  —  ——  ,  y,___, 

le  point  Ms  s'éloigne  à  Tinfini. 

m' 
Si  Ton  pose  — =— X,  on  voit  que  les  deux  points  conju- 
gués Ml  et  M,  ont  pour  coordonnées 

_x+lx'        _y±W. 

x  —  Xz*  y  —  Xy* 

JTjrzz —    ,    ^8  = —.  . 

1  — A  1  — A 

CLASS!FIG.VT!ON  DES  LIGNES  PLANES. 

S8.  On  emploie  surtout  les  coordonnées  rectilignes  pour 
rétude  des  propriétés  générales  des  lignes  planes.  Dans  ce 
système,  on  classe  les  lignes  de  la  manière  suivante  ;  on 
les  distingue  d'abord  en  algébriques  et  transcendantes^  suivant 
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que  les  équations  qui  les  représentent  sont  algébriques  oi» 
transcendantes.  Une  équation  est  dite  algébrique  lorsque 
les  coordonnées  x  et  y  n'y  entrent  qu'affectées  des  signes 
d'opérations  algébriques.  Mais,  si  l'une  des  coordonnées  entre 
sous  un  signe  transcendant,  comme  un  sinus,  un  loga- 
rithme, etc.,  l'équation  est  dite  transcendante.  On  peut  tou- 
jours mettre  les  équations  algébriques  sous  la  forme  entière,, 
en  faisant  disparaître  les  radicaux  et  les  dénominateurs. 

On  classe  ensuite  les  lignes  algébriques  d'après  le  degré  de 
leurs  équations.  Les  lignes  du  premier  degré  sont  celles  qui  sont 
représentées  par  des  équations  du  premier  degré  en  ar  et  y  ;  l'é- 
quation du  second  degré  donne  les  lignes  du  second  degré,  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  degré  d'une  ligne  reste  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  des  axes  des  coordonnées  dans  le 
plan.  En  effet,  soit  f  {x,y)  =  o  l'équation  d'une  ligne  rappor- 
tée à  de  certains  axes  OX  et  OY,  m  le  degré  de  cette  équa- 
tion supposée  entière  (dans  l'évaluation  du  degré,  on  ne  tient 
compte  que  dos  coordonnées  x  et  y).  Pour  rapporter  cette 
ligne  à  d'autres  axes  O'X'  et  OT',  on  substituera  à  x  et  y 
dans  l'équation  les  valeurs  données  par  les  formules  de  trans- 
formation (8);  ces  formules  étant  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  coordonnées  ar'  et  y',  il  est  impossible  que  l'équation 
en  x'  et  y'  soit  d'un  degré  supérieur  km.  Elle  ne  sera  pas  non 
plus  d'un  degré  moindre  ;  car  alors  la  transformation  inverse 
élèverait  le  degré,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  la  nouvelle 
équation  est  du  même  degré  que  l'équation  primitive. 

Le  degré  d'une  ligne  indique  en  combien  de  points  au  plus 
la  ligne  peut  être  coupée  par  une  droite.  En  effet,  soit  m  le 
degré  d'une  ligne,  f  {x,  y)  =  o  l'équation  qui  la  représente 
lorsqu'on  prend  la  droite  pour  axe  des  x  ;  si  dans  cette  équa- 
tion on  fait  y  =  o,  l'équation  en  x  ainsi  obtenue  donnera  les 
abscisses  des  points  du  lieu  qui  ont  une  ordonnée  nulle,  c'est- 
à-dire  les  points  communs  à  ce  lieu  et  à  l'axe  des  x»  Quand 
le  premier  membre  de  l'équation  n'est  pas  identiquement 
nul,  comme  il  est  au  plus  du  degré  m,  l'équation  n'a  pas  plus 
de  m  racines,  et,  par  conséquent,  la  droite  a  au  plus  m  points 
communs  avec  la  ligne.  Si  l'équation  était  vérifiée  par  plus 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES.  55 

de  m  valeurs  de  x,  le  premier  membre  serait  identiquement 
nul,  et,  par  conséquent,  la  droite  entière  ferait  partie  du  lieu; 
dans  ce  ca?,  le  polynôme  f  {x,  y)  devenant  identiquement  nul, 
quand  on  y  fait  y  =  o,  contiendrait  y  en  facteur  ot  l'équation 
f[xy  y)  =  o  se  décomposerait  en  deux.  Tune  y  =  o  du  premier 
degré,  l'autre  du  degré  m  —  i. 

D'après  cela,  les  lignes  du  premier  degré,  ne  pouvant  être 
coupées  par  une  droite  en  plus  d'un  point,  sont  des  lignes 
droites.  Les  lignes  du  second  degré  no  peuvent  être  coupées 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points  ;  celles  du  troisième 
degré  en  plus  de  trois  points.  Le  cercle,  l'ellipse,  l'hyperbole 
et  la  parabole  sont  des  courbes  du  second  degré  (n**  lo,  i3, 
i5,  18);  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  deux  points  par 
des  droites.  La  cissoïde  et  la  strophoïde  (n®»  ai  et  24)  sont  du 
troisième  degré;  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  trois 
points  par  des  droites.  Le  limaçon  de  Pascal  (n®  27)  est  du 
quatrième  degré,  la  rosace  à  quatre  branches  (n*  5o)  du 
sixième  degré. 

Nous  étudierons  d'abord  les  lignes  du  premier  degré,  puis 
celles  du  second  degré,  et  ensuite  les  lignes  d'un  degré  quel- 
conque. 

Quand  on  dit  qu'une  équation  algébrique  et  entière  du  degré 
m  représente  une  courbe  du  degré  wi,  on  suppose  que  le  pre- 
mier membre  n'est  pas  décomposable  en  un  produit  de  fac- 
teurs entiers  ;  autrement  l'équation  représenterait  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  de  lignes  d'ordres  inférieurs.  Ainsi,  par 
exemple,  une  équation  du  second  degré,  dont  le  premier 
membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  entiers  du  pre- 
mier degré,  représente  deux  lignes  du  premier  degré,  c'est- 
à-dire  deux  droites.  De  même,  une  équation  du  troisième 
degré  peut  représenter  trois  droites,  ou  une  ligne  du  se- 
cond degré  avec  une  ligne  droite.  C'est  pourquoi  cer- 
taines propriétés  des  lignes  de  l'ordre  m  s'appliquent  au  sys- 
tème de  m  droites,  c'est-à-dire  au  polygone  de  m  côtés.  Ainsi 
nous  verrons  que  des  propriétés  des  courbes  du  second  degré 
«'appliquent  au  système  de  deux  droites,  parce  que  ce  sys< 
tème  peut  être  considéré  comme  un  lieu  du  second  degré. 
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CHAPITRE  PREMIER 

Ed^ne  droite. 

CONSTRUCTION  DE  L*ÉQUATI0N  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

89.  L'équation  générale  du  premier  degré  entre  les  deux 
variables  x  ety  est  de  la  forme 

(i)  Aar  +  By  +  C  =  o. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  la  ligne  représentée 
par  cette  équation,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite  en 
plus  d'un  point,  est  nécessairement  droite.  Mais  il  est  bon  de 
démontrer  directement  que  cette  équation  représente  une 
ligne  droite. 

Il  est  impossible  que  les  deux  coefficients  A  et  B  des  va- 
riables soient  nuls  à  la  fois  ;  car  alors  il  faudrait  que  l'on 

eût  C  =  0,  et  l'équation  se  réduirait  à 
une  identité.  Mais  il  peut  arriver  que 
l'un  des  coefficients  soit  nul  ;  si^  par 
exemple,  le  coefficient  A  est  nul,  l'é- 
quation se  réduit  à  la  forme  By  +  C =o 
Fig.  4f.  ouy=i.  Cette  équation  représente  le 

lieu  d'un  point  M  dont  l'ordonnée  est  constante  et  égale  à 
i,  quelle  que  soit  l'abscisse  ;  c'est  une  droite  G'Q  parallèle 
à  l'axe  OX  (fig.  41);  on  Tobtient  en  portant  sur  Taxe  OY,  à 
partir  do  l'origine,  une  longueur  OB  égale  à  la  valeur  abso- 
lue de  b,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  suivant  le  signe  de  6, 
et  menant  par  le  point  B  une  parallèle  G'G  à  l'axe  OX.  En 
parliculicr,  Téquation  y  =  0  représente  l'axe  OX  lui-même. 
Lorsque  le  coefficient  B  est  nul,  l'équation  se  réduit  à 
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Ax  '■[-  C  =  o,  QXL  x=a.  Cette  équation  représente  le  lieu  du 

point  M  dont  l*abscisse  est  constante  et 
égale  à  a,  quelle  que  soit  Tordonnée; 
c'est  une  droite  H'H  parallèle  à  Taxe  OY 
(âg.  4a)  ;  on  Tobtient  en  portant  sur  Taxe 
OX,  à  partir  de  Torigine,  une  longueur 
OA  égale  à  la  valeur  absolue  de  a,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre  suivant  le  signe 

de  a,  et  menant  par  le  point  Â  une  parallèle  H'H  à  l'axe 

OY.  En  particulier,  l'équation  x=o  représente  l'axe  OY.  * 
Lorsque  le  coefficient  B  n'est  pas  nul,  on  peut  diviser  tous 

les  termes  par  B  et  mettre  l'équation  sous  la  forme 

A         G 
B' 

ou  (a)      y  =  ax-fé, 

A  G 

en  posant,  pour  abréger,  a  =  —  ^,  b=:  —  --. 

Considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  i=o,  ce  qui  réduit 
l'équation  à  la  forme 


y=-B^ 


y=^ax,    ou 


X 


Si  a  est  un  nombre  positif,  tous  les  points  du  lieu,  ayant  leurs 

coordonnées  de  même  signe,  se 
trouvent  dans  l'angle  YOX,  ou 
dans  son  opposé  par  le  sommet 
Y'OX'  (flg.  43).  Prenons  une 
abscisse  quelconque  OP,  et  par 
le  point  P  menons  une  parallèle 
à  l'axe  des  y  ;  on  pourra,  sur 
cette  parallèle,  trouver  un  point 

MP 
M  tel  que  l'on  ait7r^==a,  le 

Or 

^*»-  *^-  point  M  sera  un  point  du  lieu. 

Soient  M,  M',  M",.-  divers  points  du  lieu  construits  de  cette 
façon  ;  des  rapports  égaux 

MP     MT'     —  MT^ 


OP  ~  OP'  ~  —  OP' 


=  •  •  •  =  a. 
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il  résulte  que  les  triangles  OPM,  OFM',  OF'M",...  sont  sem- 
blables, et  que,  par  suite,  les  angles  MOP,  M'OF,  M"OP", ... 
sont  égaux  :  donc  les  points  M,  M',  M",...  sont  tous  placés  sur 
une  même  droite  A'A  passant  par  l'origine.  Si  Ton  fait  varier 
X  d'une  manière  continue  de  —  qo  à  +  « ,  le  point  M  se  meut 
d'un  mouvement  continu  et  décrit  la  droite  indéfinie  A'A. 
Lorsque  a  est  négatif,  tous  les  points  du  lieu,  ayant  leurs 

coordonnées  de  signes  contraires, 
sont  situés  dans  les  angles  YOX'  et 
Y'OX  (fig.  44).  Soient  M,  M',  M",... 
différents  points  du  lieu;  des  rela- 
tions 

M?        M'F        — MT^ 


^7  — 0P~— 0F~    OF 

Fig.  44. 

on  conclut,  comme  précédemment,  que  tous  ces  points  sont 
sur  une  même  droite  A'A  passant  par  l'origine.  Ainsi,  dans 
tous  les  cas,  l'équation  y  =  aar  représente  une  ligne  droite 
A'A  passant  par  l'origine. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  y=ax'\-b.  Si  l'on  com- 
pare les  deux  équations  y^^ax-^-b,  y=ax,  on  voit  que  les 
ordonnées  correspondantes  à  une  même  abscisse  diffèrent  d'une 
quantité  constante  b;  on  augmentera  donc  ou  l'on  diminuera, 
suivant  le  signe  de  b,  les  ordonnées  de  tous  les  points  de  la 
droite  A'A  de  longueurs  MN,  M'N',  M"N",...  égales  à  la  va- 
leur absolue  de  b  (fig.  43);  les  points  N,  N',  N",...  ainsi  obte- 
nus forment  évidemment  une  droite  B'B  parallèle  à  A'A. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équation  du  premier 
degré  entre  les  deux  variables  x  et  j  représente  une  ligne 
droite. 

GO..  Nous  ferons  voir  que,  réciproquement,  toute  ligne 
droite  est  représentée  par  une  équation  du  premier  degré. 
Si  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  OX,  comme  tous  ses  points 
ont  même  ordonnée,  son  équation  est  de  la  forme  y  =  b 
(fig.  40-  Si  elle  est  parallèle  à  l'axe  OY,  tous  ses  points  ayant 
même  abscisse,  son  équation  est  de  la  forme  x=a  (fig.  /^a).  Si 
la  droite  passe  par  l'origine,  elle  occupe  l'une  des  deux  posi- 


J 
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tions  indiquées  dans  les  figures  48  «t  44>  ^t  les  triangles  sem- 
blables donnent 

MP_M'P_— M*?* 

OP~OP'~— OP»  * 

ou 

MP  MF        —  M'P' 


•  •  •• 


—  OP     —  OP         OP    " 
Si  Ton  appelle  a  ce  rapport  constant,  Téquation  de  la  droite 

est-  =  a  ou  y  =  ax.  Supposons  enfin  que  la  droite,  sans  être 

parallèle  à  Tun  des  axes,  ne  passe  pas  par  Torigine  (fig.  43)  ; 
d'après  ce  qui  précède,  une  parallèle  à  cette  droite  menée  par 
l'origine  aura  pour  équation  y  =  ax\0T  l'excès  de  l'ordonnée 
de  la  droite  proposée  sur  l'ordonnée  correspondante  de  la  pa- 
rallèle est  une  quantité  constante  6;  donc  la  droite  proposée 
a  pour  équation  y  =  oo:  +  *• 

SIGNIFICATION  DES  COEFFICIENTS. 

61.  L'équation  de  toute  droite  non  parallèle  à  l'axe  des 
y  peut  être  mise  sous  la  forme 

y  =  aa:  +  *• 

La  constante  b  est  l'ordonnée  du  point  H  (fig.  43)  où  la 
droite  coupe  Taxe  des  y;  on  l'appelle  ordonnée  à  t origine. 

La  constante  a  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite  ; 
elle  est  la  même  pour  toutes  les  droites  parallèles  ;  on  l'appelle 
coefficient  angulaire  ou  de  direction.  Menons  par  l'origine  une 
demi-droite  OA  parallèle  à  la  droite  proposée  et  située  par 
rapport  à  Taxe  X'X  du  même  côté  que  la  demi-droite  OY.  Ap- 
pelons 0  l'angle  des  axes,  «  Tangle  de  OA  avec  OX,  angle 
qui  peut  varier  de  o  à  ic  ;  on  a,  dans  la  disposition  de  la  figure  43, 

y MP sin  MOP sina 

^~"i~'OP""sinOMP~sin(ô  — a)* 

et,  dans  celle  de  la  figure  44, 

_y MP    _   sin  MOP    __   sin(Tt— -g)  __      sin«     . 

*^  =  i— ZIÔp— —sinOMP""— sin(a— Gj^sinCe— «)• 
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on  a  donc,  dans  tous  les  cas, 

(3)  siP«     _„ 

sin  (6  —  oc) 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  cette  relation  se  réduit  à 

(4)  tanga=a, 

et  détermine  Tangle  a  que  fait  avec  Taxe  OX  la  direction  OA. 
Quand  les  axes  sont  obliques,  de  la  relation  (3)  on  déduit  la 
formule 

/rx  X  a  sin  6 

(5)  tanga= — ; -. 

^  '  °        1  4-  a  cos  6 

<3ette  formule  n'étant  pas  calculable  par  logarithmes,  pour 
obtenir  Tangle  oc  au  moyen  des  tables,  on  transforme  l'équa- 
tion (3)  de  la  manière  suivante.  On  a 

a —  i sin  tt  —  sin  (6  —  a) °  \        a/_ 

a+i      sina-|-8in(0  —  a)  6     • 

tang- 

(6\      a —  1         0 
«--j=^:îr7tang-. 

82.  Lorsqu'on  veut  construire  la  droite  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré,  à  coefficients  numériques,  on 
cherche  ordinairement  les  points  où  elle  coupe  les  axes,  et  on 
fait  passer  une  droite  par  ces  deux  points. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  %x  —  3y  =  5  ;  pour  y  =  o,  on 
a  jr = î  ;  pour  a? = o,  y = — f  ;  on  portera,  à  partir  de  l'origine, 
sur  l'axe  des  x  la  longueur  \  dans  la  direction  OX,  sur  l'axe 
des  y  la  longueur  |  dans  la  direction  OY'. 

Quand  l'équation  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  la 
droite  passe  par  l'origine.  On  en  détermine  un  second  point, 
en  donnant  à  x  une  valeur  particulière  ;  soit,  par  exemple, 
l'équation  ay-|-3ar  =  o;  l'équation  étant  vérifiée  pour  a:=o, 
y  =  o,  la  droite  passe  par  l'origine;  si  l'on  faitx=a,  on  a 
y  î= — 3  ;  on  construira  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a?  =  a, 
y  3= — 3,  et  on  le  joindra  à  l'origine. 
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63.  L'équation  générale  de  la  ligne  droite 

renferme  deux  coefficients  ou  paramètres  arbitraires  ;  car  on 
peut  diviser  Téquation  par  l'un  des  coefficients,  et  il  restera 
les  rapports  des  deux  autres  coefficients  à  celui  par  lequel  on  a 
divisé.  Quand  on  met  Téquation  sous  laformey  =  ax  +  *,  ces 
deux  paramètres  sont  a  et  *.  Pour  fixer  la  position  de  la  ligne 
droite  dans  le  plan,  il  faudra  donner  les  valeurs  des  deux  pa- 
ramètres, ou  deux  relations  entre  ces  paramètres  servant  à 
déterminer  leurs  valeurs* 

64.  Problème  I.  Trouver  téquation  générale  des  droites  qui 
passent  par  un  point  donné. 

Appelons  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  donné  M.  L'équa- 
tion d'une  droite  quelconque  est 

Pour  que  cette  droite  passe  par  le  point  M,  il  faut  que  les  coor- 
données de  ce  point  vérifient  l'équation  de  la  droite  ;  si  donc 
on  remplace  les  coordonnées  variables  xety  par  les  coordon- 
nées â/  et  y'  du  point  M,  on  aura  l'équation  de  condition 

y'  =  ax'-\'b. 

Cette  relation  entre  les  deux  paramètres  a  et  6  détermine  l'un 
d'eux  en  fonction  de  l'autre,  par  exemple  le  paramètre  b  en 
fonction  de  a  ;  en  remplaçant  b  dans  l'équation  de  la  droite 
par  sa  valeur  y' — ax'  tirée  de  l'équation  de  condition,  on  ob- 
tient l'équation 

(7)  y—y'=a{x—xr). 

L'équation  (7),  dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  a  est  arbi- 
traire, représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  M. 
Quand  on  fait  varier  le  paramètre  a,  la  droite  tourne  autour 
du  point  M. 

Nous  avons  supposé  que  toute  droite  est  représentée  par 
une  équation  de  la  forme  y=ax'\'b^  quelle  que  soit  sa  posi- 
tion dans  le  plan.  Mais  il  7  a  ime  exception,  c'est  lorsque 
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la  droite  est  parallèle  à  Taxe  des  y;  car,  dans  ce  cas,  le  coeffi- 
cient angulaire  a  est  infini,  ainsi  que  Tordonnëe  à  Torigine  b. 
Cependant,  si  dans  Téquation  (7)  on  remplace  a  par  le  rapport 

—,  qu'on  mette  l'équation  sous  la  forme 

n{!/  —  y')  =  m{x  —  x'), 

et  qu*on  fasse  ensuite  n  =  0,  on  obtient  l'équation  x=x%  qui 
représente  la  parallèle  à  l'axe  des  y,  menée  par  le  point  M. 

68.  ProblÈms  II.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  pa^ 
rallèle  à  une  droite  donnée. 
Soit  y=(Uî+A  l'équation  de  la  droite  donnée  AB,  a?'et 
î/  >     y'  les  coordonnées  du  point  donné  M 

(fig.  45).  La  droite  demandée  devant  pas- 
ser par  le  point  donné,  son  équation, 
comme  nous  Favons  dit,  sera  de  la  forme 


k 


fO 


y  —  y'=a!{x—x'). 


Fig.  45.  Cette  droite  devant  être  parallèle  à  la 

droite  ÂB,  son  coefficient  angulaire  a'  sera  égal  au  coefficient 
angulaire  a  de  la  droite  AB;  on  aura  donc  a'^za^  et  la  paral- 
lèle demandée  CD  sera  représentée  par  l'équation 

y  —  t/=a{x—x'). 

66.  Problème  IIL  Mener  une  droite  par  deux  points  donnés. 

Soient  M  et  M'  (fig.  46)  les  deux  points  donnés,  x'  et  y'  les 

coordonnées  du  point  M,  af'  et  y"  celles  du 
point  M'.  La  droite  MM',  passant  par  le 
point  M,  est  représentée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

(7)     y— y'=«(a:— jO; 

il  s'agit  de  déterminer  le  coefficient  a,  de  manière  que  cette 
droite  passe  aussi  par  le  point  M'.  Il  faut  pour  cela  que  les  co- 
ordonnées du  point  M' vérifient  l'équation  (7),  ce  qui  donne  la 
relation 
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d'où  l'on  déduit 

X  — X 

Ainsi,  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  au 
rapport  de  la  différence  des  ordonnées  à  la  différence  des  abs- 
cisses des  deux  points  donnés.  Si  dans  l'équation  (7)  on  rem- 
place a  par  sa  valeur,  on  obtient  Téquation  de  la  droite  MM\ 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

g— ar'_y  — y' 
x'—x'     }f—\f' 

Lorsque  le  point  M  est  à  l'origine,  on  a  ar'=o,  ^^=0,  et  l'é- 
quation (8)  se  réduit  à 

67.  Il  arrive  souvent  que  la  droite  est  définie  par  les  points 

A  et  B  où  elle  coupe  les  axes  (fig.  47);  appe^ 
Ions  a  l'abscisse  du  premier  point,  h  l'or- 
donnée du  second,  et  soit 

Ax+By+C=o 
l'équation  de  la  droite  cherchée.  Si  l'on  7 
fait  successivement  y^o  et  a;  =  o,  on  ob- 
Fiff.  47.  tient  les  points  où  la  droite  coupe  les  axes; 

on  a  ainsi  a= — t**= — :5;d'oùA= ,  B  = — x*  ^^ 

A  B  a  b 

remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs,  on  met  l'équation  sous 

la  forme  simple 

68.  Problème  IV.   Trouver  fe  point  d'intersection  de  deux 
droites  données. 

Soient 

Ax  +  By  +  C  =  o, 
A'x  +  B'y  +  C'=o, 
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les  équations  de  deux  droites  données  ÂB  et  CD  (fig.  48)»  M  le 

point  d*intersection  de  ces  deux  droites. 
Le  point  M  appartenant  à  chacune  des 
droites,  ses  coordonnées  vérifient  à  la  fois 
les  deux  équations  ;  si  donc  on  résout  ces 
deux  équations  simultanées  à  deux  incon- 
nues X  et  y,  on  obtiendra  les  coordonnées 
Fig.  4s.  du  point  M, 

_BC;--CF  _CA^  — AC^ 

*~AB'— BA'    '    ^""AB'  —  BA'* 

Quand  le  dénominateur  AB' — BA'  estdifierent  de  zéro,  les 
formules  donnent  pour  x  ety  des  valeurs  finies  et  détermi- 
nées, et  les  deux  droites  se  coupent  effectivement  en  un  pointM. 
Mais  quand  le  dénominateur  AB' — BA'  est  nul,  sans  que  les 
numérateurs  le  soient,  on  obtient  pour  x  et  y  des  valeurs 
infinies  ;  ceci  indique  que  les  deux  droites  proposées  sont  paral- 
lèles; et,  en  effet,  dans  ce  cas,  elles  ont  leurs  coefficients  angu- 
laires égaux  — ?5  =— îv  •  Si  Ton  a  à  la  fois-r-=:ô-=7T»  l®s 

Jd  13  A       o        0 

deux  numérateurs  sont  nuls  en  même  temps  que  les  dénomi- 
nateurs, et  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  présentent  sous  la  forme  -  ; 
il  y  a  indétermination,  et,  en  effet,  les  deux  droites  proposées 
coïncident  ;  car,  si  Ton  pose  —z=—-=—  =  k,  d'où  A' = Ak, 

B'=BA,  C'=CA,  que  Ton  remplace  dans  la  seconde  équation, 
et  que  l'on  divise  par  *,  cette  équation  devient  identique  à  la 
première. 

60.  Problème  V.  Trouver  téquation  générale  des  droites  qui 
passent  par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  données. 
Soient 

(10)  Ax-}-By  +  C  =  o, 

(11)  A'x-fB'y-f-r/-^o, 

les  équations  des  deux  droites  donnéos.  On  pourrait  traiter  la 
question  en  cherchant  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  par  la  résolution  des  équations  (10)  et  (1 1)  ;  on 


LIGNE  DROITE.  65 

ferait  ensuite  passer  une  droite  quelconque  par  ce  point  (n*  64)* 
Mais  on  arrive  au  même  résultat  par  une  marche  plus  rapide. 
Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  deux  équations  (lo)  et 
(il),  après  avoir  multiplié  Tune  d'elles  par  une  quantité  arbi- 
traire \  on  obtient  une  équation  du  premier  degré 

(i9)  (Aa?  +  By  +  C)  +  X(A'a:  +  B'y  +  C')  =  o, 

qui  représente  une  troisième  droite  passant  parle  point  d'inter- 
section des  deux  premières;  et,  en  effet,  les  coordonnées  de  ce 
point,  vérifiant  à  la  fois  les  deux  équations  (lo)  et  (ii),  annu- 
lent les  deux  quantités  placées  entre  parenthèses,  et,  par  con- 
séquent, satisfont  à  Téquation  (12).  Cette  équation  (la),  dans 
laquelle  le  coefficient  X  est  arbitraire,  représente  toutes  les 
droites  qui  passent  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites 
données;  car  on  peut  déterminer  ce  coefficient  de  manière 
que  la  droite  passe  par  un  point  quelconque  M  du  plan,  ayant 
pour  coordonnées  x'  et  y';  il  suffit  pour  cela  que  l'équation 
de  condition 

(Aar'+By'+C)  +  3^(AV+By+C')  =  o 
soit  vérifiée,  ce  qui  donne 

/t3^  X-      A^-+By-+C 

^'^^  ^-""AV+By+C' 

Quand  on  faitX=o,  l'équation  (12)  devient  Aa:+By^-C=o; 

c'est  la  première  droite.  Si  l'on  remplace  X  par  —,  et  qu'après 

avoir  multiplié  par  n,  on  fasse  n=o,  on  a  la  seconde  droite 
A'x+B'y+C'=o. 

Si,  dans  l'équation  (12),  on  remplace  X  par  la  valeur  (i3), 
on  obtient  l'équation 

Ax+By  +  C_A'x  +  Wy  +  G 
^'^^  Ax'+By'  +  C~AV  +  By4-C'' 

qui  représente  la  droite  passant  par  le  point  M  et  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  données.  Les  numérateurs  sont  les 
firemicrs  membres  des  équations  des  deux  droites  données,  les 
dénominateurs  les  valeurs  de  ces  polynômes,  quand  on  y  rem- 
place X  et  y  par  les  coordonnées  du  point  donné.  On  reconnaît 
immédiatement,  à  l'inspection  de  cette  équation,  que  la  droite 

6ÉOM.  ÂSlhLYt.  5 
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qu'elle  représente  passe  par  le  point  donné  et  par  le  point 
d'intersection  des  deux  droites  données. 

Lorsque  les  deux  droites  (lo)  et  (ii)  sont  parallèles,  Téqua- 
tion  (13)  représente  toutes  les  droites  parallèles  à  celles-là. 

Une  équation  du  premier  degré  en  x  et  y,  qui  contient  un 
paramètre  arbitraire  X,  représente  une  infinité  de  droites; 
lorsque  ce  paramètre  n'entre  qu'au  premier  degré  dans  Té- 
quation,  on  peut  mettre  l'équation  sous  la  forme  (la);  on  voit 
alors  que  toutes  les  droites  passent  par  un  même  points  le 
point  d'intersection  des  droites  (10)  et  (1 1). 

Remarque.  Étant  données  quatre  droites  concourantes 
d,d',rf,  et  rfj  on  dit  que  les  droites  rfi  et  d^  sont  conjuguées  har 
moniques  par  rapport  aux  droites  d  et  ûf,  lorsque  les  deux  points 
où  une  sécante  coupe  les  droites  d^  et  rf,  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  points  où  elle  coupe  d  et  d' 
(n®  57).  On  voit  alors  facilement  que  les  deux  droites  rf|  et  rft 
ayant  pour  équations  : 

(d,)    Ax  +  By  +  C  +  l{Afx  +  B'y  +  C)  =  o 

(rf,)    A;p  +  By  +  C  — X(A'a?  +  B'y  +  C')  =  o 

sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  données 
(10)  et  (11).  En  effet,  coupons  les  trois  droites  (10)  (11)  et  (12) 
par  une  sécante  ayant  pour  équation  y=mx-\-n  et  rencon» 
trant  ces  droites  en  des  points  M,  M'  et  Mt. 
Les  abscisses  x^x'  et  Xi  de  ces  trois  points  sont  : 

_      Bn+C  B'n  +  C        _      Bn+C+X(B'n+C/) 

"^~~A+Bm'  A'+B'm'  ^'"^     A+Bm+X(A'+B'm)' 

et,  d'après  les  formules  du  (n""  57),  on  a,  en  grandeur  et  en 

signe, 

MtM_3?— x.^        A^  +  B^m 
M,M'~x'  — X,  ■"        A  +Bm  ' 

On  aura  de  même,  en  appelant  M,  le  point  où  la  même 
sécante  coupe  la  droite  (/, 

M,M__    A^  +  B^m 
M.M'""    A+Bm* 
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comme  on  le  voit  immédiatement  en  changeant  X  en — X.  Donc 
enfin 

M,M  _      M,M 

M,M'~      M,M'' 

ce  qui  montre  que  les  points  MtMt  sont  conjugués  harmoni- 
ques par  rapport  aux  points  M,M'  (  û^»  57). 

70.  Problème  YI.  Reconnaiire  ^i  trois  droitei  passent  par  un 

même  point. 

Soient 

Ax-j-By  +  C  =0, 

A'x  +  B'y  +  C'=o, 
A''ar  +  BV  +  C'  =  o, 

les  équations  des  trois  droites  données.  On  cherchera  le  point 
d'intersection  des  deux  premières  droites,  et  Ton  substituera 
les  coordonnées  de  ce  point  dans  la  troisième  équation. 

Ia  condition  qui  exprime  que  les  droites  ont  un  point  com- 
mun s'obtient  en  égalant  a  zéro  lo  déterminant 

A,    B,    G 

D=      A',    B',    G' 
A*     B',    C 

Si  ce  déterminant  est  nul,  les  trois  droites  sont  concou- 
rantes ou  parallèles;  elles  sont  parallèles  lorsque  les  trois 
mineurs, 

AB'  —  B  A'  ,  A'B*'  —  B'A''  ,  A''B  -  B"A 

sont  nub  tous  trois,  concourantes  dans  le  cas  contraire. 

Autrement  :  l'équation  générale  des  droites  qui  passent  par 
le  point  d'intersection  des  deux  premières  est 

(A4-XA0ar  +  (B  +  XB')y-l-(G-|-XG0  =  o. 

Si  les  droites  ont  un  point  commun,  en  attribuant  au  para- 
mètre X  une  valeur  convenable ,  cette  équation  représentera 
la  troisième  droite  ;  on  doit  avoir  les  deux  relations 

A  +  XA_B  +  XB^_  G  +  Xg 
A''      ""      B*'      "      G^ 

L'élimination  de  X  donne  la  condition  déjà  obtenue. 
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71.  ExEMPLB.   Considérons  les  trois  médianes  d'un  triangle  OAB 

(iig.  49];  prenons  le  sommet  0  pour  ori- 
gine, les  deux  côtés  OA  et  OB  pour  axes  des 
coordonnées,  et  désignons  par  a  et  6  les 
deux  longueurs  OA  et  06.  La  médiane  AE, 

coupant  les  axes  à  des  distances  a  et  -  de 
rorigine,  a  pour  équation 


X       9V 

a      b 


i  A 

Fig.  4». 

et  même,  la  médiane  BF  a  pour  équation 

^x      y 

a  h 

ht  point  D,  milieu  de  AB,  a  pour  coordonnées  0F=- ,  0E=-;  la 
droite  OD,  qui  7a  de  Torigine  à  oe  point,  est  représentée  par  Téquation 


En  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  obtient  les  coordonnées 

9  =  > ,  y  =  -  ,  du  point  d'intersection  G  des  deux  premières  médianes 

AE  et  BF.  Ces  coordonnées  yériûant  la  troisième  équation,  on  en  con- 
clut que  la  troisième  médiane  passe  aussi  par  le  point  G« 

En  appliquant  la  second  méthode,  on.reconnalt  immédiatement  que 
les  trois  médianes  passent  par  un  même  point;  car,  si  l'on  retranche  les 
deux  premières  équations  membre  à  membre^  on  obtient  la  troisième. 

7S .  Problème  YII.  Reconnaîtresi  trots  points  sont  en  ligne  drottt» 

Soient  a/  et  y',  x"  et  y",  ar*  et  y"  les  coordonnées  des  trois 
points  donnés  M',  M',  M'^.  Si  les  points  sont  en  ligne  droite, 

les  couples  précédents  vérifient  une  équa* 
tion  de  la  forme  Aj?  +  By  -}"  G  =  o,  et  le 
déterminant 

D  = 


X'. 

y.  1 

oT, 

y.» 

à 

.y.» 

est  nul. 

^'B'»-  Autrement  Les  droite»   M'M',  M'M'^ 

ooTncident,  lears  coefficients  angulaires  sont  égaux, 


x»  — y      x"—af 


.,■>•■*■     - 
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Fig.  91. 


78.  ExuiPLB.  Si  Ton  prolonge  les  quatre  côtés  d'un  quadril&tére 

OACB  (fig.  5i),  ou  formo  ce 
qu'on  appelle  un  quadrilatère 
complet;  les  o6tcs  se  coupent 
deux  à  deux  en  sis  points  ou 
sommets;  en  joignant  les  som- 
mets opposés,  on  obtient  trois 
diagonales  AB,  A'B',  OC;  nous 
allons  démontrer  que  les  trois 
points  D,  E,  F,  qui  divisent  ces 
diagonales  en  deux  parties  éga- 
les, sont  en  lignes  droites. 

Prenons  les  côtés  OA  et  OB  pour  axes  des  coordonnées  ;  désignons 

par  a  et  a'  les  abscisses  des  points  A  et  A',  par  h  et  5'  les  ordonnées  des 

d 
points  B  et  B'.  Le  point  D,  mUieu  de  AB,  a  pour  coordonnées  x'  =r  -, 

h  /ï'  // 

y'  =  -,  Le  point  E,  milieu  do  A'B',  a  pour  coordonnées  35*=  — »  y^ss— • 

Pour  avoir  les  coordounôes  du  point  F,  milieu  do  OC,  cLcrclions  celles 
du  point  G,  intersection  d^  deux  droites  AB',  A'B,  qui  ont  pour 
équations 


a  ^6' 


X      y 

5^  +  -6  =  ^- 


En  résolvant  ces  deux  équations  simultanées,  on  obtient  les  coor- 
données du  point  C, 


ab  —  a'b' 


hb'  [a  —  a'] 
y-  ab^a!b'  ' 


Le  point  F  étant  lo  milieu  de  la  droite  OC,  ses  coordonnées  a;''',  /* 
sont  les  moitiés  de  celles  du  point  C;  on  a  donc 

,     aa'{b--b')  bb'(a-^a') 

""alaô-a'fr')  ^  ""  2(06  — a'6') 

Ayant  les  coordonnées  des  points  D,  E,  F,  on  reconnaît  aisément  que 
les  trois  points  sont  en  ligne  droite.  Les  droites  DE  et  DF  ont  pour 
eoefUcicnts  angulaires 

bb'  (a  —  g')  _  jL 
y'  —  t/      b'  —  b        ^'-^y        àb-^a'b'  b'  —  b 

ab  —  a'6' 

ces  deux  coefficients  angulaires  étant  égaux  entre  eux,  on  en  conclut 
que  les  trois  points  D,  E,  F'soiit  en  ligoe  droite. 
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74.  Problème  YIII.  T^^uver  F  angle  de  deux  droites* 
Soient  y=ax4-*i  y=a'5?+*',  les  équations  des  deux  droites 

données.  Par  Torigine,  et  du  côté  de 
Taxe  X'X  où  se  trouve  OY,  menons 
des  demi-droites  OA  et  OA'  paral- 
lèles aux  droites  données  (fig.  Sa)  ; 
appelons  «  et  a'  les  angles  que  font  ces 
*'  ®  *      directions  avec  OX,  V  l'angle  qu'elles 

*'>8'  ^^'  font  entre  elles,  et,  pour  préciser» 

supposons  a'>a.  On  a  évidemment  V=a' — «,  d'où 

t^     Y^tang«--tang« 
°         1  +  tang  a  tang  a' 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  on  sait  que 

tanga=a  ,  tanga'=a'; 

si  l'on  substitue  dans  la  formule  précédente,  il  vient 

(i6)  tangV=-^^. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a  (n*  6i)  : 

.  asinô  ^         ,         a'sinO 

tang«=— ; ,    tang  a' = — ; — -t 

°         i  +  acosO  ®         i-(-a  cosô 

et,  par  suite, 

/    \  ^       Tr  (a'— a)sin6 

(17)  ^f^'^^T+^rçît+iiî^i^' 

De  ces  formules,  on  déduit  la  relation  qui  existe  entre  les 
coefficients  angulaires  de  deux  droites  perpendiculaires  entre 
elles.  En  effet,  quand  l'angle  V  est  droit,  sa  tangente  deve* 
nant  infinie,  on  a,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(i8)  i-faa'=o, 

et,  si  les  axes  sont  obliques, 

(19)  i  +  fla'  +  (a  +  a')  cos  6  =:  o . 

7B.  Problème  IX.  D*un  point  donné  abaisser  une  perpendi* 
ctJaire  sur  une  droite  donnée,  et  trouver  la  longueur  de  cette  per» 
pendiculaire. 
Soient 


T 

"K 

1 

V 

% 

Nl^ 

Y 

^'^ 

^^^^^  1 

k^ 

0 

Il 

X 
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réquation  de  la  droite  donnée  ÂB,  x'  et  \f  les  coordonnées  du 

point  donné  M  (fig.  53).  Supposons  d'abord 
les  axes  rectangulaires.  Une  droite  quel- 
conque passant  par  le  point  M  a  une  équa- 
tion de  la  forme  (n**  64) 

y—x(  =  a\x  —  x\ 

Fig.  53.  Pour  que  cette  droite  soit  perpendicu- 
laire à  la  droite  AB,  il  faut  que  la  relation  i  -f  aa'=o  soit  vé- 
rifiée (n«  74)  ;  d'où  l'on  déduit  a'= En  remplaçant  o!  par  sa 

valeur,  on  obtient  l'équation  de  la  perpendiculaire  MP 

(ao)  y  — y'  =  — i(a:  — x'). 

On  trouvera  les  coordonnées  a?  et  y  du  pied  P  de  la  perpen- 
diculaire, ou  le  point  d'intersection  des  deux  droites  AB  et  MP, 
en  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (a)  et  (20)  ;  mais 
il  vaut  mieux  chercher  les  différences  x — ar'  et  y — y',  parce 
que  l'expression  de  la  distance  ne  contient  que  ces  différences 
(n«  55).  L'équation  (a)  peut  être  mise  sous  la  forme 

y— y'  =  a(x— x')  — (y'  — <wr'  — 6); 

si,  dans  cette  équation,  on  remplace  y — y'  pav  sa  valeur  dom- 
née  par  l'équation  (ao),  on  trouve 

,      a{jf  —  ax'  —  h) 

et,  par  suite,  en  vertu  de  l'équation  (ao), 

,  y'  —  ax'  —  b 

y-y= — TTT-' 

En  appliquant  la  formule  de  la  distance  de  deux  points  (n*  55), 
on  obtiendra  la  longueur  /  de  la  perpendiculaire  MP, 

•     .n Z;:r-r-, r.     »/(»'  — aa:'  —  *)'(i+ a') 

'= v(«  -  «0* + (y  -  î^)*  =V  - — (i-i-a')'        * 

d'où  (ai)    »-- ^y-«^'-* 

Vi+o* 


72  LIVRE  II,   CHAPITRE   I. 

On  choisira  le  signe  de  manière  à  avoir  pour  /  une  valeur 
positive.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  numérateur  est  positif  ou 
négatif,  suivant  que  le  pointM  est  placé,  par  rapport  à  la  droite 
AB,  du  côté  des  y  positives  ou  du  côté  des  y  négatives.  En  effet, 
soit  N  le  point  où  la  droite  ÀB  est  rencontrée  par  la  paral- 
lèle à  Taxe  des  y  menée  par  le  point  M  ;  le  point  N  étant  sur 
la  droite  AB,  Tordonnée  ^i  de  ce  point  est  égale  kax'-\-h^  de 
sorte.que  la  formule  (31)  devient 

La  différence  y' — y^  est  positive  dans  le  premier  cas,  néga- 
tive dans  le  second  cas. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  la  longueur  de  la  per* 
pendiculaire  sous  cette  dernière  forme,  en  remarquant  que  le 
triangle  rectangle  MNP  donne 

MP=MNsinMNP=±(y'— y4)cosa=±i^^Ià. 

Vi  +  a' 

76.  Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques;  les 
droites  AB  et  MP  seront  perpendiculaires  si  leurs  coefficients 
angulaires  a  et  a' vérifient  la  relation  i-f-afl'+(a+û')  cosO=:o, 

d'où  Ton  déduit  0'= —, r-  L'équation  de  la  perpendicu- 

a+cos6         ^  ^    ^ 

laire  MP  est  donc 

^    '  ^      ^  a  +  cosô  ^  ' 

En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (a)  et  (aa),  on 
obtiendra  les  coordonnées  a?  et  y  du  point  P.  Si,  comme  précé- 
demment, on  cherche  les  différences  x — x\  y — y',  on  trouve 

^  ^^,_(y'—ax'—b){a  +  cos(i) 

i  +  a*  +  aacosO 

^     ^  i4-a*4-aacosO 

substituant  ces  différences  dans  la  formule  de  la  distance  de 
deux  points  (n^  56) 

/=V/(â:-a/)*+(y-yr+a(a:-4(y-y')cosô, 
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on  a "* 

,_=h(y'— flar^— g)V/(a+C03  e)*+(i+a  cos  6)*— a(a+cos  Q)(  t  +g  cosQ)  cosO. 

i-j-aûcosô+a' 

En  développant  les  calculs,  on  remarque  que  la  quantité  placée 
sous  le  radical  contient  le  facteur  i — cos*6  ou  sin'ô,  et  est  égale  à 

(i  +  aa  cos 6  +  a*)  sin' 6  ; 
il  en  résulte 
t  ^K  f     _.    {y' — ûx' — i)sinô 

V  1  +  aa  cos  0  -}-  a* 

Le  numérateur  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  point  M  est 
placé,  par  rapport  à  la  droite  AB,  du  côté  des  y  positives,  ou 
du  côté  des  y  négatives.  On  prendra  le  signe  de  manière  à 
avoir  pour  /  une  quantité  positive. 

77.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  l'équation 
de  la  droite  donnée  mise  sous  la  forme  y  =  aa:+6.  Si  cette 
équation  avait  la  forïne  générale 

(i)  A;c-hBy  +  C  =  o, 

le  coefficient  angulaire  a  de  la  droite  donnée  étant  égal  à 

— ^>  on  aurait,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires, 

a' ^r-^-^:-^»  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  serait 
représentée  par  Téquation 

ou 

x  —  x'     y  — y' 


(^4) 


B 


La  formule  (ai),  dans  laquelle  on  remplace  a  et  6  par  leurs 
valeurs  —  p>  — ^>  devient 

y/A*  +  B« 

Cette  formule  exprime  la  distance  d'un  point  à  une  droite  en 
coordonnées  rectangulaires  :  le  numérateur  est  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  droite,  dans  lequel  on  remplace  9 


74  LIVRE   II,   CHAPITRE  I. 

et  y  par  les  coordonnées  du  point  ;  le  dénominateur  est  la  ra^ 
cine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  x  et  de  .v. 
Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a 

,     B  — Acose. 
A  — Bcosô 

l'équation  de  la  perpendiculaire  est 

X  —  x'     y  —  y' 

^^^  A  — Bcosô~B  — Acosô* 

et  la  formule  (a3)  devient 

V/A*  +  B*~2ABcos6 

Il  est  aisé  de  reconnaître  le  signe  du  numérateur,  suivant  la 
position  du  point  M  par  rapport  à  la  droite  AB.  Soit  N  (flg.  53)  le 
point  où  la  parallèle  MQ  à  Taxe  des  y  rencontre  la  droite  AB  ; 
imaginons  qu'un  point  mobile,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y, 
parcoure  cette  parallèle,  et  considérons  les  valeurs  du  polynôme 
A^+By+C  pour  les  diverses  positions  du  point  mobile; 
quand  le  point  mobile  est  en  N,  la  valeur  du  polynôme  est 
nulle.  Si  le  coefficient  B  est  positif,  quand  on  marche  dans  le 
sens  des  y  positives,  le  terme  By  augmente,  et  la  fonction  prend 
des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes  ;  quand  on  mar- 
che dans  le  sens  opposé,  elle  prend  des  valeurs  négatives. 
C'est  le  contraire  qui  a  lieu,  lorsque  B  est  négatif. 

78.  Problème  X.  Par  le  point  (Tintersecttan  de  deux  droites 
données,  mener  une  droite  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 
Soient 

Aa:+By +0=0, 

A'a:  +  B'y  +  C'=o, 

hrx  +  B''y-\-G'=o, 

les  équations  des  trois  droites  en  coordonnées  rectangulaires  ; 
toute  droite  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux 
premières  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(Ax  +  By  +  C)  +  X(A'a?  H- 6^  +  00=0; 
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pour  qu^elle  soit  perpendiculaire  à  la  troisième  droite,  on 

doit  avoir 

■      A-(A  +  XAO^ 

TB'(B-f-XB')"^^ 
d'où  Ton  déduit 

_AA"  +  BB\ 

A'A^-fB'B*' 

en  remplaçant  X  par  sa  valeur,  on  obtient  l'équation  de  la 
droite  cherchée 

{28)  (A'A^+B'B^)  (A^+By+C)  =  (A^A+B'B)  (A'ar+B'y+C). 

79.  Les  trois  droites  données  forment  un  triangle  dont 
les  sommets  sont  les  points  d'intersection  de  ces  droites  deux 
à  deux  ;  l'équation  (28)  représente  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'un  des  sommets  sur  le  côté  opposé.  En  permutant  les  ac- 
cents, on  aura  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées 
de  chacun  des  deux  autres  sommets  sur  le  côté  opposé,  savoir  : 

(A'^A+B'B)  (A'ar+B'y  +  C')=(AA'+BB')  {ATx+B'y+Cr), 
(AA'  +  BB')  (A'a:  +  BV+C")  =  (A'A''+B'B')  {Ax  +  By+G). 

En  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre  à  membre, 
on  obtient  la  troisième.  On  en  conclut  (n«  70)  que  les  trois 
hauteurs  d'un  triangle  passent  par  un  même  point. 

80.  PaoBLÂuB  XL  Trouoer  lé  lieu  des  peints  également  distants  de 
deux  points  donnés. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  soient  x'  et  j/^xf  et  y*  les 
coordonnées  des  deux  points  donnés.  Si  Ton  désigne  par  a;  et  y  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu,  Téquation  du  lieu  sera 

ou  plus  simplement 

(«9)       («'-ao(aî-^!^)+(y'-yO(î,-K^)  =  o. 

Ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  donnés. 

81.  Problème  XII.  Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de 
deux  droites  données. 

Nous  supposons  encore  les  axes  rectangulaires  ;  soient 

Ax  +By  +C  =  o, 
A'«  +  BV  +  C'=  o, 
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les  équations  de  deux  droites  données.  Si  Ton  désigne  par  s  et  y  les 
coordonnées  d'nn  point  quelconque  du  lieu,  Téquation  du  lieu  sera 

A  cause  du  double  signe,  cette  équation  représente  deux  droites,  qui 
sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  droites  données. 

ÉQUATION  DB  LA  LIGNE  DROITE  EN  COORDONNEES  POLAIRES. 

8S.  Soit  0  le  p61e  et  OX  Taxe  polaire.  On  peut  déterminer 
la  position  d'une  droite  AB  par  la  longueur  a  de  la  perpendi- 
culaire OD  abaissée  de  Torigine  sur  cette 
droite  (fig.  54),  et  par  l'angle  «  que  fait 
sp  cette  perpendiculaire  avec  Taxe  polaire, 

cet  angle  étant  compris  entre  o  et  a?r.  Ap- 

i^ pelons  p  et  «  les  coordonnées  d'un  point 

\  *     quelconque  M  de  la  droite;  en  projetant 
Fig.  54.  le  rayon  vecteur  OM  sur  la  perpendicu- 

laire OD,  on  a 

(3i)  pcos(w  —  a)  =  a;    ou    p  = 


cos  (w  —  a) 

Puisque  a  et  a  sont  des  constantes,  cette  équation  est  de  la 
forme 

(3a)  p=  ^ 


A  cos  w  -j-  B  sin  a? 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  droite  ;  car  si  l'on  revient  aux  coordonnées  rectilignes, 
en  prenant  l'axe  polaire  pour  axe  des  x,  et  une  perpendicu- 
laire menée  par  le  pôle  pour  axe  des  y,  à  l'aide  des  formules 
de  transformation  x=p  cos  (o,  y=p  sin  a>,  l'équation  nouvelle 
est  Aa:-|-By=C. 

Remarque.  Si  la  droite  passe  par  le  pôle,  son  équation  est 
de  la  forme 

c'est  là  un  cas  limite  qu'on  peut  déduire  de  l'équation  (3i)  en 
supposant  a  nul. 


I 
I 
I 
I 
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AUTRE  FORME  DE  L'ÉQUATTON  d'uNE  DROTE. 

83.  L*équation  {di\  développée  devient  : 

p  cos  <t>  cos  a  -|-  p  sin  0)  sin  a  =  a , 
on,  en  coordonnées  rectilignes  rectangulaires, 
(33)  X  cos  «-(-ysina  —  a=o. 

L'équation' de  la  droite  étant  mise  sous  cette  forme,  le  pre* 

mier  membre  a  une  signification  géomé- 
trique très-simple.  Considérons  un  point 
quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coor- 
données polaires  pet  (»,  et  pour  coordon- 
nées rectilignes  x  ety  ;  de  ce  point  abais- 
sons une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite 
AB  (fig.  55).  La  projection  du  rayon  yeo> 
teur  OM  sur  la  droite  OD  est  p  cos  (w — a)  ; 
mais  cette  projection  est  égale  à  OD,  augmentée  ou  diminuée 
de  la  perpendiculaire  PM,  suivant  que  le  point  M  et  Forigine 
O  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite  ou  du  même 
c6té  ;  si  donc  on  désigne  par  p  cette  perpendiculaire,  affectée 
du  signe  -|-  dans  le  premier  cas,  du  signe  —  dans  le  second 
cas,  on  aura,  d'une  manière  générale, 


F\g.  55. 


•d'où 


a  +  jo  =  p  cos  (w  —  «)  =  a?  cos  a  +  y  si  n  a , 
p=x  cos«-|-y  sina  —  a. 


Ainsi,  le  premier  membre  de  l'équation  (33)  représente  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  du  plan,  ayant  pour  coordonnées 
^  et  y,  à  la  droite  définie  par  cette  équation,  distance  affectée 
d'un  signe  convenable. 

Il  est  facile  d'en  déduire  les  coordonnées  x^  et  y,  du  pied  P 
4e  la  perpendiculaire;  les  différences  x — Xi,  y — y^  étant  les 
projections  de  la  droite  PM  sur  les  deux  axes,  on  a 

X  —  «,  =p  cos  a=  {x cos  a  -)-  y  sin  a  —  a)  cos  «, 
y  —  yi=p  sin  a  =  (a7C0sa-f-ysina  —  a)sin  «. 

La  forme  (33),  sous  laquelle  on  peut  toujours  mettre  l'équa- 


78  LIVRE  II,   CHAPITRE  I. 

tion  de  la  droite ,  est  utile  dans  un  grand  nombre  de  ques- 
tions. 

83.  bis.  Équation  d^une  droite  panant  par  deux  points. 
Soient 

(pt  y  «t)    »    (Pi  »  •«) 
les  coordonnées  des  deux  points;  l'équation  de  la  droite  joi- 
gnant ces  deux  points,  est 


p 

COS  (d 

8ina> 

1 

pi 

COS  (t)i 

sin  (Di 

1 

pi 

COS  M, 

sin  a>| 

=  o; 


en  effet,  cette  équation  représente  une  droite  et  est  évidem- 
ment  vérifiée  par  p = Pi  »  to  =  a>(etp  =  p,  ,  (i)=:to,. 
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CHAPITRE  II 


On  Cercle. 


84.  Cherchons  d*aborâ  l'équation  de  la  circonférence  en 

coordonnées  rectangulaires.  Dési- 
gnons par  a  et  6  les  coordonnées  du 
centre  C  (fig.  56)  et  par  r  le  rayon; 
la  circonférence,  étant  le  lieu  des 

points  dont  la  distance  au  centre  est 

égale  au  rayon,  a  pour  équation 

«K.W.  (i)    (a?  — a)«  +  (y  — *)*  =  r«; 

cette  équation  développée  se  met  sous  la  forme 

(a)  A{x^  -f-  y»)  +  aDa? + aEy  +  F  =  o. 

Ainsi,  réqtMtion  du  cercle,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 
une  éqvatUm  du  second  degré,  qui  ne  renferme  pas  le  rectangle  xy 
des  variables,  et  dans  laquelle  les  termes  en  x^  et  en  y*  ont  même 
coefficient. 

85.  Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme,  en 
coordonnées  rectangulaires,  représente  une  circonférence  de 
cercle,  quand  elle  représente  un  lieu.  En  effet,  on  peut  écrire 
réquation  (a)  de  la  manière  suivante,  après  avoir  divisé  par  A 

D  E 

Marquons  le  point  C,  qui  a  pour  coordonnées  —  -r-  ®'""T'  ^® 

premier  membre  représente  le  carré  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y,  au  point 
C;  si  le  second  membre  est  positif,  Téquation  sera  vérifiée  par 
les  coordonnées  de  tous  les  points  du  plan  dont  la  distance  au 

point  C  est  égale  à  i/     "^      —  _;  elle  représente  donc  une 


80  LIVRE  II,   CHAPITRE  II. 

circonférence  de  cercle.  Lorsque  le  second  membre  est  nul,  la 
distance  MG  devant  être  nulle,  le  point  M  coïncidera  avec  le 
point  C,  et  Téquation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées 
de  ce  point;  le  lieu  se  réduit  donc  à  un  point  unique.  Enfin, 
lorsque  le  second  membre  est  négatif,  Téquation  ne  peut 
être  vérifiée  par  les  coordonnées  d*aucun  point  du  plan  ;  car 
le  carré  de  la  distance  du  point  M  au  point  G  est  une  quan- 
tité positive;  Téquation  ne  représente  donc,  dans  ce  cas,  au- 
cun lieu  géométrique. 

T  80.    Supposons  maintenait  les 

5/ axes  des  coordonnées  obliques,  et  fai- 

/  ^C        \    sant  entre  eux  Tangle  6  (fig.  67); 

]    en  exprimant  que  la  distance  d*un 
J    point  quelconque  du  lieu  au  centre 

p       D r  est  égale  au  rayon,  on  aura  l'équa- 

Fig.  57.  tion  de  la  circonférence 

(3)        (x  — a)*  +  (y  — *)•  + a  (ar  —  o)  (y  —  *)  cos6  =  r«. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(/,)        A(a?"  +  y'  +  ^^y  <^os  6)  4-  aDjp  4"  *Ey  -f-  F  =  o. 

Ainsi,  f équation  du  cercle^  en  coordonnées  obliques ^  est  une 
équalion  du  second  degré^  dans  laquelle  les  tettnes  en  i^  y  en  y*  et 
en  2xy  cos  0  ont  les  mêmes  coefficients. 

En  divisant  par  A,  on  ramène,  comme  dans  (3),  les  coeffi- 
cients de  x^,y*9  ^xy  cos  6  à  ôtre  égaux  à  l'unité. 

87.  Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  re- 
présente une  circonférence  de  cercle,  quand  elle  représente 
un  lieu.  En  effet,  on  peut  déterminer  les  trois  constantes  a, 
6,  r*,  de  manière  à  identifier  les  équations  (3)  et  (4)*  L'équa- 
lion  (3),  développée,  devient 

x'  +  y*  +  ^^  cos  ô  —  2  (a  +  *  cos  0)  a;  —  a  (ft  -f-  a  cos  0)  y 
-j-  fl'  +  **  +  ^^*  C08  6  —  r'  =  o . 
On  identifiera  cette  équation  à  Téquation  (4)  en  posant 

D  E 

a4-*cos6  =  —        ,     ft-|-«cosO  =  — --, 

A.  Al.  ^ 

F 

a*  +  *■  -f-  2ab  cos  6  —  r*  =  -  • 
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Les  deux  premières  relations  donnent  pour  aetb  des  valeurs 
finies,  puisque  le  déterminant  i  —  cos'd  ou  sin'O  est  différent 
de  zéro.  La  troisième  donne 

F 
r*  =  a'  +  6*  +  aoô  cos  ô  —  —  • 

A 

Marquons  le  point  G,  qui  a  pour  coordonnées  a  et  b.  Le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (3)  représente  le  carré  de  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coordon- 
nées X  et  y,  au  point  C.  Si  l'on  trouve  pour  r"  une  quantité 
positive,  réquation  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  du  plan  distants  du  point  C  de  la  longueur  r  ;  elle 
représente  donc  une  circonférence  de  cercle.  Si  Ton  trouve 
pour  r*  une  quantité  nulle,  la  distance  MO  devant  être  nulle, 
réquation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du  point 
C;  elle  représente  un  seul  point.  Enfin,  si  l'on  trouve  pour  r* 
une  quantité  négative,  l'équation  n'est  vérifiée  par  les  coor- 
données d'aucun  point  du  plan. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  C  du  cercle  par  ses  coor- 
données a  et  b,  il  est  plus  commode  de  le  déterminer  par 
les  projections  orthogonales  de  la  droite  OC  sur  les  deux 
axes.  Appelons  a'  et  b'  ces  deux  projections  OD  et  OE  (fig.  57), 
affectées  de  signes  convenables,  et  exprimons  que  la  projec- 
tion de  la  droite  OC  sur  l'un  ou  l'autre  axe  est  égale  à  celle  de 
la  ligne  brisée  OPC  ou  OQC  ;  nous  aurons 

a'  =  a-f-6cos6    ,    i'  =  i-}-ûcos6; 
il  en  résulte  a'=— ~,  i'=  —  -■•  Après  avoir  porté  sur  les 

A  A. 

axes  à  partir  de  l'origine  les  longueurs  a'  et  i',  on  mènera 
par  les  points  D  et  E  des  perpendiculaires  aux  axes  ;  l'inter- 
section des  deux  perpendiculaires  déterminera  le  centre  C. 
88.  L'équation  d'une  circonférence  de  cercle,  comme  nous 
l'avons  dit,  est 

(5)      (a?— a)"-f-(y  — 6)«  +  a(x  — a)(y  — *)cos6  — r«  =  o. 
Le  premier  membre  a  une  signification  géométrique  qu'il 

GtOU.   ANALTT*  I 


Fig.  58. 
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est  bon  de  remarquer.  Considérons  un  point  M  du  plan  ayant 
pour  coordonnées  xety\  l'expression 

(x  — a)»  +  (y  —  *)"  +  a  {x  —  a){y  —  b)  cost) 

représente  le  carré  de  la  droite  MC  qui  j  oint  le  point  M  au  centre 

(fig.  58)  ;  le  premier  membre  do  Téquation 

est  donc  égal  à  MC  — r",  c'est-à-dire  au 
produit  des  deux  facteurs  MC-j-^'^tMC— r, 
qui  sont  les  deux  segments  MA  et  MB  du 
diamètre  mené  par  le  point  M,  segments 
affectés  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant 
qu'ils  sont  portés  dans  le  même  sens,  ou  dans  des  sens  oppo- 
sés. Ainsi,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  représente  le 
produit  des  deux  segments  d'une  sécante  quelconquo  menée 
par  le  point  il,  c'est-à-dire  la  puissance  de  ce  point  par  rap- 
port au  cercle.  Quand  le  point  M  est  extérieur  au  cercle,  ce 
produit  est  égal  au  carré  de  la  tangente. 

89.  PROBLÈME  I.  Trouver  F  équation  de  la  tangente  à  une  courbe 
çuekonque. 

Nous  avons  déjà  donné  la  défi- 
nition de  la  tangente  en  un  point  M 
d'une  courbe  (n*  19).  Par  le  point 
M  et  un  point  voisin  M' pris  sur  la 
courbe,  menons  une  sécante  MM', 
puis  supposons  que  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point 
M  ;  la  sécante  MM'  tournera  autour 
du  point  M  et  si  elle  tend  vers  une  direction  limite  MT,  cette 
droite  MT  est  dite  tangente  à  la  courba  au  point  M  (fig.  5g). 

Soient  xety  les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  âr-fi 
ety-^-k  celles  du  point  voisin  M'  ;  le  coefficient  angulaire  de  la 

sécante  MM'  est  le  rapport  t  de  la  différence  des  ordonnées  des 

deux  points  M  et  M' à  la  différence  de  leurs  abscisses.  Quand  le 
point  M' se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  les  deux  a«s- 

eroissements  h  et  k  tendent  simultanément. vers  zéro;  noof 


Fig.  M. 
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n'étudierons  que  les  courbes  définies  par  des  équations  telles 
que  le  rapport  -r  tende  vers  une  limité,  qui  est  la  dérivée  de 

Tordonnée  considérée  comme  fonction  de  l'abscisse. 

Si  réquation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à  y  et  mise 
90US  la  forme  y=^f{x)^  la  tangente  aura  pour  coefficient  an- 
gulaire y'=/*  (ar).  Lorsque  Téquation  de  la  courbe  f  (x,  y)  =  o 
n'est  pas  résolue,  on  obtient  la  dérivée  y'  de  la  fonction  impli- 
cite y  à  l'aide  de  l'équation  f^  +  \/fy = o,  dans  laquelle  /^  et 

^  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  /  {x,  y)  par 
rapport  à  or  et  par  rapport  à  y.  On  en  déduit 

(6)  y'=-7' 

Ainsi,  si  Ton  désigne  par  X  et  Y  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  tangente,  l'équation  de  cette  droite  est 

(7)  Y-y  =  -^(X-ar),  ou  (X-a:)/;  +  (Y-y)/;  =  o. 

'y 

00.  Problème  II.  Tr&uoert équation  de  la  tangente  au  cercle. 

Appliquons  la  formule  précédente  au  cercle,  en  suppo- 
sant les  axes  rectangulaires  et  l'origine  placée  au  centre  du 
cercle.  Le  cercle  a  pour  équation 

(8)  «*  +  y*  —  r»  =  0. 

Résolue  par  rapport  à  y,  l'équation  devient  y =±v/r*— a?"  ;  en 
prenant  la  dérivée  de  cette  fonction,  on  a 

±:\/r*—3*  y 

En  conservant  l'éqtiation  non  résolue  et  appliquant  la  for- 
mule (6),  on  obtient  la  même  valeur  ]/=—-.  Ainsi  l'équa- 
tion de  la  tangente  est 

Y-y=— ^(X— »),    ou    xX+yY=«»4-y'. 
Puisque  le  point  M  est  sur  le  cercle,  ses  coordonnées  vérifient 
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Téquation  du  cercle,  et  Ton  a  a:»+y»=r'.  L'équation  de  la 
tangente  se  simplifie  et  devient 

(9)  xX  +  yY  =  rK 

Le  coefficient  angulaire  du  rayon  qui  va  du  centre  au  point 

de  contact  étant  -'  on  voit  que  la  tangente  est  perpendicu- 
laire à  ce  rayon. 

91.  Problème  IIL  Mener  une  tangente  au  cercle  par  un  point 
extérieur  P. 

Supposons  toujours  le  cercle  rapporté  à  des  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  centre,  et  représenté  par  l'équation 

(8)  a;«+y«=r«; 

désignons  par  a?|  ety  i  les  coordonnées  du  point  donné  P  (fig.  6o). 

Soit  MP  une  tangente  menée  par  ce 
point;  la  question  revient  à  déterminer 
le  point  de  contact  M,  dont  nous  appel- 
lerons X  et  y  les  coordonnées  incon- 

nues.  Le  point  M  étant  sur  le  cercle, 

ses  coordonnées  vérifient  l'équation  (8). 
La  tangente  au  point  M  a  pour  équation 
a?X+yY=r*.  Cette  tangente  passant 
par  le  point  P,  son  équation  doit  être  vérifiée  par  les  coor- 
données de  ce  point,  ce  qui  donne  la  relation 

En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (8)  et  (lo),  on 
obtiendra  les  valeurs  des  inconnues  x  et  y. 

La  résolution  des  deux  équations  (s)  et  (lo)  revient  à  la  re- 
cherche des  points  d'intersection  de  deux  lignes.  La  première 
équation  représente  le  cercle  proposé;  la  seconde  une  ligne 
droite.  Chercher  les  valeurs  de  â:  et  de  y  qui  vérifient  à  la  fois 
ces  deux  équations,  c'est  chercher  les  points  d'intersection  de 
la  droite  et  du  cercle.  Cette  droite  coupe  le  cercle  en  deux 
points  M  et  M";  c'est  la  droite  des  contacts.  On  remarque  que 
l'équation  (lo)  de  la  droite  des  contacts  a  même  forme  gue 
réquation  (9)  de  la  tangente;  seulement,  les  coordonnées 
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du  point  de  contact  sont  remplacées  par  celles  du  point  P. 

93.  On  sait  que,  lorsqu'on  a  deux  équations  simultanées 

A=o,    B=o, 

à  deux  inconnues  x  et  y,  si  Ton  remplace  Tune  d'elles  par  l'é- 
quation fnA'\'nB=o,  que  Ton  obtient  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  deux  équations  proposées,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  des  nombres  arbitraires  m  et  n,  on  forme  un  nou- 
veau système  d'équations 

A=o,    mA  +  nB  =  o, 

équivalent  au  système  proposé.  Cela  signifie  géométriquement 
que  les  points  d'intersection  des  deux  lignes  représentées  par 
les  deux  équations  proposées  sont  les  mêmes  que  les  points 
d'intersection  de  l'une  d'elles  par  la  troisième  ligne. 

Nous  avons  dit  que  les  points  de  contact  M  et  M' sont  donnés 
par  l'intersection  du  cercle  proposé  et  de  la  droite  des  contacts. 
En  retranchant  les  deux  équations  (s)  et  (lo)  membre  à  mem- 
bre, on  obtient  la  nouvelle  équation 

^*+y'— ^1*— yiy=o, 

qui  peut  remplacer  l'équation  (lo);  cette  nouvelle  équation 
représente  un  cercle;  le  centre,  dont  les  coordonnées  sont  ~ 

et  -  »  est  le  milieu  de  la  droite  OP  ;  l'équation  ne  contenant 

pas  de  terme  constant,  le  cercle  passe  par  l'origine  ;  on  a  ainsi 
le  cercle  décrit  sur  la  droite  OP  comme  diamètre  ;  les  points 
où  ce  cercle  coupe  le  cercle  proposé  sont  les  points  de  contact. 
On  retrouve  de  cette  manière  la  construction  delà  géométrie 
élémentaire. 

93.  Problème  IV.  Mener  une  tangente  parallèle  â  une  droite 
donnée. 

Au  cercle 
(8)  r«4-y«  =  H 
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on  veut  mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  OA,  que  l'on 
peut  supposer  passer  par  Torigine  et  représentée  par  Téqua- 
tion  y  =  mx  (fig.  64).  Si  l'on  désigne  para?  et  y  les  coordonnées 

du  point  de  contact  M,  on  sait  que  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 

égal  à ;  pour  que  la  tangente  MT 

soit  parallèle  à  la  droite  donnée,  il  faut 
que  son  coefficient  angulaire  soit  égal 

à  m:  on  aura  donc  la  relation =m, 

y 

ou 

1 

^  m 


Fig.  ei. 


(»») 


D'ailleurs  les  coordonnées  du  point  M  vérifient  l'équation  du 
cercle.  Ces  coordonnées  seront  donc  déterminées  par  les  deux 
équations  simultanées  (9)  et  (1 1),  et,  par  conséquent,  les  points 
de  contact  M  et  M' seront  donnés  par  l'intersection  du  cercle 
et  de  la  droite  que  représente  l'équation  (1 1)  ;  cette  droite  MM' 
est  un  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  OA. 

94.  On  peut  traiter  la  question  d'une  autre  manière,  et 
ceci  nous  fournira  l'occasion  de  présenter  l'équation  de  la  tan- 
gente au  cercle  sous  une  forme  nouvelle.  Proposons-nous  d'a- 
bord de  chercherles  points  d'intersection  d'un  cercle  x*  -J-y  • =r  » 
et  d'une  droite  quelconque  y=fnx-{'k.  En  éliminant  y,  on 
obtient  l'équation  du  second  degré  ar*  +  (ma?-}-A;)*=r*,  ou 

Quand  cette  équation  a  ses  racines  réelles,  la  droite  coupe  le 
cercle  en  deux  points,  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de 
réquation.  Si  les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  les  deux 
points  d'intersection  se  confondent,  et  la  droite  devient  tan- 
gente au  cercle.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires,  la 
droite  ne  rencontre  pas  le  cercle. 

Ainsi,  la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  au  cer- 
cle est 

w«*«  — (m»  +  i)(*"— r*)  =  o,    ou    k^  =  r^{m*  +  i). 
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L'équation  de  la  droite,  dans  laquelle  on  remplace  k  par  sa 

valeur,  devient 

{12)  i/=:iTnxdzr^m*  +  »• 

Cette  équation,  qui  renfenne  un  paramètre  arbitraire  m,  re- 
présente toutes  les  tangentes  au  cercle. 

Si  Ton  donne  la  direction  de  la  tangente,  le  coefficient  an- 
gulaire m  étant  connu,  on  a  immédiatement  les  équations  des 
deux  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée. 

96.  Problème  V.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
points  fixes  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 

Soient  A  et  B  les  deux  points  donnés  (iig.  6a)  ;  prenons  pour  axe  des  m 

la  droite  AB  et  ponr  axe  des  y  la  perpen* 
diculaire  éleyée  sur  le  milieu  de  AB. 

Si  l'on  appelle  aa  la  distance  AB,  —  le 

rapport  donné,  et  si  Ton  désigne  par  m 
et  y  les  coordonnées  d'an  point  quelcon- 
que du  lieu,  l'équation  de  ce  lieu  sera 

y* + (g +  «)*_>»* 

on 

(i5  ae*  +  y"  —  a  ojc  — = r  +  a« = o. 

C'est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l'axe  des  x\  les  deux  extré- 
mités du  diamètre  DE  sont  les  points  qui  divisent  la  droite  AB  dans 
le  rapport  de  m  à  n. 

06.  P&OBLÈME  VI.  Trouver  les  points  d'intersection  de  deux 
cercles. 

Soient 
(14)  a?«  +  y» -f  aDa?  +  aEy  +F  =0, 

(i5)  x^  +  y*  +  aD'a?  +  aE'y  +  F  =  o, 

les  équations  des  deux  cercles,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, les  coefficients  de  x*  4-  V^  étant  égaux  à  l'unité.  Les 
points  d'intersection  seront  donnés  par  ces  deux  équations 
simultanées.  On  peut  remplacer  le  second  cercle  par  la  droite 
(16)  2(D  — iy)a?+a(E  — EOy  +  (F-F)  =  o 

que  l'on  obtient  en  retranchant  ces  équations  membre  à 


88  LIVRE  II,  CnAPITRE  lit. 

membre,  et  la  question  est  ramenée  à  la  recherche  des  points 
d'intersection  du  premier  cercle  par  cette  droite.  Si  la  droite 
coupe  le  cercle,  les  deux  cercles  ont  deux  points  d'intersec- 
tion, et  rëquation  (16)  représente  la  sécante  commune.  Si  la 
droite  devient  tangente  au  cercle,  les  deux  points  d'intersec- 
tion se  confondent,  et  les  deux  cercles  sont  tangents;  l'équa- 
tion (16)  représente  dans  ce  cas  la  tangente  commune.  Enfin, 
lorsque  la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle,  les  deux  cercles 
n*ont  pas  de  point  commun. 

Cependant  l'équation  (16)  a,  dans  tous  les  cas,  une  signifi- 
cation géométrique  remarquable.  Les  premiers  membres  des 
équations  (14)  et  (i5)  représentent  (n<»  88)  les  puissances  d'un 
point  quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y, 
par  rapport  à  l'un  et  l'autre  cercle  ;  or,  on  obtient  l'équation 
(16)  en  égalant  ces  deux  expressions,  ce  qui  fait  disparaître 
les  termes  du  second  degré  ;  l'équation  (iG)  représente  donc 
le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  chacun  des 
cercles  ;  ce  lieu  est  une  droite  que  l'on  appelle  axe  radical  des 
deux  cercles.  La  partie  de  cette  droite  extérieure  aux  cercles 
est  le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  aux  deux 
cercles  sont  égales  entre  elles.  Il  est  clair  que  les  axes  radi- 
caux de  trois  cercles  combinés  deux  à  deux  passent  par 
un  même  point;  on  appelle  ce  point  centre  radical  des  trois 
cercles.  Quand  il  est  extérieur  aux  trois  cercles,  les  tan- 
gentes issues  de  ce  point  ont  mêmes  longueurs.  Le  cercle 
décrit  du  centre  radical  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 
la  longueur  commune  des  tangentes  est  orthogonal  aux 
trois  cercles  considérés. 

Remarque.  Si  les  coefficients  de  x^  +  y*  n'étaient  pas 
égaux  à  l'unité  et  si  les  équations  des  deux  cercles  étaient 
de  la  forme 

(p(.r,y)  =  AX-T»  -f  tf)  +  ^T>'x  +  aE'y  +  F  =  o, 

on  obtiendrait  l'équation  de  l'axe  radical  en  éliminant  entre 
ces  deux  équations  les  termes  du  second  degré,  c'est-à-dire 
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en  mnltipliant  la  première  par  —  A',  la  seconde  par  A  et 
ajoutant  ;  on  a  ainsi  Téquation 

{i  8)     A^-A7=2(AD'-DA')aî+2(AE'— EAOy+AF-PA'=o. 

Cette  équation  représente  bien  Taxe  radical,  car  la 
puissance  du  point  (pû,y),  par  rapport  au  premier  cercle, 

est  L!^^ ,  par  rapport  au  deuxième  ^~t^  ;  en  égalant  ces 

A  A. 

deux  puissances  et  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient 
réquation  (i8). 

07.  Problème  VII.  Trouver  Véquation  générale  des  cercles 
passant  par  les  points  d'intersection  de  deux  cercles  donnés. 

L'ensemble  de  ces  cercles  se  nomme  un  faisceau  de  cercles. 
Pour  trouver  leur  équation,  on  peut  suivre  une  méthode  iden- 
tique à  celle  qui  a  été  employée  pour  le  problème  analogue 
relatif  aux  lignes  droites  (n»  69).  Soient  deux  cercles  repré- 
sentés par  les  équations  (17),  Téquation 

(19)  /(^»y)  +  ^?(^.y)  =  o 

c'est-à-dire 

(A+XA.0G'C«-f-y«)-}-a(D-|-XD>-f-2(E;+XE')y-fF+XF=o 

où  X  désigne  une  constante  quelconque,  représente  un  cercle 
passant  par  les  points  d'intersection  des  deux  cercles 
donnés,  car  les  coordonnées  de  chacun  des  points  d'inter- 
section, annulant  f  et  <p,  annulent  évidemment  /'-{'^?- 
L'équation  (19)  est  de  plus  l'équation  la  plus  générale 
des  cercles  demandés,  c'est-à-dire  que,  pour  une  détermi- 
nation convenable  de  X,  elle  représente  un  cercle  quel- 
conque  S  passant  par  les  points  communs  aux  proposés. 
En  effet,  sur  le  cercle  S  choisissons  un  point  (or^,  j^i),  et 
déterminons  X  par  l'équation  du  premier  degré 

qui  exprime  que  le  cercle  (19)  passe  par  le  point  (a;j,y,).  Le 
coefficient  X  étant  ainsi  déterminé,  le  cercle  (19)  et  le  cercle 
<ïonsidéré  S  coïncident,  car  ils  ont  trois  points  communs  à 
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distance  finie»  à  savoir  les  deux  points  d'intersection  des 
cercles  donnés  et  le  point  (Xi^rfi). 

Tous  les  cercles  du  faisceau  (19)  associés  deux  à  deux 
ont  le  même  axe  radical  qui  n*est  autre  que  Taxe  radical  des 
cercles  donnés  (18).  Cet  axe  radical  se  trouve  d'ailleurs 
lui-même  parmi  les  cercles  du  faisceau,  comme  on  le  voit  en 

donnant  à  X  la  valeur  particulière  —  --7  qui  fait  disparaître 

les  termes  du  second  degré. 

PoiNTS  LIMITES.  Pronons,  pour  simplifier,  la  ligne  des 
centres  des  deux  cercles  donnés  (17)  pour  axe  des  x  et  leur 
axe  radical  pour  axe  des  y;  les  équations  des  deux  cercles 
seront  de  la  forme 

(ao)  a;«  -f-  y»  _  ^ax  +  c  =  o 

a  et  a'  désignant  les  abscisses  des  centres  des  deux  cercles 
et  c  la  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  chacun  des  deux 
cercles,  puissance  qui  est  la  môme  pour  les  deux  cercles,  car 
Torigine  appartient  par  hypothèse  à  Taxe  radical.  L'équation 
générale  des  cercles  passant  par  les  points  communs  aux 
deux  proposés  est 

(i+X)(ar«+y«)-2(a  +  Xa')a?  +  (i+X)c  =  o 

ou  plus  simplement  en  divisant  par  i  -j-^  et  appelant  p.  le 

rapport  -^ 

(ai)  ^'  +  y*  —  2|jLa?-j-^  =  o 

|jL  désignant  un  coefficient  arbitraire.  Cette  dernière  équation 
aurait  pu  être  écrite  a  priori^  car  c'est  l'équation  générale 
des  cercles  qui,  associés  avec  l'un  des  cercles  donnés,  ont 
pour  axe  radical  Oy.  Parmi  ces  cercles  (ai),  il  s'en  trouve 
deux  qui  sont  réduits  chacun  à  un  point  réel  ou  imaginaire, 
c'est-à-dire  qui  ont  un  rayon  nul  :  ces  deus  cercles  sont  les 
points  Imites.  On  peut  en  effet  écrire  Téquation  (ai) 

(a?— (x)«  +  y«=:|ji«  — c. 
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Donc  pour  |i  =  ±  y  c,  ce  cercle  se  réduit  au  point  a:  =  fi., 
y  =  o.  Si  c  est  positif,  c'est-à-dire  si  l'origine  est  extérieure 
aux  deux  cercles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les  deux 
cercles  se  coupent  en  des  points  imaginaires,  les  valeurs 
de  fi  sont  réelles  et  les  deux  points  limites  sont  réels.  Dans 

ce  cas,  yc  désigne  la  longueur  commune  des  tangentes 
menées  du  point  0  aux  cercles  donnés;  les  points  limites 
sont  donc  à  l'intersection  de  la  ligne  des  centres,  Ox,  et  du 
cercle  décrit  du  pied  0  de  Taxe  radical  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  la  longueur  de  la  tangente  menée  de  0  à  l'un 
quelconque  des  cercles  donnés.  Si,  au  contraire,  les  deux 
cercles  donnés  (io)  se  coupent  en  des  points  réels,  0  est  à 
l'intérieur  des  deux  cercles,  c  est  négatif,  les  points  limites 
sont  imaginaires.  Si  les  deux  cercles  proposés  sont  tangents, 
O  est  leur  point  de  contact,  c  =  o,  (a  =  o,  et  les  deux  points 
limites  coïncident  avec  0. 

97  bis.  Problème  VIII.  Exprimer  que  deux  cercles  se  coupent 
orthogonalement. 

Lorsque  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit,  les  rayons 
aboutissant  à  l'un  des  points  d'intersection  M  sont  rectan- 
gulaires, car  ils  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  qui 
sont  rectangulaires  par  hypothèse.  Le  triangle  ayant  pour 
sommets  le  point  M  et  les  deux  centres  est  donc  rectangle 
en  M,  et  le  carré  de  la  distance  des  centres  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  rayons.  Soient  alors  les  deux  cercles 
représentés  parles  équations  (  1 7),  d'après  les  expressions  don- 
nées dans  le  n<»  85  pour  les  coordonnées  du  centre  d'un  cercle 
et  le  carré  de  son  rayon,  on  aura  pour  la  condition  d'ortho- 
goualité  des  deux  cercles  en  coordonnées  rectangulaires 

m'     Dy      /E'     Ey_D«  +  E»      F     D^^  +  E»      F 

\Kf     a)  "^U'     a/  ""     A»        a"^     a'*         a' 

ou  en  réduisant  et  chassant  les  dénominateurs 
(22)  AP  +  FA'  -  2  (DD'  +  EE')  =  o. 

Nous  arriverons  au  même  résultat  sans  le  secours  de  la 
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géométrie.  Soit  {x,  y)  un  point  commun  aux  deux  cercles  (i8): 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  cercles  en 

ce  point  étant  respectivement  (n^  89)  —  ^  et  —  -^ ,  la  con- 

iv  9v 

dition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  cercles 
soient  orthogonaux  au  point  (x,  y)  est 

c*e8t-à-dire  développant  les  calculs 

(23)  AA'(a;»+y«)+(AD'+DA>+(Aa'+EA.Oy+DD'+EE'=o. 

Si  Ton  regarde  x  eiy  comme  des  coordonnées  courantes, 
cette  dernière  équation  représente  un  cercle,  et,  comme  elle 
doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  des  points  d'inter- 
section des  deux  cercles  donnés  (17),  elle  doit  représenter 
un  cercle  passant  par  les  points  d'intersection  de  ces  deux 
cercles.  On  peut  encore  dire  que  les  trois  cercles  (17)  et  (23) 
associés  deux  à  deux  doivent  avoir  même  axe  radical.  L'axe 
radical  du  cercle  (23)  associé  au  premier  cercle  (17),/=  o,  a 
pour  équation 

(AD'  — DAOa;  +  (AE'-E.V)y  +  DD'+EE'-FA'  =  o; 

de  même  Taxe  radical  du  cercle  (23)  associé  au  deuxième 
cercle  (17),  0  =  0,  est 

(AD'  — DA')aî  +  (AE'-EAOy-DD'  — EE'  +  AF  =  o. 

Écrivant  que  ces  droites  coïncident,  on  retrouve  la  condition 
(22). 

Comme  vérification  de  cette  condition  (22),  supposons 
A'  =  o;  le  second  cercle  se  réduit  alors  à  une  droite,  et  la 
condition  d'orthogonalité  doit  exprimer  que  cette  droite 
passe  par  le  centre  du  premier  cercle.  C'est  bien  ce  qu'on 
vérifie. 

Remarque.  La  condition  d'orthogonalité  (22)  est  linéaire 
et  homogène  par  rapport  aux  coefficients  de  chacun  des 
cercles.  Réciproquement,  si  entre  les  coefficients  A,  D,  E,  F 
de  l'équation  d'un  cercle 

A  (or'  +  y  *)  +  a  Dx  +  2  E»  +  F  =  o 
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on  établit  une  relation  linéaire  et  homogène  quelconque 

Lâ  +  MD-|-NE  +  PF  =  o, 

cette  relation  comparée  à  la  condition  (aa)  exprime  que  le 
cercle  considéré  est  orthogonal  au  cercle  fixe 

P(a?*  +  îf«)  — Ma?  — Ny  +  L  =  o. 

Appugations.  Trouver  l'équatioa  du  cercle  coupant  orthogonale- 
ment  trois  cercles  donnés 

f{x,y)  s  A(aî»  +  y*)  +  2Da?  +  2E!/  -f  F  =  G 
9(a?,y)s  A'(a?«  +  y*)  +  2D'jî  +  2E'y  +  F'  =  o 
^(x,y)  s  PiTix^  H-  y»)  +  2  h'x  +  2  E^y  +  F"  =  o. 
Soit 

(2*)  fl(x»  H-  y^)  +  2(to  +  2^  +  /•=  G 

le  cercle  cherché  ;  on  doit  avoir  d'après  la  condition  (22)  appliquée 
au  cercle  (24)  associé  à  chacun  des  trois  autres  et  ordonnée  par 
rapport  &  a,  d,  e,  f 

(25)  aF  — 2dD  —  2tfE  +  ^A  =  o 

ar  —  2iD'  —  2tfE'  +  /^A'  =  o 
aF"  —  îdD"  —  2  ^E"  +  /"A"  =  o 

Si  les  trois  cercles  proposés  pris  deux  à  deux  n'ont  pas  le  môme 
axe  radical,  ces  équations  donnent  pour  les  rapports  des  coefficients 
a,  d,  e,  f  k  l'un  d'entre  eux,  un  seul  système  de  valeurs  ;  il  y  a  donc 
alors  un  seul  cercle  coupant  les  proposés  &  angle  droit  :  on  l'appelle  le 
cercle  orthotomique.  On  obtient  son  équation  en  éliminant  a,  2<2,  2«,  / 
entre  les  équations  (24)  et  (25),  ce  qui  donne  sous  forme  de  déterminant 

ic*  +  y'  —a?  —y  1 

F  D  E  A 

F'  D'  E'  A' 

F"  D"  E"  A'' 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  l'un  ou  l'autre  des  coefficients 
A,  A',  A'  soit  nul;  le  cercle  correspondant  est  alors  remplacé  par 
une  droite. 

RÉSEAU  DB  csacLES.  Solcnt  f{x,y),  ^{x^y),  ^{x,y),  les  premiers 
membres  des  équations  des  trois  cercles  précédents  qui,  associés  deux 
à  deux,  n'ont  pas  le  même  axe  radical  ;  l'équation 

26)  \f{x,y)  +  M^,y)  +  ^[x,y)  =  o 

où  X,  (t,  V  sont  des  coefficients  arbitraires,  représente  une  infinité  de 
cercles  formant  ce  que  Ton  appelle  un  réseau.  Tous  les  cercles  du 


=  G 
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réseau  sont  orthogonaux  à  un  môme  cercle  fixe,  à  savoir  au  cercle 
orthotomique  que  nous  venons  de  déterminer.  En  effet,  en  ajoutant 
membre  à  membre,  les  équations  (25),  après  avoir  multiplié  la 
première  par  X,  la  deuxième  par  (i,  la  troisième  par  v,  on  obtient  une 
relation  qui  exprime  précisément  que  Je  cercle  (26)  est  orthogonal 
au  cercle  orthotomique  (24). 

Réciproquement  l*ensemble  des  cercles  orthogonaux  à  un  cercle 
fixe  forme  un  réseau.  En  effet,  la  condition  pour  qu'un  cercle  S  soit 
orthogonal  à  un  cercle  fixe  se  traduit  par  une  relation  linéaire 
et  homogène  par  rapport  aux  quatre  coefficients  de  Téquation  du 
cercle  S.  L*un  de  ces  coefficients  est  donc  une  fonction  linéaire  et 
homogène  des  trois  autres  qui  restent  arbitraires  et  qu'on  peut 
appeler  >,  (jl,  v;  l'équation  du  cercle  S  ordonnée  par  rapport  àX,  it,  v, 
prend  alors  la  forme  (26)  et  les  cercles  S  forment  un  réseau. 


ÉQUATION  DU  CERCLE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

97  ter.  Soient  Ole  pôle  et  OX  Taxe  polaire (fig.  63);  appe- 
lons a  et  a  les  coordonnées  du 
centre  C,  r  le  rayon,  p  et  w  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M 
de  la  circonférence.  Dans  le  triangle 
OGM,  on  a 

Fig.  63.  (^7)  p*  — aflp  COS  («  — a)-|-tt*  —  r'  =  o. 

Lorsque  le  pôle  0  est  situé  sur  la  circonférence,  on  a 
a = r ,  et  l'équation  se  réduit  à 

(a8)  p=2rcos(cio  —  a). 

Pour  montrer  une  application  de  cette  équation,  considé- 
rons deux  cercles  qui  se  coupent;  par  Tun  des  points  d'inter- 
section O,  menons  une  sécante  quelconque;  cette  sécante 
rencontre  les  cercles  en  deux  autres  points  M  et  M';  cherchons 
le  lieu  du  point  milieu  de  la  droite  MM'.  Si  Ton  prend  le 
point  O  pour  pôle,  les  deux  cercles  sont  représentés  par  les 
équations 

p  =  arcOS((«)  — a)     ,     p  =  ar'C0S(a>  — a'), 
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et  roQ  obtient  immédiatement  Téquation  du  lieu 

p  =  r  cos  («  —  a)  +  r'  cos  («  —  cf!)  ; 

cette  équation  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

p  =  a  r,  cos  (<o  —  «,), 

le  lieu  est  un  cercle  passant  par  le  point  d'intersection  0  des 
deux  cercles  donnés. 
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CHAPITRE  III 


Lileux  gpéomé triques. 


08.  On  définit  les  lieux  géométriques  de  plusieurs  mani^ 
res.  Tantôt  on  donne  une  propriété  commune  à  chacun  des 
points  du  lieu,  et  c*est  en  traduisant  cette  propriété,  à  Taide 
des  signes  algébriques,  que  l'on  obtient  Téquation  du  lieu. 
C'est  ainsi  que  nous  avons  défini  la  circonférence  du  cercle,  le 
lieu  des  points  distants  d'un  point  donné  d'une  quantité  don  née; 
en  exprimant  cette  propriété  commune  à  tous  les  points  du 
lieu,  nous  avons  obtenu  l'équation  de  la  circonférence  {n*  84). 
Nous  avons  trouvé  de  la  même  manière  le  lieu  des  points  dont 
les  distances  à  deux  points  donnés  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  (n**  gS)  ;  l'expression  de  cette  propriété  donne 
l'équation  du  lieu.  Nous  avons  aussi  obtenu  par  le  même  pro 
cédé  l'équation  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  (n®  8o),  et  celles  des 
bissectrices  des  angles  formés  par  deux  droites  données  (n'^Si). 

Mais  on  définit  ordinairement  une  ligne  PQ  (fig.  64)  par  le 
mouvement  d'un  point  dans  le  plan.  Chacune  des  positions  du 
point  mobile  M  est  donnée  parla  construction  d'une  figure  dont 
les  diverses  parties  ne  dépendent  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a.  D'après  cela,  les  deux  coordonnées  x  et  y  du  point  M 
sont  des  fonctions  de  ce  paramètre  variable  a  :  soient 

ces  deux  fonctions;  nous  verrons  que  l'on  obtient  l'équation 
du  lieu  décrit  par  le  point  M,  en  éliminant  le  paramètre  a 
entre  ces  deux  équations. 

Plus  généralement,  la  construction  géométrique  détermine 
chacun  des  points  du  lieu  par  la  rencontre  de  deux  lignes 
mobiles  qui  dépendent  du  paramètre  a  ;  soient 

(i)  F  (a?,y,a)  =  o, 

(a)  Pi(ar,y,a)  =  o, 
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les  équations  de  ces  deux  lignes  Si  Ton  attribue  à  ce  paramètre 
I       I  une  valeur  particulière,  on  obtient  deux 

lignes  A  et  B  qui  se  coupent  en  un 
point  M,  dont  les  coordonnées  â:  et  ^ 
vérifient  les  deux  équations  simultanées 
-.  (i)  et  (a).  Si  l'on  attribue  au  paramètre 
une  autre  valeur  a\  les  deux  lignes 
occuperont  les  positions  A'  et  B'  et  le 
Fig.  64.  point  d'intersection  viendra  en  M'  ;  une 

troisième  valeur  a'  attribuée  au  paramètre  donnera  les  deux 
lignes  A'  et  B''  et  le  point  d'intersection  M',  et  ainsi  de  suite. 
Concevons  que  l'on  fasse  varier  le  paramétre  a  d'une  manière 
continue,  les  deux  lignes  A  et  B  se  déplaceront  dans  le  plan 
d'une  manière  continue,  et  le  point  d'intersection  M  décrira 
la  ligne  PQ. 

On  obtiendra  l'équation  de  la  ligne  PQ,  lieu  du  point  M,  en 
éliminant  le  paramètre  a  entre  les  deux  équations  (i)  et  (a). 
En  effet,  éliminer  a  entro  les  deux  équations  (i)  et  (a),  c'est 
trouver  un  système  de  deux  équations 

(5)  F,(2r,y,a)  =  o, 

(4)  f{Xyy)  =  o, 

équivalent  au  système  des  deux  équations  (i)  et  (a),  et  tel  que 
l'une  d'elles  ne  renferme  plus  la  lettre  a.  On  dit  que  deux  sys- 
tèmes d'équations  sont  équivalents,  lorsqu'ils  sont  vérifiés  par 
les  mêmes  valeurs  attribuées  aux  variables.  Quand  on  donne 
à  a  une  valeur  particulière,  les  coordonnées  or  et  y  du  point  M, 
jointes  à  cette  valeur  de  a,  forment  un  système  de  valeurs  des 
trois  quantités  x,  y,  a  vérifiant  à  la  fois  les  deux  équations  (i) 
et  (a)  ;  puisque  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  est  équiva* 
lent  au  précédent,  ces  valeurs  vérifient  aussi  les  équations  (3) 
et  (4)  ;  l'équation  (4),  ne  renfermant  pas  a,  est  donc  vérifiée 
par  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  des  points  du  lieu. 

Réciproquement,  tout  point  M,  dont  les  coordonnées  xety 
vérifient  l'équation  (4),  appartient  au  lieu.  Car,  si  l'on  déter* 
mine  une  valeur  de  a  qui  vérifie  l'équation  (3),  dans  laquelle 
on  attribue  àx  et  y  les  valeurs  précédentes,  on  obtient  un 

OéOH.   ANALYT.  7 
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système  de  yaleurs  des  trois  quantités  x,  y,  a  vérifiant  le  sys- 
tème des  équations  (3)  et  (4).  Les  équations  (1)  et  (a)^  formant 
un  système  équivalent  à  celui-là,  seront  vérifiées  par  les 
mêmes  valeurs  ;  on  obtiendra  ainsi  deux  lignes  Â  et  B  passant 
par  le  point  M. 

Il  peut  arriver,  cependant,qu*à  un  système  de  valeurs  réelles 
de  âp  et  de  y  vérifiant  Téquation  (4)  corresponde  une  valeur  de 
a,  pour  laquelle  les  équations  (1)  et  (a)  ne  représentent  pas  de 
lignes  réelles  ;  c'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  la  va* 
leur  de  a  était  imaginaire.  Mais,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs 
de  X,  y,  a  satisferont  aux  deux  équations  (1)  et  (a). 

99.  Quoique  la  construction  de  chacune  des  positions  de  la 
figure,  qui  donne  les  divers  points  du  lieu,  ne  dépende  que  de 
la  valeur  attribuée  à  un  paramètre  arbitraire,  il  est  souvent 
plus  commode  d'introduire  dans  le  calcul  plusieurs  paramè- 
tres variables  a,  ô,  e,...;  mais  alors  ces  paramètres  sont  liés 
entre  eux  de  telle  sorte  que  la  valeur  d'un  seul  soit  arbitraire, 
et  que  la  variation  de  ce  paramètre  détermine,  par  consé- 
quent, celle  de  tous  les  autres.  Si  ces  paramètres  sont  au 
nombre  de  n,  ils  seront  liés  par  n  —  1  équations  de  condition. 

Supposons  d'abord  que  l'on  emploie  seulement  deux  para- 
mètres variables  a  et  d  liés  par  l'équation  de  condition 

(5)  <p(a,*)  =  o, 
et  soient 

(6)  F  {x,y,a,b)  =  o, 

(7)  Fi(x,y,a,6)  =  o, 

les  équations  des  deux  lignes  mobiles  Â  et  B,  dont  l'intersec- 
tion donne  chaque  point  du  lieu.  Si  l'on  fait  varier  le  para- 
mètre a  d'une  manière  continue,  le  paramètre  b,  qui  dépend 
de  a  d'après  la  relation  (5),  variera  aussi  d'une  manière  con- 
tinue ;  les  deux  lignes  A  et  B,  dont  les  équations  contiennent 
ces  deux  paramètres,  varieront  aussi  d'une  manière  continue^ 
et  leur  point  d'intersection  M  décrira  la  ligne  PQ. 

On  obtiendra  l'équation  de  cette  ligne  en  éliminant  les  deux 
paramètres  a  et  &  entre  les  trois  équations  (S),  (6),  (7).  En  efiet» 
éliminer  a  et  i  entre  ces  trois  équations,  c'est  trouver  un 


LIEUX  GËOMÉTRIQUES.  M 

système  de  trois  équations 

(8)  F,(x,y,a,*)  =  o, 

(9)  F,(x,y,a,6)=o, 

(10)  /(ar,y)  =  o, 

équivalent  au  système  proposé  et  tel  que  l'une  d'elles  ne  con- 
tienne plus  aetb.  Quand  on  attribue  à  a  et  6  des  valeurs  vé- 
rifiant l'équation  (5),  les  coordonnées  a?  et  y  du  point  M,  join- 
tes à  ces  valeurs  de  a  et  de  b,  forment  un  système  de  valeurs 
des  quatre  quantités  x,  y,  a,  b,  vérifiant  à  la  fois  les  trois 
équations  (5),  (6),  (7).  Les  trois  équations  (8),  (9),  (10),  for- 
mant un  système  équivalent  au  système  précédent,  seront 
aussi  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs;  l'équation  (10),  étant 
indépendante  de  a  et  de  b,  sera  donc  vérifiée  par  les  coordon- 
nées a;  et  y  de  chacun  des  points  du  lieu. 

Réciproquement,  tout  point  M  dont  les  coordonnées  xety 
vérifient  l'équation  (10),  appartient  au  lieu  ;  car,  si  l'on  déter- 
mine des  valeurs  de  a  et  de  i  qui  vérifient  les  deux  équations 
(8)  et  (9),  dans  lesquelles  on  attribue  à  â;  et  à  y  les  valeurs 
précédentes,  on  obtient  un  système  de  valeurs  des  quatre 
quantités  x,  y,  o,  b  vérifiant  le  système  des  trois  équations  (8), 
(9),  (10).  Les  trois  équations  (5),  (6),  (7),  formant  un  système 
équivalent  à  celui-là,  seront  aussi  vérifiées,  et  l'on  aura  deux 
lignes  A  et  B  passant  par  le  point  M. 

100.  Supposons,  en  général,  que  l'on  emploie  n  paramè- 
tres variables  o,  i,  c,...,  A,  liés  entre  eux  par  n —  1  équations 

de  condition, 

<p,(a,A,c,...,A)  =  o, 

<Pj(a,*,(?,...,A)  =  o, 


(li) 


et  soient 

(12)  F  (ar,y,a,ô,c,...,A)  =  o, 

(i3)  F4(ar,y,a,6,c,...,A)  =  o, 

les  équations  des  deux  lignes  mobiles  A  et  B,  dont  Tinterseo- 
tion  donne  chaque  point  du  lieu.  Quand  on  fait  varier  le  para- 
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mètre  a,  les  autres  paramètres  varient  simultanément,  et  le 
point  M  décrit  le  lieu.  On  obtient  Téquation  de  ce  lieu  en  éli- 
minant les  n  paramètres  entre  les  n-f-  1  équations(i i), (la),  (i3). 

toi.  Nous  avons  dit  que  la  construction  de  la  figure  ne 
dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbitraire  a.  Si  la  figure  dé- 
pendait de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  b,  les  deux  coor- 
données ar  et  y  du  point  M  seraient  des  fonctions  de  ces  deux 

paramètres 

x  =  f{a,b)    ,    y  =  f^{a,b). 

On  pourrait  attribuer  à  ces  paramètres  des  valeurs  telles,  que 
le  point  M  coïncidât  avec  un  point  quelconque  du  plan,  ayant 
pour  coordonnées  x,  et  y,  ;  il  suffirait,  pour  cela,  de  détermi- 
ner a  et  ^  à  Taide  des  deux  équations 

x,  =  f{a,b)    ,    yi=f,{a,b). 

Le  point  M  décrirait  ainsi  tout  le  plan  et  non  une  ligne  dé- 
terminée dans  le  plan. 

On  comprend  bien,  par  là,  comment  il  est  nécessaire,  lors- 
qu'on emploie  n  paramètres  variables,  que  ces  n  paramètres 
soient  liés  par  n  —  i  équations  de  condition  distinctes; 
car,  si  on  pouvait  réduire  ces  équations  de  condition  à  un 
nombre  moindre,  deux  paramètres  au  moins  seraient  arbi- 
traires. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  variables  A  et  B  se  cou- 
pent en  plusieurs  points;  le  calcul  précédent  donne  le  lieu 
décrit  par  Tensemble  de  ces  points. 

102.  Remarque.  Il  arrive  quelquefois  que  Tune  des  deux 
courbes  mobiles  A  et  B,  dont  Tintersection  donne  un  point  M  du 
lieu,  passe  par  un  point  fixe  P.  Dans  ce  cas,  les  coordonnées  de 
ce  point  P  vérifient  l'équation  résultant  de  l'élimination.  En 
efiet,  supposons  que  les  équations  des  deux  lignes  contiennent 
n  paramètres  variables  liés  entre  eux  par  n —  i  relations  (n®  i  oo)  ; 
si  les  coordonnées  â?,  et  ^i  d'un  point  fixe  P  satisfont  à  l'é* 
quation  de  la  ligne  A,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  para- 
mètres, en  remplaçant  x%iy  par  j:,  et  y  i  dans  l'équation  de  la 
ligne  6,  on  aura  une  équation  qui,  jointe  aux  n —  i  équations 
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de  condition  entre  les  paramètres,  formera  un  système  do  n 
équations  pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  paramètres.  Ce 
point  P  sera  étranger  au  lieu  géométrique  proprement  dit,  si 
aux  valeurs  trouvées  ne  correspondent  pas  de  lignes  réelles. 
Dans  ce  cas,  il  arrive  quelquefois  que  le  point  P  entre 
dans  réquation  par  un  facteur  particulier  que  Ton  peut  sup- 
primer; après  la  suppression  de  ce  facteur,  l'équation  repré- 
sente le  lieu  géométrique  lui-même.  Mais  souvent  il  est  im- 
possible de  décomposer  en  deux  facteurs  le  premier  membre 
de  l'équation,  et  le  point  P  doit  être  considéré  comme  un 
point  isolé  lié  à  la  courbe. 

103.  PnoBLÈuB  I.  Étant  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe  P  dans 

le  plan  (fig.  65),  par  le  point  P  on  mène 
une  sécante  fixe  PBA  et  une  sécante  mo- 
bile PDG,  on  mène  les  droites  AD,  BG; 
trouver  lelieude  leur  point  derencùntreVL. 
Prenons  les  droites  OX  et  OYpour  axes 
des  coordonnées,  et  désignons  par  x^  et 
S(i  les  coordonnéesdupointP.La  sécante 
fixe  PBA  aura  une  équation  de  la  forme 

Fig.  65.  y— yi=«(«— «i), 

dans  laquelle  le  paramétre  a  a  ane  valeur  constante.  De  même  la  sé- 
cante mobile  PDG  sera  représentée  par  Téquation 

y— y,=rm(aî— «,), 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramétre  variable.  Si,  dans  chacune  de 
ces  équations,  on  fait  successivement  y=o,  a?=o,  on  obtient  les  coor- 
données des  points  où  ces  droites  rencontrent  les  axes  des  coordonnées. 

A,  y  =  o,      «  =  «4— |i' 

B,  x  =  o,     y  =  yi'-axi, 
G,      y  =  o,      x  =  aî,-J' 

D,     ap=o,      y  =  yi— fiuB,, 

En  appliquant  la  formule  du  n*  67,  on  a  les  équations  des  di'oiics 
AD,  GB, 

'       a 
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X               y 
U)  +  — =1. 

*      m 

Les  Taleurs  de  os  et  y,  qui  vérifient  les  deux  équations  simultanées  (i) 
et (3),  senties  coordonnées  du  point  d'intersection  M  des  deux  droites  AD 
et  BG  ;  ces  coordonnées  varient  avec  le  paramètre  arbitraire  m.  Si  l'on  re- 
tranche les  deux  équations  membre  à  membre,  on  obtient  l'équatioa 

ou  plus  simplement 

quiy  jointe  à  l'équation  (i),  forme  un  système  équivalent  au  système 
des  deux  équations  (i)  et  (9).  Tant  que  le  paramètre  m  a  une  valeur 
différente  de  a,  le  premier  facteur  étant  différent  de  zéro,  les  coor- 
données X  et  y  du  point  M  doivent  annuler  le  second  facteur.  Ainsi, 
les  coordonnées  de  chacun  des  points  du  lieu  vérifient  l'équation 

yta  +  «iy=o, 
ou 

(4)  *.  =  -^». 

X  Xi 

Ce  lieu  est  une  droite  OL  passant  par  l'origine. 

Quand  m  =  a,  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (9)  se  réduit  à 
l'équation  (i)  ;  les  deux  droites  AD  et  BG  coïncident,  et  leur  point 
d'intersection  est  un  point  quelconque  de  la  sécante  ûxe  PA. 

Si  l'on  avait  fût  l'élimination  d'une  autre  manière,  si  l'on  avait, 
par  exemple,  tiré  la  valeur  de  m  de  l'équation  (i)  pour  la  porter  dans 
l'équation  (a),  on  aurait  obtenu  une  équation  du  second  degré,  dont 
le  premier  membre  serait  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier 
degré,  et  qui,  par  conséquent,  représenterait  deux  droites,  le  lieu  OL 
et  la  droite  PA.  Cette  équation  serait 

(yia  +  a,y)  [y  — yt  — a(aî— aîO]  =  o. 

Remarquons  que  l'équation  (4)  ne  contient  pas  le  paramètre  constant 
a;  il  en  résulte  que  le  lieu  est  indépendant  de  la  position  particulière 
attribuée  à  la  sécante  fixe  PA.  On  en  conclut  le  théorème  suivant  :  Étant 
donnés  un  angle  XOT  et  un  point  fixe  P  dans  son  plan,  si  par  le  point 
F  on  mène  deux  sécantes  quelconques  PA,  PC,  le  point  de  rencontra 
M  des  deux  droites  AD  et  BG  est  toujours  situé  sur  une  même  droite  OU 

Nous  remarquerons  encore  que  l'équation  (4)  ne  dépend  que  du  rap«« 

port  ^'  c'est-à-dire  du  coefficient  angulaire  de  la  droite  OP.  Ainsi  le 
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fiea  OL  restera  le  même,  si  Ton  déplace  le  point  P  sur  la  droite  OP 
passant  à  Forigine. 

i04.  On  peut  traiter  cette  question  d'une  manière  plus  rapide.  Sup- 
posons que  l'on  ait  tracé  dans  le  plan  deux  axes  quelconques.  Repré- 
sentons, pour  abréger,  par  a  =  o,  P  =  o  les  équations  des  droites  don- 
nées OA  et  OB,  et  par  y  =  o  celle  de  la  sécante  fixe  PA.  On  détcrmi* 
nera  le  point  donné  P,  non  plus  par  ses  coordonnées,  mais  par  l'in- 
tersection des  deux  droites  données  PA  et  OP  ;  cette  dernière,  passant 
par  le  point  d'intersection  0  des  droites  OA  et  OB,  a  une  équation  de 
la  forme  p  -f-  a  a  =  o.  La  sécante  mobile  PC,  menée  par  le  point  d'in- 
tersection P  des  deux  droites  P-|-aa  =  o,  y  =  o,  est  représentée  par 
une  équation  de  la  forme 

(i)  p  +  aa  +  mY  =  o, 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  G^  où  cette 
sécante  coupe  la  droite  OA,  est  donné  par  les  deux  équations  simul- 
tanées a  =  o,  p  -f  oa  -f  mY  =  o,  ou  plus  simplement  «  =  o,  P  +  iwy  =  o  ; 
cette  dernière  équation  représente  une  droite  passant  par  le  point  G 
et  aussi  par  le  point  d'intersection  B  des  droites  p=:o,  y  =  o'  c'est 
donc  l'équation  de  la  droite  BG.  De  même,  le  point  D,  où  la  sécante 
mobile  coupe  la  droite  OB,  est  donné  par  les  deux  équations  simul- 
tanées P  =  o,  P  -f  oa  +  mY  =  o,  ou  plus  simplement  P  =  o,  aa  -|-  mr = o  * 
la  droite  représentée  par  cette  dernière  équation,  passant  aussi  par  le 
point  d'intersection  AJdes  droites  a  =  o,  y  =  o,  n'est  autre  chose  que 
la  droite  AD.  Les  deux  droites  mobiles  BG  et  AD,  dont  l'intersection 
détermine  un  point  M  du  lien,  ont  donc  pour  équations 

(a)  p  +  mY  =  o, 

(3)  aa  +  mY  =  o. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  m  entre 
«es  deux  équations;  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  on  obtient 
l'équation 

(4)  p— aa  =  o. 

On  en  conclut  que  le  lieu  est  une  droite  passant  par  le  point  0.  Gette 

droite  est  indépendante  de  y,  c'estrà-dire  de  la  sécante  fixe  PA,  et  elle 

est  la  même  quelle  que  soit  la  position  du  point  P  sur  la  droite  OP. 

Nous  avons  supposé  que  le  paramètre  m  a  une  valeur  finie;  si  l'on 

remplace  m  par  ?,  et  qu'après  avoir  multipué  par  g,  on  fasse  g  =  o 

les  équaUons  (i),  (a),  (3)  se  réduisent  à  y=o;  la  sécante  mobile  coin- 
cide  avec  la  sécante  fixe  PA,  ainsi  que  les  deux  droites  BG  et  AD. 

108.  Peoblèmk  il  Les  côtés  d'tm  triangle  variable  ABG  tournent  au- 
<oiir  de  «rois  points  fixes  P,  F,  F,  situés  en  ligne  droite,  tandis  que  deum 
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des  sommets  A  et  h  glissent  sur  deux  droites  fixes  ID  et  lE;  trouver  U 
lieu  décrit  jpar  le  troisième  sommet  G  (fig.  66). 

Traçons  dans  le  plan  deux  axes  quelconques,  et,  pour  abréger,  re- 
présentons, comme  précédemment,  par  a  =  o,  p  =  o,  les  équations  des 
droites  données  ID,  lE,  et  par  y  =  o  celle  de  la  droite  PPT';  chacun 
des  points  fixes  P,  F,  P*  peut  être  défini  par  Fintersection  de  cette 

droite  et  d'une  droite  passant  par  le 
point  I  ;  le  point  I  étant  le  point  d'in- 
tersection des  droites  a  =  o,  P  =  o,  les 
droites  IP,  IP',  IP*  ont  des  équations 
de  la  forme 


dans  lesquelles  a,  a',  a'  désignent  des 
coefficients  constants.  Pour  construire 
f^  une  position  particulière  de  la  figure 

Fig.  66.  variable,  on  mènera  par  le  point  P  une 

droite  arbitraire  PA,  puis  on  tracera  les  droites  AP'  et  BP',  dont  l'in- 
tersection donnera  un  point  G  du  lieu.  Le  point  P  étant  l'intersection 
des  deux  droites  y  =  o,  p  +  aa  =  o,  la  droite  PA,  menée  par  ce  point, 
aura  une  équation  de  la  forme 
(i)  p  +  aa  +  mY  =  o, 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  A,  où  la 
droite  PA  coupe  la  droite  ID,  est  donné  par  les  deux  équations  simul- 
tanées a  =  o,  p  +  oa  4-  TOY  =  o,  ou  plus  simplement  a = o,  p  +  «iy = o. 
La  droite  AF,  passant  par  ce  point,  a  une  équation  de  la  forme 
p  +  mY  +  m'«  =  o;  il  faut  déterminer  le  coefficient  m'  de  manière 
que  la  droite  passe  aussi  par  le  point  P',  défini  par  les  deux  équations 
Y=o,  p  +  a'a  =  o;  si  dans  l'équation  de  cette  droite  on  fait  y  =  o  et 
P  =  — '  a'a,  on  a  (m'  —  a']  a  =  o  ;  comme  a  n'est  pas  nulle,  puisque  le 
point  F  n'est  pas  sur  la  droite  a=ro,  on  a  m' — a'  =  o;  on  prendra 
donc  m'=  o*.  Ainsi,  la  droite  AP'  est  représentée  par  l'équation 

(a)  p  +  a'a  +  mY  =  o. 

De  même,  le  point  B,  où  la  droite  PB  coupe  la  droite  lE,  est  donné 
par  les  deux  équations  p  =  o,  p  +  a^  +  fT^Y^o,  ou  plus  simplement 
p  =  o,  aa  4-  «lY  =  o  ;  la  droite  BP*,  passant  par  ce  point,  a  une  équa- 
tion de  la  forme  aa  +  my  +  m'p  =  o  ;  on  déterminera  le  coefficient  m' 
de  manière  que  cette  droite  passe  par  le  point  P'^,  intersection  des 
droites  y  =  o,  p  +  a'a  =  o;  si  dans  cette  équation  on  fait  y==û  et 

p  =  —  a'a,  on  a  [a — mV)  « = o  ;  on  prendra  donc  m"  =  -T,;  ainsi  la 
droite  BP"  est  représentée  par  l'équation 

(»?  |-,  (p  +  o"a)  +  mY  =  ©- 
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Les  équations  (a)  et  (3)  sont  les  équations  dos  denx  droites  mobiles 
AP'  et  BP^,  dont  l'intersection  donne  un  point  quelconque  C  du  lieu  ; 
on  obtiendra  Téquation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  m  entre  ces 
deux  équations;  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  on  a  Téqua* 
tion 
(4)  («'—«)  a''a  +  (a''— a)  p  =  o. 

On  en  conclut  que  le  lieu  cherché  est  une  droite  passant  par  le 
point  I. 

106.  Corollaire  I.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  solution  de  ce 
problème  :  Inscrire  dans  tm  triangle  IDE  un  second  triangle,  dont  les 
côtés  passent  respectivement  par  trois  points  donnés  P,  P',  P",  en  ligne 
droite.  Si  l'on  conçoit  un  triangle  variable  dont  les  cétés  soient  assu- 
jettis à  passer  par  les  points  P,  P',  P*,  tandis  que  deux  des  sommets 
A  et  B  glissent  sur  les  droites  ID,  lE,  le  lieu  du  troisième  sommet  G 
est  une  droite  IG.  Le  point  de  rencontre  Gf  des  droites  IG  et  DE  est 
donc  l'un  des  sommets  G|  du  triangle  cherché;  les  droites  Gf  P',  C|  P* 
donnent  les  deux  autres  sommets  Ai  et  B|.  Il  est  à  remarquer  que 
cette  solution  n'exige  aucun  autre  instrument  que  la  règle. 

Corollaire  II.  On  peut  aisément  généraliser  le  problème  précédent 

Considérons  un  quadrila- 
tère dont  les  quatre  côtés 
pivotent  autour  de  quatre 
pointe  fixes  P,  P',  P",  P"', 
situés  en  ligne  droite,  tan- 
dis que  trois  sommete  A,  B, 
C  glissent  sur  trois  droites 
fixes  R,  S,T;  et  proposons- 
nous  de  chercher  le  lieu  dé- 
crit par  le  quatrième  som- 
met D  (ûg.  67). 

Les  trois  côtés  du  trian- 
gle BGE  pivotent  autour  des 
^'  ^*  trois  pointe  fixes  P,  P^,  P^, 

tandis  que  deux  sommete  B  et  G  glissent  sur  les  droites  fixes  S  et  T; 
le  sommet  E  décrit  donc  une  droite  EF.  D'après  cela,  les  trois  côtés  du 
triangle  AED  pivotent  autour  des  trois  pointe  fixes  P,  P',  P'',  tandis 
que  deux  sommete  A  et  E  glissent  sur  les  deux  droites  R  et  EF  ;  le 
sommet  D  décrit  donc  une  ligne  droite. 

Du  quadrilatère  on  passera  de  la  même  manière  au  pentagone.  Ainsi, 
quand  les  n  côtés  d*un  polygone  pivotent  autour  de  n  pointe  fixes  si- 
taés  en  ligne  droite,  tandis  quen — i  sommete  glissent  surn — i 
droites  fixes,  le  n"*  sommet  décrit  une  ligne  droite. 
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107.  PROBLti»  m.  Étant  donné  un  triangle  ABA',  par  un  point  fatê 

0  pris  sur  un  côté  AA',  on  mène  une  sé- 
cante mobile  OCC,  on  fait  passer  un  pre- 
mier cercle  par  les  trois  points  0,  A,  C, 
un  second  cercle  par  les  trois  points  0,  A', 
C;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection 
M  de  ces  deux  cercles  (fig.  68). 

Prenons  la  droite  OA'  pour  axe  des  x 
et  une  perpendiculaire  OY,  menée^par  le 
point  0,  pour  axe  des  y.  Si  Ton  appelle 
a  et  a'  les  abscisses  des  points  A  et  A',  les 
deux  droites  fixes  AB,  A'B  seront  repré- 


^ — ^ 


y  =  c  («  — a), 

yz=zc'{X''a% 


Fig.  68. 

sentées  par  les  équations 

(0 

w 

et  la  sécante  mobile  par  Téquation 
(5)  y=m», 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  variable.  On  obtient  les  coor- 
données du  point  G  en  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (i) 
et  (5),  ce  qui  donne 


»  = 


ca 


y=r 


mea 


c — m  c — m 

Tout  cercle  passant  par  les  points  0  et  A  a  une  éq[uation  de  la  forme 

«■  +  y*  — a»— 6y  =  o, 

dans  laquelle  le  paramètre  b  est  arbitraire.  On  détermine  ce  paramètre 
en  exprimant  que  le  cercle  passe  par  le  point  G,  ce  qui  donne 


-      a{em+ 1), 


C — m 


le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0,  A,  G  a  donc  pour  équation 

a{cm+  i) 


(4) 


sH^  +  y^  —  ax 


c—m 


y  =  o. 


Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  a  et  c  par  a'  et  c^,  on  obtiendra 
évidemment  l'équation  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0,  AS  G'p 


(5) 


-•  .    Q       f       a  (cm+  i) 
^  d — m    ^ 


Pour  avoir  l'équation  du  lieu  du  point  d'intersection  M  des  deux  cer- 
cles, il  faut  éliminer  le  paramètre  variable  m  entre  les  deux  équations 
(4)  et  (5).  En  égalant  les  valeurs  de  m  tirées  des  équations  (4)  et  (5), 
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on  obtient  Téquation 

[x*  +  y«  —  ox)  +  cay  ""  («■  +  y*  — a'«)  +  &a'y* 

qui,  mise  sous  forme  entière,  s'écrit 

(c-.<0[(aî*+  y*  — aaî)(aB«  +  y^^a'x)  +  aaY] 
+  (i  +  (w/jy  [a'(a:*  +  y«  — ax)  —  a(a5' +  y*— a'x)]  =  o, 

ou 

(c— </)[(«*  +  y^)^--(a  +  aOœt»»  +  y»)  +  aa'(««  +  y»)] 
+  (i  +  cc'){a'— a)y{x« +y«)  =  o; 

en  mettant  os*  +  y'  en  facteur  commun,  et  divisant  par  c — c',  on  a 
l'équation 

(6)      (aî»+  y*)^i^+  y^-{a  +  a')a?-^-i±^^^^J^^y  +  aa']=o. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  :  l'une, 

«*  +  y*  =  o, 

donne  le  point  0  où  se  coupent  toujours  les  deux  cercles  mobiles; 
l'autre, 

<7)  «•  +  y^'-la-k-aTix^^ ^^ -'y  +  aa'=so, 

est  l'équation  du  lieu  du  point  M.  Ce  lieu  est  un  cercle. 

On  reconnaît  à  priori  que  les  trois  points  B,  A,  A'  appartiennent 
au  lieu.  Car,  si  la  sécante  mobile  passe  par  le  point  B,  les  deux  cercles 
se  coupent  en  B  ;  ce  point  fait  partie  du  lieu.  Supposons  maintenant 
que  la  sécante  devienne  parallèle  à  la  droite  A'B  ;  le  point  C  s'éioi- 
gnant  à  l'infini,  le  second  cercle  coïncide  avec  la  droite  OA',  qui  coupe 
en  A  le  premier  cercle.  On  obtient  de  même  le  point  A',  quand  la  sé- 
cante devient  parallèle  à  AB.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  sur  l'é- 
quation (7)  que  le  lieu  passe  par  trois  points  B,  A,  A'.  Ainsi  le  lieu 
demandé  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABA'. 

108.  Problème  IV.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  fixe  P,  autour 
du  point  P  on  fait  tourner  un  angle  droit  APB  ;  on  joint  par  une  droUe 
les  deux  points  A  et  B^  où  les  côtés  de  Vangle  droit  rencontrent  le  cercle, 
et  on  abaisse  du  point  P  une  perpendiculaire  VU  sur  la  droite  AB  ;  trou- 
ver le  lieu  du  pied  Ude  la  perpendiculaire  (fig.  69). 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  OP,  pour  axe  des  y  le  diamètre 
perpendiculaire;  le  cercle  donné  est  représenté  par  l'équation 

(i)  x«  +  y«  =  r«. 

Soit 

(a)  y^axi-^ 
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)*6qnalio]i  de  la  sécante  AU.  Si  Ton  élimine  y  entre  les  deux  équations  (i) 

c  l  (a),  on  ob tien  t  une  équation  du  sccoo  d  d  egré 

(3)      (i  +  a«)aî*  +  9a6aî  +  6«— r'a-.  j, 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  a/  et  x' 
des  points  A  et  B  ;  les  ordonnées  y'  et  y*  au- 
ront pour  valeurs  oj/  +  6,  osbT  +  6.  Si  Ton 
appelle  c  la  longueur  constante  OP,  les  deux 
droites  PA,  PB  ont  pour  coefficients  an- 
gulaires 


Tangle  APB  étant  droit,  on  a  la  condition 

{asif  +  h)  [asT  +  6)  _ 

qui  s'écrit 

(  I  +  a«)  ar'oî'  +  (a6 — c)  (x'  +  aO  +  i>'  +  c»  =  o  ; 

si  Ton  remplace  a/  +  (e*  et  sfaf  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (3), 
on  obtient  la  relation 

(4)  (i  +  a«)  (c» — r«)  -f  26  (ac  +  6)  =  o, 

qui  lie  les  deux  paramétres  variables  a  et  6. 

La  perpendiculaire  PM,  abaissée  du  point  P  sur  la  droite  AB,  a  pour 
équation 

(5)  y  =  -^(aî-c). 

Le  point  H  est  défini  par  les  équations  (3)  et  (5),  dans  lesquelles  les 
paramètres  variables  a  et  (  satisfont  à  l'équation  (4)  ;  on  obtient  l'é- 
quation du  lieu  du  point  M  en  éliminant  ces  deux  paramètres  entre 

les  trois  équations  (a),  (4),  (5).  De  l'équation  (5)  on  tire  a  = ^ 

y  9 

t/'  "^  '26  "^  (j\  OB 

de  l'équation  (a)  on  déduit  ensuite  6  =  2 i— .  En  portant  ces 

if 

▼aleurs  dans  Téquation  (4),  on  obtient  l'équation 

(6)  [y»  +  (aî~c)«](^aî«  +  y»-.c»  +  î^=^)=o. 

qui  se  décompose  en  deux;  l'une,  y*  +  (œ— c}'  =  o,  donne  le  point  P; 

l'autre 

^ fi 

(7)  «•  +  !/»— «C  +  — r— =0, 

s 

représente  le  lieu  cherché. 
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n  eut  évident  que  le  point  P  n'appartient  pas  an  lien  géométrique 
tel  qu'on  Ta  déûni;  mais  il  est  facile  de  comprendre  comment  l'ana- 
lysa rintroduit  dans  le  résultat.  Les  coordonnées  as  =  c,  |^=odu  point 
P  Tériiient  Téquation  (5),  quels  que  soient  les  paramétres;  on  pourra 
donc  déduire  des  deux  équations  (a)  et  (4)  des  valeurs  correspondantes 
des  deux  paramètres  a  et  6;  on  trouve  ainsi  a  =  ±i,  b  = — ac.  C'est 
une  application  de  la  remarque  faite  au  b9  loa. 

L'équation  (7)  montre  que  le  lieu  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur 
la  droite  OP.  Pour  le  construire,  il  sufQt  de  déterminer  les  deux  ex- 
trémités du  diamètre  CD  ;  si  Ton  mène  des  droites  AB',  B  A'  faisant 
des  angles  de  45^  avec  le  diamètre  OP,  les  cordes  AA',  BB',  étant  per- 
pendiculaires sur  ce  diamètre,  donneront  les  deux  points  C  et  D. 

100.  On  obtient  le  même  cercle  en  cherchant  le  lieu  du  milieu  H'  de 
la  corde  AB.  £n  effet,  ce  point  milieu  est  déterminé  par  l'intersection 
de  la  corde  AB  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  cette 
corde.  Ces  deux  droites  ayant  pour  équations 


y  =  ax-^b 


y  = — X, 


on  obtiendi*a  l'équation  du  lieu  en  éliminant  les  deux  paramètres  va- 
riables a  et  6  entre  ces  deux  équations  et  l'équation  (4),  ce  qui  con- 
duit à  l'équation 

(«•  +  y')(œ*  +  y»  — ea5  +  î^^^  =  o, 

qui  se  décompose  en  deux, 
donnant  Tune  le  point  0 
étranger  au  lieu  géométri- 
que, l'autre  le  cercle. 

110.  Problèue  V.  Étant 
donnés  une  circonférence  et 
un  point  fixe  P,  un  angle  droit 
tourne  autour  de  son  sommet 
placé  en  P;  trouver  le  lieu  du 
point  de  concours  H  des  tan» 
gentes  menées  à  la  drconfé- 
rence,  aux  points  de  rencon- 
tre  ketB  avec  les  côtés  de 
Vangle  droit  (ûg.  70). 
Fig»  70.  Prenons  pour  axe  des  a 

le  diamètre  OP  et  pour  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire;  soit  r 
le  rayon  de  la  circonférence  et  c  la  distance  OP;  l'équation  de  la  cir- 
conférence donnée  est 
(i)  aî*+y"  =  r*. 

Représentons  par  x\  et  «yi  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
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M  du  plan,  la  corde  des  contacts  "des  tangentes  issues  de  ce  point  sem 
représentée  par  Téquation  (n®  91) 

On  obtient  les  coordonnées  des  points  de  contact  en  résolvant  les 
équations  simultanées  (i)  et  (9).  Si  Ton  considère  une  solution  ar,  y  de 
ce  système,  la  valeur  m  du  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint 
le  point  correspondant  au  point  P  a  pour  expression 

(5)  "»  =  7^/ 

L'élimination  de  x  et  y  entre  les  équations  (i),  (3),  (3),  donne  1*6- 
quation  qui  détermine  les  coefficients  angulaires  des  deux  droites 
menées  du  point  P  aux  points  de  rencontre  de  la  droite  (2]  avec  la 
circonférence.  Pour  faire  cette  élimination,  on  résout  les  équations  (a) 
et  [3)  par  rapport  à  as  et  y,  et  Ton  substitue  dans  (i)  ;  on  obtient  ainsi 
réquation  du  second  degré 

(4)    [(r»  —  caî,)«  +  (c« — r«)  y  J]  m»  +  2  r«y ,  [e^x,)m  +  r^{f^-  x\)  =  o. 

Pour  que  le  point  M,  pris  d'abord  arbitrairement  dans  le  plan,  soit 
au  point  du  lieu,  il  faut  et  il  suffît  que  les  directions,  qui  correspondent 
aux  deux  racines  de  Téquation  (4],  soient  rectangulaires.  En  exprimant 
que  le  produit  des  racines  est  égal  à—  i,  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(^1*  +  Vi*)  (^'  —  c*)  +  %  ^^cxi  —-  2  r*  =  o, 
que  Ton  peut  écrire  ainsi,  en  supprimant  les  indices, 

P)  (,^  +  ?n:^j   +y'=    (r»^c«)«  ' 

Le  lieu  est  une  circonférence  que  Ton  construira  par  la  méthode  in- 
diquée dans  le  problème  précédent. 

Les  rayons  R  et  r  des  deux  circpnférences,  et  la  distance  D  de  leurs 
centres  satisfont  à  la  relation 

(6)  (R«  — D«)«  =  ar«(Ra  +  D«). 

Si  l'on  prolonge  les  côtés  de  l'angle  droit  APB,  et  que  l'on  mène  les 
tangentes  en  A'  et  6',  les  points  de  rencontre  des  tangentes  consécu- 
tives sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  variable,  qui  est  en  même 
temps  circonscrit  au  cercle  donné  et  inscrit  dans  le  cercle  (5).  Ainsi, 
Iw'sque  les  rayons  Retr  de  deux  cercles  0^  et  0  et  la  distance  D  de  leurs 
centres  satisfont  à  la  relation  (6),  on  peut  construire  un  quadrilatère 
inscrii  dans  0^  et  circonscrit  d  0,  en  prenant  pour  Vun  des  côtés  du  qua- 
drilatère une  tangente  quelconque  au  cercle  0. 

fil.  Problème  VI.  Trouver  le  lieu  des  points ,  tels  que  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  d^eux  sur  les  trois  côtés  d'un 
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triangle  ABC,  soient  en  ligne  droite, 

Îx  cos  a  +  y  sin  a — p^  =  o, 
X  cos  p  +  y  sin  P— Pa  =  o, 
0?  cos  Y  +  y  sin  Y — Pa  =  o, 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle,  rapportées  à  deux  axes  rec- 
tangulaires quelconques,  et,  pour  abréger,  désignons  par  a^,  pj,  j^  les 
premiers  membres  de  ces  équations.  Appelons  a;  et  y  les  coordonnées 
d*un  point  M  du  lien,  X|  et  y^,  x^  et  y^,  x,  et  y,  celles  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  du  point  H  sur  les  c6tés  du  triangle,  on 
a  (n«»  83) 

a?  —  a?i  =  Œj  cos  a,    a>—aî,  =  P|  cos  P,    «  — aîs  =  Ti  cos  y» 
y  —  l/i  =aj  sin  a,    y  — y8  =  Pi  sin  P,    y'^yi  =  yi  sin  y, 

Nous  obtiendrons  l'équation  du  lieu  en  exprimant  que  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite.  Il  faut  pour  cela  égaler  les  deux  rapports  ^ -9 

^ — =^>  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 
a?,  — a?i   ^  ^ 

(y»— y)~(yi  — y)  ^  (ys  —  y)  — (yi— y). 

(x^  —  œ)  —  (aï,  —  x)     (a?8  —x)  —  (oîj  —  x) 
On  a  ainsi  l'équation 

Pi  sin  P  —  g,  sin  g_  Yi  sin  y  —  *i  sin  a 
P,  cos  p  —  a,  cos  «      Yi  cos  Y  —  «1  cos  a 

ou    (a)    «iPi  sin  (P  — «)  +  PiYi  sin  (y—PJ  +  Yi^i  sin  (a  — y)  =  o. 

Les  lettres  ai»  Pi»  Yi  désignant  des  polynômes  du  premier  degré  en  x 
et  y,  on  voit  que  l'équation  (a)  est  du  second  degré.  Le  coefficient  du 
terme  en  xy  est 

sin  (a  +  p)  sin  (P  -a)  +  sin  (p  +  y)  sin  (y—  P)  +  sin  (y  +  a)  sin  (a  — y); 

si  Ton  transforme  les  produits  de  sinus  en  différences  de  cosinus,  ce 
coefficient  devient 

(cos  2  ce  —  cos  2  p  )  +  (cos  2  p  —  COS  2  y)  +  (COS  2  Y  —  COS  2  ax  ^ 

2  ' 

il  est  égal  à  zéro.  Les  coefQcients  des  termes  en  o;'  et  en  y'  sont 

M  =  cos  a  cos  P  sin  (p— a)  +  cos  ^  cos  y  sin  (y  —  P)  + cos  y  cos  a  sin  (a — y)» 
N  =  sin  a  sin  P  sin  (P  ■—  «)  +  sin  p  sin  y  sin  (y  —  P)  +  sin  y  sin  a  sin  (a  — -f). 
Si  on  calcule  leur  somme  et  leur  différence,  on  a 

M  — N<=cos(a  +  P)sin(P  — a)  +  cos(p  +  Y)sin(Y  — P) 

+  cos(y  +  «]  sin  (a  — y) 
sin  a  P — sin  a  «  +  sin  a  Y  —  sin  a  P  +  sinatt — sin  a  y 

s =0, 
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M;+N  =  cos(a  — p)8ln(p— a)4.cos(P— Y)siD(Y  — P)  + 

cos  (Y — et)  sin  (a  —  y) 

_  ain  g  (P  ~  g)  +  sin  a  (y  —  P)  +  sin  a  (a  — y) 

=  — a  sin  [P— a)  sin  (y— P)  sin  (a  — y); 
on  en  dédait 

M  =  N=.-sin(P-a)sin(Y  — P)sin(a— y). 
Ainsi,  le  lien  est  une  circonférence  dn  cercle.  L'équation  (a)  étant  vè^ 
rifiéc  quand  on  y  fait  Pi  =o,  Yi  =  o,  le  point  A  appartient  au  lieu;  il 
en  est  de  même  des  points  B  et  G;  le  lieu  est  donc  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC. 

112.  De  réquation  (a)  qui  représente  le  cercle  circonscrit  &  un 
triangle  dont  les  côtés  sont  définis  par  les  équations  (i)  on  déduit  ai- 
sément une  propriété  importante  d'un  système  particulier  de  deux 
cercles.  Supposons  que  les  droites  (i)  soient  tangentes  à  un  cercle  de 
rayon  r  ayant  son  centre  à  TorigineO  des  coordonnées;  il  faudra  dans 
les  équations  (i)  faire  pi  =|),=p,  =  r.  Si  Ton  développe  Téquation 
du  oerde  (a),  elle  se  met  sous  la  forme 

(3)  M(x«+y»)-Paî-Oy  +  F  =  o. 

Représentons  par  R  le  rayon  de  ce  cercle  et  par  D  la  distance  de  son 
centre  0^  au  centre  0  du  premier;  on  aura 

R.=Ei±Q!.i:  ,  D«=?^±Qî.  d'où  D«-R«=I. 

Les  rayons  du  cercle  0,  déterminés  par  les  angles  «,  P,  y,  font  deux  à 

deux  des  angles  supplémentaires  des  angles  A,  B,  G  du  triangle  formé 

par  les  trois  tangentes.  On  a  donc 

S 

H  =  —  sinAsinBsinG  =  '-*-7ri> 

aR" 

A         R         P        ff* 

F  =  r'  (sin  A  +  ainB  +  sinC)  =  4  '''  cos  —  cos  -cos—  =  tt  S, 

a        a        a      li 

S  désignant  la  surface  du  triangle  ABG.  De  ces  relations  on  déduit 

F 

1=  =  —  a  Rr,  et  par  suite 

(4)  D«  =  R«-.aRr. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  tous  les  triangles  qui 
•ont  en  même  temps  inscrits  dans  un  cercle  0,  et  circonscrits  &  un 
cercle  0,  dont  les  rayons  et  la  distance  des  centres  Tériflent  la  rela- 
tion (4)«  Gomme  on  peut  supposer  le  point  0^  placé  sur  Taxe  des  «, 
les  angles  a,  p,  y  devront  yérifier  les  conditions 

pi       F  pi 

Mais,  à  cause  de  la  relation  (4),  à  laquelle  satisfont  les  données  R,  r 
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•t  Bf  on  pent  remplacer  ces  trois  relations  par  les  deux  salTantet  ; 

(5)  Q  =  o    ,    g  =  --2Rr. 

Soient,  en  eiTct,  R'  le  rayon  d*un  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
A'B'C,  déterminé  par  des  angles  c',  p',  Y  qui  vérifient  les  conditions  (5), 
D' la  distance  de  son  centre  0'  au  point  0;  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

— ^  =  aRV    ,    D'«  =  R'»  — tRV. 
Mais  on  a  aussi,  par  hypothèse, 

-.j  =  2Rr    ,    D«  =  R«-aRr; 

on  en  conclut  que  R'  est  égal  à  R  et  D'  à  D.  L'un  des  trois  angles 
af,  P'i  t'>  assujettis  à  yérifîer  seulement  les  deux  conditions  (5),  peut 
donc  être  pris  arbitrairement.  Ainsi,  lorsque  les  rayons  Retr  de  deux 
cercles  O^etOet  la  distance  D  de  leurs  centres  satisfont  à  la  relation  (4), 
on  peut  construire  un  triangle  inscrit  dans  0,  et  circonscrit  àO^^en  pre- 
nant pour  lun  des  côtés  du  triangle  une  tangente  quelconque  au  cercle  0. 
11  existe  des  théorèmes  analogues  au  précédent  et  à  celui  du  n®  i  lo 
pour  des  polygones  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

113.  Il  faut  remarquer  la  forme  (s)  de  Téquation  du  cercle  circon- 
scrit &  un  triangle.  Le  premier  membre  a  une 
signification  géométrique  très-simple.  Pour  pré- 
ciser, supposons  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  placée  à  Tintérieur  du  triangle  ABC  (fig.  71} 
et  que  les  angles  a,  p,  y,  compris  entre  o  et  a  ic, 
soient  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 
Considérons  un  point  M  ayant  pour  coordon- 
nées X  et  2^  et  situé  aussi  à  l'intérieur  du  trian- 
F!g.  71.  gle  ;  de  ce  point  abaissons  des  perpendiculaires 

sur  les  côtés  et  joignons  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  pour  former 
le  triangle  DEF.  Les  lettres  «i ,  Pi ,  Y|  désignent  les  longueurs  de  ces  per- 
pendiculaires affectées  ici  du  signe  —  ;  ces  perpendiculaires  sont  d'ail- 
leurs dirigées  dans  le  même  sens  que  celles  qui  ont  été  menées  de 
l'origine  et  qui  ont  servi  à  déterminer  les  angles  a,p,Y.  Le  teime 
a^  Pj  sin(P— a)  étant  égal  à  MDxMExsinDMË  représente  le  double 
de  l'aire  du  triangle  DME;  les  deux  autres  termes  représentent  de  même 
les  doubles  des  triangles  EMF,  FMD;  ainsi  le  premier  membre  de 
Féquation  (3)  représente  le  double  de  l'aire  du  triangle  DEF. 

Considéit)ns  maintenant  un  point  M'  situé  à  l'extérieur  du  triangle 
ABC.0na,dan8lecasdelaflgure,a,  =  -M'D',P,=-M'E',Ti  =  +  M'P; 
le  premier  membre  de  l'équation  représente  le  double  de  la  différence 
qui  existe  entre  le  triangle  D'M'E'  et  la  somme  des  deux  triangles  E'M'P', 
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FM'D'  ;  c*esi  eocore  le  double  de  Taire  du  triangle  D'£T.  Quelle  que 

soit  la  positioû  du  point  M  dans  le  plan,  le  premier  membre  de 

Téquation  représente  le  double  de  Taire  du  triangle  DEF,  alTectéô 

du  signe  -^  ou  du  signe  — .  L'équation  (a)  exprime  donc  que  l*aire 

du  triangle  DEF  est  nulle,  c'est-à-dire  que  les  trois  poiuts  D,  E,  F 

sont  en  ligne  droite. 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et 

d  la  distance  d*un  point  ayant  pour  coordonnées  a;  et  y  au  centre  de 

ce  cercle,  le  premier  membre  de  Téquation  (s),  pouvant  être  mis  sous 

la  forme 

A(aî»  +  y*+ ), 

est  égal  à  A  (cP  —  r*).  Cette  expression  conserve  le  même  signe,  tant 
que  la  distance  d  est  moindre  que  r,  c'est-à-dire  tant  que  le  point  M 
reste  à  l'intérieur  du  cercle,  et  elle  prend  un  signe  contraire  quand  le 
point  M  passe  à  Textérienr. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  lieu  des  points  tels  que  Taire  da 
triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  trois  perpendiculaires  soit 
égale  à  une  quantité  donnée  k*,  se  compose  do  deux  cerdes  représentés 
par  les  équations 

a,pi  siniP  — a)  4- PjYi  sinfj  — P) -h  Tiai9in(a  — y)  =  ±2A*. 

Ces  deux  cercles  sont  concentriques  au  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  :  l'un  est  extérieur  et  toujours  réel,  quelle  que  soit  Taire  donnée; 
l'autre  est  intérieur  et  n'est  réel,  que  si  Taire  donnée  est  moindre  que 

la  valeur  absolue  de  — • 

2 

EXERCICES. 

I®  Exprimer  i*aire  d'un  triangle  et  d'un  polygone  quelconque  en 
fonction  des  coordonnées  des  sommets. 

a<>  Trouver  Taire  d'un  triangle  formé  par  trois  droites  dont  on  donne 
les  équations. 

3<*  Étant  donnés  dans  un  plan  n  points  A,  B,  C,...  et  n  quantités 
m',  m',  m'",.,,  qui  correspondent  à  ces  n  points;  sur  la  droite  AB  on 
prend  un  point  Nj,  tel  que  les  distances  de  ce  point  aux  deux  pre- 
miers points  soient  dans  le  rapport  de  m'  km'\  puis  sur  la  droite  N|G 
qui  joint  Nj  au  troisième  plan  on  prend  un  point  N,  tel  que  ses  dis- 
tances aux  points  N|  et  C  soient  dans  le  rapport  de  m'" km'  +  ¥»>'; 
puis  sur  la  droite  N|D  qui  joint  le  point  N^  au  quatrième  point  D  un 
point  Nj,  tel  que  ses  distances  aux  points  N^  et  D  soient  dans  !«  rap- 
port de  ni"  à  m'  +  m'  +  m",  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
arrivé  au  dernier  point  donné  :  trouver  les  coordonnées  du  dernier 
point  de  division  que  Ton  appelle  centre  des  distances  prùpartionmlles. 
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Lorsque  les  multiplicateurs  m',  in*\  m",.^*  sont  égaux  entre  eux;  le 
dernier  point  de  diTision  s'appelle  centre  des  moyennes  distances. 

Comme  application,  trouyor  les  quantités  m',  m",  m"  qui  donnent, 
dans  le  cas  d*un  triangle,  soit  le  centre  de  gravité,  soit  le  centre  du 
cercle  inscrit,  soit  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  soit  la 
centre  du  cercle  circonscrit. 

40  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  sonmie  des  produits  des 
carrés  des  distances  de  chacun  d'eux  à  n  points  donnés  par  des  quan- 
tités constantes  m\  m'^,  m'*,...  soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

S^  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  sont  vus  de  deux  points  donnés 
flous  des  angles  donnés. 

6^  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  rencontrent,  en  des  points  dia* 
métralement  opposés,  deux  cercles  donnés. 

70  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun  d'eux 
4  deux  droites  et  en  général  à  plusieurs  droites  données  soit  constante. 

99  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  construit  un  rectangle 
variable  OABC  ayant  un  périmètre  donné  aa  :  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet  G  sur  la  diagonale  AB  passe  par  un  point  fixe. 

9®  Ayant  fait  la  figure  qui  sert  à  démontrer  le  théorème  du  carré  de 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  démontrer  que  les  deux  droites 
qui  joignent  les  extrémités  de  l'hypoténuse  aux  sommets  des  carrés 
construits  sur  les  côtés  opposés  se  coupent  sur  la  perpendiculuire 
abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  Thypoténuse. 

10^  D'un  point  fixe  P  on  mène  des  tangentes  aux  cercles  qui  pas- 
sent par  deux  points  donnés  ;  trouver  le  lieu  du  point  où  la  corde  des 
contacts  rencontre  le  diamètre  qui  passe  au  point  P. 

ii<>  Étant  donné  un  hexagonerégulierABCDEF,  enjoint AC et AE  : 
par  le  centre  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  coupe  les  deux 
droites  AC  et  AE  aux  points  G  et  H  ;  on  joint  BG  et  FH  ;  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites. 

12^  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  d'un  qua- 
drilatère complet,  comme  diamètres,  ont  deux  à  deux  même  axe  radical. 

i3o  Étant  données  cinq  droites,  on  en  prend  quatre  qui  forment  un 
quadrilatère  complet,  dans  lequel  les  milieux  des  trois  diagonales  sont 
en  ligne  droite  ;  les  cinq  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  au  même 
point. 

i4®  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  droites  X,  Y  :  sur  AB 
comme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés 
sont  parallèles  à  X  et  Y  ;  on  opère  de  même  avec  B,  C  et  C,  A  ;  les  se- 
condes diagonales  des  trois  parallélogrammes  passent  au  même  point 

i5<*  Étant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  on  en  prend  trois  pour 
former  un  triangle,  dont  on  détermine  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs ;  les  quatre  points  ainsi  obtenus  sont  en  ligne  droite. 

10»  Étant  donnés  deux  cercles  fixes,  deux  cerdes  variables  sont  tan* 
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geats  entre  eux  et  aux  précédents  )  trouver  le  lien  du  point  de  eon* 
tact  des  cercles  variables. 

170  On  prend  quatre  points  arbitrairement  sur  une  circonférence  : 
les  bissectrices  des  trois  couples  de  droites  qui  passent  par  ces  quatre 
points  sont  parallèles  deux  à  deux. 

iS^  Lieu  du  point  tel  que  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées 
de  ce  point  &  trois  cercles  donnés  se  coupent  en  un  même  point. 

19*  On  donne  un  angle  AOA'  et  un  point  G  sur  la  bissectrice.  Un 
angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  en  G, 
on  joint  les  points  de  rencontre  B  et  B'  des  côtés  de  Tangle  mobile 
avec  les  côtés  de  Tangle  fixe,  du  point  G  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  BB';  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

90*  On  donne  quatre  droites  A,  B,  G,  P,  qui,  prises  trois  à  trois, 
forment  quatre  triangles.  La  droite  A  appartient  à  trois  de  ces  trian- 
gles, on  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacun  d'eux  au  som- 
met non  situé  sur  A  ;  les  trois  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en 
un  mémo  point  I  ;  les  quatre  points  analogues  à  I  et  les  centres  des 
«{uatrc  cercles  sont  sur  une  même  circonférence. 

91^  Étant  donnés  divers  cercles  qui,  pris  deux  h  deux,  admettent  le 
même  axe  radical  ;  si  un  cercle  variable  coupe  deux  de  ces  cercles  sous 
des  angles  constants,  il  coupera  également  chacun  des  autres  cercles 
sous  un  angle  constant. 

22*  Le  lieu  des  centres  des  cercles  orthogonaux  à  deux  cercles 
fixes  est  Taxe  radical. 
230  Montrer  que  le  cercle,  coupant  orthogonalement  trois  cercles 

donnés 

/'=o,  ç  =  o,4»  =  o 

qui,  pris  deux  à  deux,  n'ont  pas  le  môme  axe  radical,  est  le  lieu  des 
points  dont  les  polaires,  par  rapport  à  ces  trois  cercles,  sont  concou- 
rantes. 

a4<*  Démontrer  que  les  points  limites  d'un  faisceau  de  cercles  et  le 
point  à  l'infini  sur  l'axe  radical  ont  chacun  môme  polaire  par 
rapport  à  tous  les  cercles  du  faisceau. 
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COURBES  DU   SECOND  DKODË 


CHAPITRE  PREMIER 

Constraetion  des  Hgnem  du  second  deyré. 

114.  L'équation  générale  du  second  degré  entre  les  deux 
variables  ^  et  j^  est  de  la  forme 

(i)      Aa;«  +  2Bay  +  Cy*  +  2Dj?  +  2Ej(  +  P  =  o; 

elle  renferme  cinq  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de 
cinq  coefficients  au  sixième. 

Pour  nous  rendre  compte  des  différentes  formes  de 
courbes  qui  peuvent  être  représentées  par  cette  équation, 
résolvons-la  par  rapport  à  y. 

Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  l'équation  con- 
tient y  au  second  ou  seulement  au  premier  degré,  c'est-à-dire 
suivant  que  G  est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

Supposons  que  le  coefficient  G  ne  soit  pas  nul,  et  résolvons 
l'équation  par  rapport  à  y  ;  on  a 

W  »  =  -5î  +  ®±^v/Maî«  +  tiNx  +  P, 

enposantM  =  B*— AG,  N=BE  — CD,P  =  E«  — GF. 

Gonstruisons  la  droite  DD'  représentée  par  l'équation 

Bir-f  E 
y  = G 

Pour  chaque  valeur  de  x,  il  faut,  à  partir  de  la  droite  DD', 
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porter  de  part  et  d'autre  sur  Tordonnée  une  longueur  égale  à 


(.1 


La  droite  DU  (fig.  72),  gui  di- 
vise en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  Taxe  OY,  est 
un  diamètre  de  \b,  courbe;  la  quan- 
tité Y  est  la  valeur  de  l'ordon- 
née comptée  à  partir  du  dia- 
mètre. La  construction  du  lieu 
est  ainsi  ramenée  à  l'étude  du 
trinôme 

Mx«  +  aNo?  +  P 
et,  comme  la  forme  du  lieu  dé- 
pend principalement  du  signe  du  coefficient  M,  on  distingue 
trois  cas  principaux. 


Fig.    71 


GENRE  ELLIPSE 


iiS.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  coefficient  M,  c'est- 
à-dire  B*  —  AC  a  une  valeur  négative.  L'ordonnée  Y  n'est 
réelle  que  si  le  trinôme  a  une  valeur  positive.  Le  cas  que 
nous  examinons  se  subdivise  à  son  tour  en  trois  autres, 
suivant  la  nature  des  racines  de  ce  trinôme. 

lO  N«  —  MF  >  o.  Les  deux  racines  du  trinôme  sont  réelles 
et  inégales.  Désignons  par  af  la  plus  petite  et  par  a/'  la  plus 
grande;  le  trinôme  peut  s'écrire 

M(a?  — a/)(a?  — a?")>    ou    — M(a?  — iD')(af  —  a?); 

le  trinôme  est  positif,  et,  par  conséquent,  l'ordonnée  Y  est 
réelle,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  af  et  af; 
le  [trinôme  est  au  contraire  négatif,  et  l'ordonnée  imaginaire 
pour  toute  valeur  de  x  plus  petite  que  xf  ou  plus  grande  que  af\ 
Prenons  sur  l'axe  des  x  deux  points  P'  et  P''  ayant  pour 
abscisses  afet  a!\  et  par  les  points  P'  et  P^'  menons  des  parai- 
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lèles  FA\  P^'A"'  à  Taxe  des  y  ;  la  courbe  sera  toute  entière 
comprise  entre  ces  deux  parallèles.  L'abscisse  x  variant  de  af 
à  a/'y  l'ordonnée  Y  conserre  une  yaleur  finie,  et  part  de  la 
valeur  zéro  pour  revenir  à  zéro;  on  a  ainsi  une  courbe  fermée, 
qui  passe  par  les  points  A^  et  A'^,  et  i  laquelle  on  a  donné  le 
nom  à' ellipse. 

Une  valeur  de  x  comprise  entre  af  et  â/'  sera  l'abscisse  d'un 
point  P  compris  entre  F'  et  P'S  et  la  valeur  correspondante 
de  Y  sera  égale  à 

i:V^(-M)PP'.PP^ 
0 

Le  produit  variable  PP'  X  PP"  des  deux  segments  de  la  droite 
P'P"  est  égal  au  carré  de  l'ordonnée  du  cercle  décrit  sur  P'P' 
comme  diamètre  ;  quand  le  point  P  va  de  P'  au  point  I,  milieu 
de  PT'',  l'ordonnée  du  cercle,  et  par  suite  la  quantité  Y  qui  lui 
est  proportionnelle,  va  en  augmentant  ;  elle  diminue  au  con- 
traire, quand  le  point  P  va  de  I  en  F'.  La  quantité  Y  acquiert 
donc  sa  valeur  maximum^  quand  le  point  P  est  en  I,  c'est-à- 

direquanda?=  —^ — =— --;  cette  valeur  maximum  est  égale 

^  M 


à  ^ -^ A  partir  du  pointe,  milieu  du  diamètre  A' A", 

portons  sur  l'ordonnée,  et,  de  part  et  d'autre,  une  longueur 
égale  à  cette  valeur  maximum,  nous  aurons  deux  points  B'et 
B"  de  la  courbe,  et,  en  menant  par  ces  points  des  parallèles  au 
diamètre,  nous  formerons  un  parallélogramme  FGKH,  dans 
lequel  sera  comprise  l'ellipse. 

Il  est  clair  qu'à  deux  points  P  et  Q  également  distants  du 
milieu  I  correspondent  des  valeurs  égales  de  Y;  ces  valeurs, 
portées  de  part  et  d'autre  du  diamètre  DD',  donnent  les  quatre 
points  M,  M',  N,  N'.  Les  deux  triangles  CRM,  CSN'  étant 
égaux,  les  trois  points  M,  C,  N'  sont  en  ligne  droite  et  le  point 
G  est  le  milieu  de  MN';  ainsi  tous  les  points  de  la  courbe  sont 
deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  point  C,  milieu  du 
diamètre  A'A";  ce  point  G  est  donc  le  centre  de  l'ellipse.  On 
,Toit  également  que  les  droites  MN,  M'N'  sont  parallèles  au 
diamètre  A'A''  et  partagées  chacune  en  deux  parties  égales 
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par  la  droite  B^B'';  cette  droite  est  un  second  diamètre.  Les 
deux  diamètres  A!A'\  B'B'',  qui  partagent  chacun  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre»  sont  dits  dia- 
mètres  conjugués  de  Tellipse. 

ao  n^ ...  MP  =  o.  Les  deux  racines  af  et  a^'  sont  égaies,  et 
Ton  a 


^-^'-"M' 


Y  =  i=^V/M; 


le  coefficient  M  étant  négatif,  la  quantité  Y  est  imaginaire 
pour  toutes  les  valeurs  de  x^  excepté  pour  x=^af,  et  alors 
Y=3o;  réquation  n'admettant  qu'une  solution  réelle,  le  lieu 
est  un  point  unique  C  placé  sur  la  droite  DD'. 
3«  N«  —  MP  <  o.  Le  trinôme. 

MP-N* 


Ma?«  +  aNjî  +  P  =  M(a?  +  ^^y4- 


M 


est  négatif,  et  par  conséquent  Y  imaginaire,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x;  Téqualion,  n'ayant  pas  de  solution  réelle,  ne 
représente  aucun  lieu  géométrique. 


GENRE  HTPERBOLE 

Il  G.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  coefficient  M  a 
une  valeur  positive;  ce  cas  se  subdivise  aussi  en  trois. 

t/  1°  N*  —  MP  >  o.    Le  trinôme 

Mx"+aNa?  +  P 

que  Ton  met  sous  la  forme 

est  positif,  et,  par  suite,  Y  est 
réelle,  quand  x  varie  de  o/'  à  -|-oo 
et  de  a/  à — CX5  ;  d'ailleurs  Y  varie  en 
même  temps  de  0  à  oo.  Prenons, 
comme  précédemment,  sur  Taxe 
des  X  deux  points  P'  et  P"  ayant 
pour  abscisses  x'  et  o/'  et  menons  par  ces  points  deux  paral- 
lèles P'A',  P"A'  à  Taxe   des  y;  la  courbe  sera  située  en 
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dehors  de  ces  parallèles;  elle  se  compose  de  deux  parties 
séparées  Tune  de  l'autre  et  s*étendant  a  Tinfiai  (Qg.  73),  on  a 
donné  à  cette  courbe  le  nom  d^hyperbole.  Si  à  partir  du  point  I« 
milieu  de  PP",  on  prend  deux  longueurs  égales  IP  et  IQ  de 
part  et  d'autre  sur  Taxe  des  x^  les  valeurs  corespondantes  de 
Y  sont  égales;  le  point  G,  milieu  de  Â'A^  est  le  centre  de  la 
courbe,  et  les  deux  droites  DD'  et  IG  sont  deux  diamètres 
conjugués. 

117.  Considérons  la  valeur  de  y, 


M 

Lorsque  x  a  une  valeur  numérique  très  grande,  le  premier 
terme  de  la  quantité  placée  sous  le  signe  radical  est  très  grand 
par  rapport  à  la  valeur  absolue  du  second  ;  si  Ton  réduit  cette 
quantité  à  son  premier  terme,  on  a  une  valeur  approchée  de  y, 

(3)  y.= _±-(a;  +  ^jV^. 

L'équation  précédente  définit  deux  droites  distinctes,  qui  se 
coupent  en  un  point  du  diamètre  DD'  dont  l'abscisse  est  égale 

N 
à  —  r7,  c'est-à-dire  à  la  demi-somme  des  abscisses  des  points 
M 

P'  et  P";  ce  point  est  donc  le  centre  C  de  la  courbe.  Considé- 
rons la  branche  de  courbe  A"M;  si  C  est  positif,  cette  branche 
est  représentée  par  l'équation 

Ba?  +  E  ,    X  ,/^l     ,  NV  ,  MP-N» 

^= G      +cV^(^  +  m)  +— Âf— 

dans  laquelle  on  fait  varier  a;  de  j:;"  à  -fcx>  ;  prenons  en  même 
temps  la  droite  CL  qui  a  pour  équation 

ftr  +  E 


Wi  =  — 


r+èKi)^- 


Pour  une  valeur  quelconque  de  x  supérieure  à  ixl'^  l'ordonnée 
de  la  courbe  est  inférieure  à  celle  de  la  droite;  ainsi  la  branche 
A''M  est  comprise  dans  l'angle  LCD'.  La  différence  y  1  —  y  des  or- 
données qui  correspondent  à  une  même  abscisse  apour  valeur 
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-»=n[Kâ)^^-v/"KH)'+'-^^] 


N'— MP 
CM 


(*+S)v^+v/4+s)'+ 


MP— N* 


M 

Quand  x  augmente  indéfiniment,  le  dénominateur  augmente 
indéfiniment,  et,  par  conséquent,  la  différence  Pi—y  tend 
vers  zéro.  La  droite  CL,  dont  s'approche  indéfiniment  la 
branche  de  courbe  Â"M,  est  dite  asymptote  de  cette  branche 
de  cQurbe  qui  est  comprise  dans  l'angle  LCD'.  On  verrait  de 
même  que  les  branches  A''M.\  A'N,  À'N'  sont  comprises  dans 
les  angles  UCD^  H'GD,  HCD,  et  ont  pour  asymptotes  les 
droites  CL',  CH',  GH.  Ainsi  la  courbe  est  comprise  dans  les 
deux  angles  opposés  par  le  sommet  LCL,  HCH',  et  chacune 
des  droites  indéfinies  HL,  B!U  est  asymptote  à  deux  branches 
de  courbe. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  coefficients  angulaires  des 
asymptotes  sont  donnés  par  l'équation 

(4)  fn  = ^^, 

ou      (5)  Cw*  +  2Bm  +  A  =  o, 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  les  termes  du  second 
degré  de  l'équation  (i)â;par  i  et  y  par  f». 

118.  20  N»  —MP  <  o.  Le  trinôme. 

MP-N« 


Ma?»+aNx+P=M(rp  +  ^y  + 


M 

étant  la  somme  de  deux  quantités  positives,  la  valeur  de  Y 
est  réelle  pour  toutes  les  valeurs  deo?  et  ne  s'annule  jamais; 

I      /MP  — N"  N 

Yacquiertsavaleurminimum  — w  — rj= pour  a?  =  — rj» 

N 
Soit  I  (flg.  74)  le  point  de  Taxe  des  x  dont  Tabscisse  est  —  =rr; 

menons  IC  parallèle  à  l'axe  OY  et  prenons  les  longueurs  GB'  et 
GB"  égales  à  la  valeur  minimum  de  Y;  les  deux  points  B'  et 
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N  , 


B^appartiennentau  lieu.  Quanda?  varie  de—  —  à  +<^»  ou  de 


N, 


t\$,ié. 


—  w  à  —  oo,  la  valeur  de  Y  croit  in- 
M 

définiment;8idonc,  par  les  points 
B'et  B'',  on  mène  des  parallèles  au 
diamètre  DD',  la  courbe  se  com- 
pose de  deux  parties  distinctes 
situées  en  dehors  des  parallèles  et 
s'étendant  à  Tinâni  dans  les  deux 
sens.  On  donne  encore  à  cette 
courbe  le  nom  d'hyperbole. 


N 
Si  l'on  attribue  à  x  les  deux  valeurs  a?  =  —  rï 

M 


a,  ce  qui 


revient  à  porter  à  partir  du  point  I  les  deux  distances 
IP  =  IQ  =  a,  les  valeurs  correspondantes  de  Y  sont  égales; 
il  en  résulte  que  le  point  G  est  centre  de  la  courbe,  et  que 
les  deux  droites  DD^  IG  sont  deux  diamètres  conjugués. 
On  reconnaît  également  que  les  deux  droites 


Ba?4-E 
11  = ■ — 

*  G 


-éKi) 


VM 


qui  se  coupent  au  centre,  sont  asymptotes  des  branches 
infinies. 

119.  30  N«  —  MP  =  o.  On  a  alors 


et 


^=è\/«ha)'=^(-+H)> 


»  =  — 


Le  lieu  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  le 
diamètre  DD'. 


GENRE  PARABOLE 


180.  Supposons  enfin  que  le  coefficient  M  ou  B'-AG  soit 
nul.  La  valeur  de  Y  se  réduit  à 


iU  LIVRE  III,  CHAPITRE  I. 

Nous  subdivisons  ce  cas  en  plusieurs  autres. 

p 
1*  N>  o.  Si  Ton  pose rr  =0/,  on  a 

*"  aN 


Quand  x  varie  de  a/  à  +  oOi  la  quantité  Y  est  réelle  et  varie 

de  o  à  4~c^)  mais  elle  est  imaginaire 
pour  les  valeurs  de  x  inférieures  kx\  Si 
donc  par  le  point  F,  dont  l'abscisse  est 
af,  on  mène  FÂ'  parallèle  à  l'axe  des  y, 
la  courbe  est  tout  entière  située  à  droite 
de  cette  parallèle;  elle  passe  par  le  point 
A'  et  s'étend  à  Tinfîni  de  part  et  d'autre 
Fig.  75.  ^^  diamètre  DD'  (fig.  75);  on  a  donné  à 

cette  courbe  le  nom  de  parabole. 
aoN<o.  La  quantité  Y  est  réelle  quand  o?  varie  de  a?' à — 00; 
la  courbe  passe  par  le  point  A'  et  s'étend  à  l'infini  du  côté 
des  X  négatives;  on  l'appelle  aussi  parabole. 
30  N  =  o.  La  valeur  de  y  se  réduit  à 

Bx  +  E.irr 

y  = ^^cVP 

Si  P  est  positif,  cette  équation  représente  deux  droites, 
parallèles  au  diamètre  DD',  et  situées  à  égale  distance  de  ce 
diamètre.  Si  P  =  o,  ces  deux  parallèles  se  confondent  avec 
le  diamètre;  enfin,  si  P  est  négatif,  l'équation  n'a  pas  de 
solution  réelle. 

ISI.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  coef- 
ficient G  est  différent  de  zéro.  Lorsque  le  coefficient  C  est  nul, 
et  le  coefficient  A  différent  de  zéro,  on  pourrait  résoudre 
réquation  par  rapport  à  o;  et  construire  le  lieu  comme 
précédemment;  le  premier  terme  du  trinôme  placé  sous  le 
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radical  ayant  pour  coefficient  M  =  B*,  quantité  positive  ou 
nulle,  le  lieu  sera  du  genre  hyperbole  ou  du  genre  parabole. 
Mais  il  est  préférable  de  résoudre  Téquation  par  rapport  à  la 
variable  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré;  d'ailleurs,  cette 
méthode  est  seule  applicable  quand  les  deux  coefficients  k. 
et  G  sont  nuls  à  la  fois. 
En  ordonnant  réquation  (i)  par  rapport  à  y,  on  a 


d'où 


a(Bj?  +  E)  y  -j-  Az»  +  aDx  +  F 

Ax«  +  aDx  +  F 


=  0, 


y  =  — 


a{Bar+E) 


Supposons  d'abord  que  B  soit  difi'ërent  de  zére,  et  eflec- 
tuons  la  division,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  x,  jusqu*à  ce  que  Ton  arrive  à  un  reste  indé- 
pendant de  X.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le 
reste  est  difierent  de  zéro  ou  égal  à  zéro.  Dans  le  premier  cas 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 


Pour  fixer  les  idées,  supposons  ^ >  o.  Construisons  le  lieu  auxi- 
liaire  défini  par  l'équation  y  =ax  -\-  b,  et  posons  Y  =         . . 

X       u 

L*équation  y  =  oâ?  4~  6  représente  une  droite  HL  (fig.  76); 

pour  chaque  valeur  de  op,  il  faut  augmenter  Tordonnée  de 

cette  droite  d'une  quantité  QM 
égale  à  la  valeur  de  Y.  Cette 
quantité  devient  infinie  pour 
x  =  d;  prenons  donc  un  point  î 
ayant  pour  abscisse  d  et  menons 
H'L'  parallèle  à  OY.  Si  l'on 
donne  à  x  une  valeur  d  -{-  x^^  af 
étant  positive,  Y  a  une  valeur 
positive,  et  quand  â/  tend  vers 
zéro,  Y  augmente  indéfiniment  ; 

si,  au  contraire,  x^  augmente  indéfiniment,  Y  tend  vers  zéro; 

on  obtient  ainsi  une  première  courbe  oomprise  dans  l'angle 


Vig.  7ft. 
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h'CL  et  formée  de  deux  branches  infloies»  asymptotes  respec- 
tivement aux  deux  droites  CL  et  CU.  Aux  yaleurs  de  x  infé- 
rieures à  d  correspondent  des  valeurs  négatives  de  Y.  et  ron'. 
obtient  une  seconde  courbe  comprise  dans  l'angle  HGH',  et 
formée  de  deux  branches  infinies  asymptotes  aux  droites  CH, 
GH'.  Â  deux  valeurs  de  x'  égales  et  de  signes  contraires,  cor- 
respondent des  valeurs  de  Y  qui  sont  aussi  égales  et  de  signes 
contraires»  et  par  suite,  deux  points  M  et  M'  symétriques  par 
rapport  au  point  C  qui  est  centre  de  la  courbe.  Si  la  con- 
stante c  était  négative,  on  obtiendrait  encore  une  courbe  formée 
de  deux  parties  distinctes,  situées  dans  les  angles  HCL',  H'CL. 
Dans  les  deux  cas,  la  courbe  est  une  hyperbole. 
Si  le  reste  de  la  division  est  nul,  on  a 

Ax«  +  aDa?  +  F  =  —  a(B;c  +  E)  (or  -|-  6), 

et  réquation  prend  la  forme  (y  —  ox  —  b)  {Bx  -|-  E)= o;  elle 
se  décompose  en  deux  autres,  y  —  ax  —  £  =  o,  Ba?-{-E=oi 
qui  représentent  deux  droites,  dont  Tune  est  parallèle  à  Taxe 
des  y. 

Lorsque  A  est  nul  en  même  temps  que  C,  il  suffit  de  faire 
dans  la  discussion  précédente  a  =  o  ;  la  droite  DD'  devient  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x  ;  on  obtient  ainsi,  soit  une  hyperbole  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  soit  deux 
droites  respectivement  parallèles  aux  axes. 

Lorsque  les  deux  coefficients  B  et  C,  sont  nuls,  la  valeur 
de  y  est  de  la  forme  y  =  (u;*  +  bx  •\-c\  elle  est  réelle  quelle 
que  soit  la  valeur  de  â;  ;  en  faisant  varier  â;  de  —  oo  à  +  oo , 
on  obtient  une  courbe  s*étendant  à  Tinfini  dans  les  deux  sens  ; 
c'est  une  parabole. 

122.  RÉSUMÉ.  Dans  la  discussion  de  l'équation  du  second 
degré,  nous  avons  trouvé  trois  espèces  de  courbes:  des  courbes 
fermées,  des  courbes  formées  de  deux  parties  distinctes  s'éten- 
dant  à  Tinfini  dans  les  deux  sens,  des  courbes  formées  d'une 
seule  partie  s'étendant  à  l'infini  dans  les  deux  sens.  On  a  donné 
à  ces  trois  espèces  de  courbes  les  noms  d'ellipse,  d'hyperbole 
et  de  parabole. 
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Nous  avons  vu  au  commencement  de  cet  ouvrage  (liv.  I, 
chap.  II)  que  les  courbes  désignées  par  les  mêmes  noms  en 
Géométrie  élémentaire  sont  représentées  par  des  équations 
du  second  degré.  Nous  verrons  plus  tard  que,  réciproque- 
ment, toutes  les  courbes  représentées  par  réquation  du  se- 
cond degré  jouissent  des  propriétés  qui  servent  de  définitions 
en  Géométrie  élémentaire,  de  telle  sorte  que  les  deux  modes 
de  définitions  sont  équivalents. 

En  résumant  la  discussion,  on  voit  que  c'est  le  signe  de  la 
quantité  M  =  B'— AG  qui  indique  Tespèce  de  la  courbe 
représentée  par  Téquation  du  second  degré;  la  courbe  est 
une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la 
quantité  M  est  négative,  positive  ou  nulle. 

Toutefois  il  importe  de  se  rappeler  que  Téquation  ne  repré- 
sente pas  toujours  une  courbe,  ni  même  uu  lieu  ;  lorsque  la 
quantité  M  est  négative,  l'équation  représente  une  ellipse  ou 
un  point,  ou  n'admet  pas  de  solution  réelle;  lorsque  cette 
quantité  est  positive,  Téquation  représente  une  hyperbole, 
ou  deux  droites  qui  se  coupent;  enfin  quand  M  =  o,  l'équa- 
tion représente,  soit  une  parabole,  soit  deux  droites  paral- 
lèles, ou  une  seule  droite,  ou  elle  n'admet  pas  de  solution 
réelle. 

FORMES  DIVERSES  DU  POLYNÔME  DU  SECOND  DEGRÉ 

A  DEUX   VARIABLES 

123.  La  discussion  précédente  conduit  à  mettre  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  courbe  sous  diverses  formes  qu'il 
est  important  de  signaler.  Nous  distinguerons  encore  deux 
cas  principaux,  suivant  que  G  est  différent  de  zéro  ou  égal  à 
zéro. 

i<>  C$0.  En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y,  comme 

nous  Tavons   fait,  isolant  le  radical  v/Mj[?' +  aNa?  +  P  et 
élevant  au  carré,  ou  arrive  à  mettre  Téquation  sous  la  forme 

(6)  (Cy  +  B,r  +  E)«  —  {Mx*  +  aNaî  +  P)  =  o 


as  LIVRE  III,  CHAPITRE  I. 

Kn  supposant  M  différent  de  zéro  (genre  ellipse  ou  hyper- 
bole) et  décomposant  le  trinôme  Ma;*  -f  iNx-fP  en  carrés^ 
on  a  la  forme 

N«  —  MP 


(7)         (Cy  +  Ba?  +  E)«-M(a;  +  ^y  + 


M 


o 


En  supposant  M  =  o  (genre  parabole),  on  déduit  de  (G)  la 
forme 

(8)  (Cy  +  Ba?  +  E)*  — (aNa?  +  P)  =  o 

Ainsi,  lorsque  M  ^  o,  le  premier  membre  de  l'équation, 
est  décomposé  en  trois  carrés  (7)  dont  le  dernier  est  une 
constante,  ces  carrés  étant  affectés  de  signes  -|-  ou  —,  le 
premier  carré  est  affecté  du  signe  -f»  1^  deuxième  est  multi- 
plié par  —  M  qui  peut  être  positif  ou  négatif,  le  troisième 
peut  être  positif  ou  négatif.  Les  différentes  combinaisons 
de  signes  correspondent  aux  cas  que  nous  avons  rencontrés 
dans  la  discussion  générale  précédente.  Nous  les  résumerons 
dans  le  tableau  qui  suit,  où  nous  désignerons  le  carré  positif 

(Cy -j- Bo? -f  E)  par  a*,  le  carré  —  M  (a?-f  r;)  par  -f  p*  ou 

»  p*,  suivant  que  le  coefficient  —  M  est  positif  ou  négatif, 

N"  — MP 
enfin  la  constante  — rr —  par  -f-  **  ou  —  *•,  suivant  qu'elle 

est  positive  ou  négative. 

Lorsque  M  =  o,  l'équation  prend  la  forme  (8)  d'un  carré 
a*  suivi  d'une  fonction  linéaire  (aNo^  +  P)  ?uo  nous  désigne- 
rons par  Y  quand  N  est  différent  de  zéro;  quand  M  est  nul, 
cette  fonction  linéaire  se  réduit  à  une  constante  P,  que  nous 
désignerons  par  -f-  *•  ou  —  *•,  suivant  qu'elle  est  positive  ou 
négative. 

Nous  aurons  ainsi  le  tableau  ci-dessous,  dans  lequel  il  faut 
pour  le  moment  ne  pas  tenir  compte  des  indications 
inscrites  dans  la  troisième  colonne  qui  se  rapporte  au  cas 
C  =  o  examiné  plus  loin. 
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GENRE 

C50 

G=o 

COURBE 

FORME 
Di  l*Aquatio:< 

M<0  Ellipse. 

Nï— MP>o 
Nt— MP<o 
N»— MP=o 

Si  G =0  la  courbe 
n*est  jamais 
une  ellipse. 

nii^M  rMl6. 
Uli^  iufiuire 
Pnit. 

«84.  p2-.*l=0 

a^+p2=o 

M>o,  Hyperbole. 

N«  — MP50 
N»     MP— 0 

c^o 
c  =  o 

lyyerMi. 
ku  dnitfs  qii 

«2-p»=o 

M=o  Parabole. 

N  =  o,P>o 
N^o,P<o 
N=o,P=o 

B=o,E5o 
T.^  l  D«-AF>o 
^^=^(d«-AF==o 

PanMe. 
Broitd  ptnllèln 
réelles. 

U.  iuiinin. 
Drtilct  coifM^Btt. 

«2— 42=0 
(x«4.&2=o 
a«=o 

La  constante  c  qui  figure  dans  la  troisième  eolonne  a  jMur 


valeur  -r-  (—  AE»  —  FB»  +  aBDE). 

Ce  tableau  rend  manifeste  ce  fait  que  si  M<o»  avec 
N*  —  MP<o  réquation  ne  représente  aucun  lieu»  car  son 
premier  membre  est  alors  une  somme  de  trois  carrés 
a>  ^  p*  4-  ft*  qui  ne  peut  s^annuler  pour  aucune  valeur  réelle 
des  coordonnées  :  on  convient  de  dire  que  Téquation  repré- 
sente une  ellipse  imaginaire.  De  même  on  voit  immédiate- 
ment que  si  M  <  o  avec  N'  —  MP  =  o  l'équation  représente 
un  point,  car  son  premier  membre  a'  -f  p*  étant  une  somme 
de  deux  carrés  ne  peut  s'annuler  qu'au  point  dont  les 
coordonnées  annulent  à  la  fois  ces  deux  carrés,  c'est-à-dire 

N 
Gy-f-Bâ!;-{-E  et  ^+rr- "DsiT^s  le  cas  du  genre  hyperbole, 

réquation  représente  toujours  un  lieu  :  si  N'  —  MP  =  o,  elle 
représente,  comme  nous  avons  vu,  deux  lignes  droites  qui 
ise  coupent;  cela  est  évident  d'après  le  tableau  précédent,  car 
réquation,  étant  alors  de  la  forme  a*  —  p^  =  o,  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  facteurs  réels  du  premier  degré 
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(a  -f-  ^)  (<K  —  P)  =  o  ;  elle  est  donc  équivalente  au  systôme  de 
deux  équations 

a-f"P=o,  a— p  =  o 

qui  représentent  deux  droites  passant  par  le  point  d'inter- 
section de  a  =  o  et  p  =  o.  Par  analogie  avec  ce  cas,  on  dit 
quelquefois  qu'une  ellipse  point  est  un  ensemble  de  droites 
imaginaires  qui  se  coupent,  car  Téquation  est  alors  de  la 
forme  a*4-p'  =  o  ot  est  algébriquement  équivalente  à 
l'ensemble  des  deux  équations  linéaires 

a  +  p  V^— I  =0     a  —  pv/— 1=0 

qui  ne  représentent  rien,  mais  qu'on  convient  d'appeler 
équations  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées:  ces  deux 
équations  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  du  point  qui 
annulent  à  la  fois  oc  et  p,  c'est-à-dire  du  point  auquel  est 
réduite  Tellipse.  On  convient  de  dire  que  les  deux  droites 
imaginaires  se  coupent  en  ce  point. 

ao  c  =  o.  La  courbe  n'est  alors  jamais  du  genre  ellipse. 

Si  B  est  différent  de  zéro,  on  peut,  comme  on  Ta  vu  dans 
le  n®  lai,  mettre  l'équation  sous  la  forme 


y  =  (M?  +  ft  + 


X  —  d 
où  la  constante  e  qui  est  le  reste  de  la  division  de 

pa  a  B  ( 0?  +  s)  *  po^r  valeur 

c=  ^  (—  AE«  -  PB*  +  aBDE)  ; 

l'équation  s'écrit  donc  en  chassant  le  dénominateur 

(y  — or  — ft)(a?  — d)  — c  =  o. 

Le  premier  terme  est  un  produit  de  facteurs  linéaires  en  ar 
et  y  :  on  peut  aussi  le  mettre  sous  la  forme  d'une  différence 
de  carrés  a«  —  p«  en  écrivant 
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(y  —  ax  —  b-^-x  —  d)*      (y  —  ax  —  b—x  +  d)^        __ 

2  2 

équation  de  la  forme  a*  —  p*  ^  c  =  o,  c  désignant  une  con- 
stante positive  négative  ou  nulle. 

Si  c  est  différent  de  zéro,  on  a  une  véritable  hyperbole; 
si  c  =  o,  le  premier  membre  de  Féquation  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  et  la  courbe  se 
compose  de  deux  droites  qui  se  coupent. 

Si  B  est  nul  en  même  temps  que  G,  E  étant  différent  de  o, 
réquation  est 

Arp*  +  2Daî+î»Ey4-F  =  o; 

elle  représente  une  parabole  et  peut  s'écrire  sous  la  forme 
a*  —  Y  =  o,  a  et  Y  désignant  deux  fonctions  linéaires  dont  la 
première  se  réduit  à  x.  Si  en  outre  E  est  nul^  l'équation  est 
un  trinôme  en  x  égal  à  zéro  :  on  peut  l'écrire  : 

D«  — AF 


('+ï)"- 


A* 


=  o; 


elle  représente  deux  droites  parallèles  réelles,  imaginaires 
ou  confondues,  suivant  que  D*  ~  AF  est  positif,  négatif  ou 

nul.  Le  terme  x+'-r  est  une  fonction  linéaire  a,  la  con- 

A 

1)1 ^F 

stante  — j^ —  est  de  la  forme  db  t*  ;  l'équation  est  donc 

alors  de  la  forme  a*  ib  fc*  =  o. 

Ces  résultats  sont  résumés  dans  le  tableau  de  la  page  129; 
les  différentes  hypothèses  correspondant  au  cas  G  =  o  sont 
résumées  dans  la  troisième  colonne. 

Remarque.  Si  l'on  forme  la  quantité  N*  —  MP,  en  rem- 
plaçant M,  N,  P  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  coefficients 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  on  trouve 

(9)    N«  — MP=— G(AGF— AE*— GD«— FB«+2BDE). 

La  quantité,  entre  parenthèses,  qui  joue  un  rôlç  importaqt 
dans  la  théorie,  se  nomme  le  fiiscriminaiiU  de  la  courbe  :  on  la 
désigne  par  A  : 
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A  =  ACF  —  AE«  -  CD*  —  FB*  +  aBDE. 

Il  résulte  de  la  discussion  que  nous  avons  faite  et  qui  est 
résumée  dans  le  tableau  précédent  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  courbe  soit  un  système  de  deux  droites 
réelles,  imaginaires  ou  confondues  est 

A  =  o« 

En  effet,  si  G  et  M  ne  sont  nuls  ni  Tun  ni  l*autre,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  représente 
deux  droites  est  N"  —  MP  =  o ,  c'est-à-dire  d'après  (9)  A = o; 
si  G  est  différent  de  zéro  et  M  nul,  cette  condition  est.N  =  o 
o'est-à-dire  encore  A  =  o. 

Si  G  s=  o ,  et  B  différent  de  zéro,  la  condition  est  c  =  o , 
c'est'à-dire  d'après  la  valeur  de  c  ,  A  =  o. 

Si  G  et  B  sont  nuls,  cette  condition  est  E  =  o ,  c'est-à-dire 
encore  A  =  o . 

124.  Cherchons  directement  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  Téquation  générale  du  second  degré  repré- 
sente deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  c'est-à-dire  pour 
que  son  premier  membre  puisse  se  décomposer  en  un  pro- 
duit de  facteurs  linéaires  en  o;  et  jf  : 

( 1 0)  Aa?«-f aBaîy+Cy*+aDa;+aEy-f F=(te-f my-f-j9)(/'a7-f w'y-f pO. 

Remplaçons  dans  cette  identité  x  et  y  par  -  et  -.  puis 

2       z 

chassons  le  dénominateur  1',  nous  aurons  une  nouvelle 
identité  de  la  forme 

(11)  fix,y,z)  =  QR 

où      /(»,y,  j)  =  Arc*  +  *B^y  +  Cy*  +  ^Dxz  +  ^Ey^r  +  Fa* 

Inversement,  si  l'identité  (n)  a  lieu,  on  remonte  à  Tiden- 
tité  (10)  en  faisant  x^i.  Prenons  les  dérivées  partielles 
successives  des  deux  membres  de  l'identité  (i  i)  par  rapport 
à  x,y,i,  nous  aurons 
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f;^=^{Ax  +  By  +  Dz)  =  lR  +  rQ 
(la)  /"y  =  a(Ba?  +  Cy  +  Ez)  =  wR  +  m'Q 

/;  =  îà(Da?+Ey  +  Fz)  =pB  +p'Q. 

Il  existe  évidemment  au  moins  un  système  de  valeurs 
Aex,yyZ  ,  x  =  a  ,  y  =  b  ,  z=c  qui  annulent  &  la  fois  lea 
fonctions  linéaires  P  et  Q  ,  a ,  6  ,  c  n^étant  pas  nuls  tous 
trois.  D'après  les  identités  (it»),  les  mêmes  valeurs  a,  6,  ç 
annulent   simultanément   f^  ,  f^  ,  /'j .    Ainsi,  lorsque  Is^ 

conique  est  décomposée  en  deux  droites,  les  trois  équations 

Ax  +  By  +  D>2r  =  o 
(i3)  Baî  +  Cy-fE-=o 

Dx  +  Ey  +  Fz  =0 

linéaires  et  homogènes  en  x,y,z  admettent  au  moins  une 
solution  a?  =  fl  ,  y  =  b  ,  jj  =  c  dans  laquelle  les  trois  incon- 
nues ne  sont  pas  nulles  à  la  fois.  Donc  le  déterminant  des 
coefficients 


A  = 


A  B  D 
B  C  E 
D    E    F 


est  nul.  Ce  déterminant  n'est  autre  chose  que  le  discriminant 
écrit  plus  haut  (Remarque)  sous  forme  développée. 

La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire.  Elle  est  suffisante.' 
En  effet,  supposons-la  remplie  :  il  existe  alors  un  système 
de  valeurs  a,  b,  c,  de  x^  y,  z,  non  nulles  toutes  trois,  vérifiant 
les  équations  (i3),  c'est-à-dire  annulant  fin^t'^^fi^  Soit  par 

exemple  c  différent  de  zéro  :  faisant  le  changement  de 
variables, 

(i4)  j/  =  ft2'  +  y' 

z  =  cz\ 

la  fonction  /(a?,  y,  z)  deviendra 
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c'est-à-dire  en  développant  et  se  rappelant  que  la  fonction  est 
homogène  et  du  second  degré  en  x^  y,  z  et  que  par  suite  ses 
dérivées  sont  bomogènes  et  du  premier  degré, 

Les  dérivées  f^  et  f  sont  nulles  :  /(a,  b,  e)  est  nul  aussi  en 

vertu  de  l'identité  facile  à  vérifier  (théorème  des  fonctions 
homogènes). 

^f{a,b.c)=ar^+br,+cr,. 

La  fonction  fix^y^z)  est  doncidentiqueàrexpression  Ao?'*  -|- 
aBo/y'-j-Cy'*  qui  se  décompose  évidemment  en  un  produit  de 
deux  facteurs  linéaires  (Xa/  +  H-y)  0"'^  +  f^V)  «t  l'on  a  identi- 
quement 

f{x,  y,  z)  =  (Xo/  +  HiîO  (k'xf  -f  fi'îfO- 
Revenant  aux  variables  x,y,z  k  l'aide  des  équations  (14)  qui 
donnent 

on  a  pour  /une  expression  de  la  forme 

f(x,  y,  z)  =  [Ix  -f  my  +pz)  {l'x  -f  m'y + p'z). 
Remarque.  Nousdésigneronspar  a,  b,  o,  d,  e,  f  les  mineurs 
du  discriminant  A  relatifs  aux  éléments  A,  B,  G,  D,  E,F; 
ainsi 

a  =  CF  -E«     ,  b  =  DE  — BF  ,  o  =  AF  — D* 
d  =  BE  — CD    ,  e=BD-AE  ,  f=AC«B«. 

Le  genre  de  la  conique  dépend  du  signe  de  f  :  quand  f  est 
nul,  la  courbe  est  du  genre  parabole. 

Diaprés  ces  notations,  on  a  en  développant  le  déterminant 
A  par  rapport  aux  éléments  d'une  ligne 

A  =  Aa-t-Bb-f  Dd  =  Bb  +  Co-j-Ee  =  Dd-|-Ee-f  Ff. 

IS4  6Î9.  Pour  terminer,  cherchons  les  conditions  nëce> 
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saires  et  suffisantes  pour  que  la  conique  soit  formée  de  deux 
droites  confondues.  Le  premier  membre  de  l'équation  est 
alors  le  carré  parfait  d'une  fonction  linéaire  des  coordonnées 
et  Ton  a  Fidentité 

(i  5)  f{x,  y,  jar)  =  (/  a?  +  my  -\'Pzy . 

En  prenant  les  dérivées  partielles  des  deux  membres  de 
cette  identité,  on  voit  immédiatement  que  les  trois  équations 
linéaires  (iS)  se  réduisent  à  une  seule 

(i6)  lx-\-my'\-pz  =  o. 

Elles  ont  donc  leurs  coefficients  proportionnels,  ce  qui 
revient  à  dire  que  tous  les  mineurs  de  A  sont  nuls. 

(i^)    a=o  ,  b  =  o  ,  c  =  o  ,  d  =  o  ,  e  =  o  ,  f=o. 

Par  exemple,  les  conditions 

A      B_D 

B""c;~E 

donnent  en  chassant  les  dénominations  f==  o  ,  d=o;  etc.. 
On  peut  aussi  vérifier  directement  ces  conditions,  car 
ridentité  (i5)  donne 

A  =  /S  C  =  m»,  F=p« 
B  =  lm,D=lp,  E  =  mp. 

Formant  les  mineurs  a,  b,  c,...  on  trouve  qu'ils  sont  tous 
nuls. 

Ces  conditions  (17)  sont  d'ailleurs  suffisantes  pour  que  le 
premier  membre  de  Téquation  soit  un  carré  parfait.  En 
effet,  si  elles  sont  remplies,  les  trois  coefficients  A,  G,  F 
ne  peuvent  être  nuls  tous  trois,  car  les  conditions  (17)  exi- 
geraient que  B,  D,  E  fussent  nuls  aussi  et  tous  les  coeffi- 
cients seraient  nuls.  Supposons  alors  A  différent  de  zéro, 
on  aura 

Af{co,  y,  z)  =  A«aj»  +  2  AB  Ty  +  ACy»  +  2  ADo^^-f  a  kKyz +AFzK 
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Or,  d'après  les  conditions  (17)  supposées  remplies,  on  a 

AC  =  B«  ,  AE  =  BD  ,  AP=D« 

et  la  relation  ci-dessus  donne 

kf{x,  y,  z)  =  (Afl?  +  By  +  T>z)\ 

Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  avec  plus  de  détails  à  la 
fin  du  livre  III. 


TANGENTE  AUX  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

125.  Soit/(a?»  y)  =  oTéquation  d'une  courbe  ;  sil'on  appelle 
07  et  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  X  et  Y  les  coor- 
données variable  d'un  point  quelconque  de  la  tangente, 
nous  avons  vu  (n^  89)  que  la  tangente  est  représentée  par 
l'équation 

(X-rr)/'^  +  (Y-y)/;  =  o, 

ou  ^fL+'^fi-i^n+yÇ^o. 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  on  a 

f(x,  y)  —  Ax*  -f  2Bxy  +  Cy*  +  aDo?  +  aEy  +  F; 
f;^  =  :t{kx  +  By+D)    ,    f;=^(Bx+Cy+E), 

^n + yfy = <^^'  +  ^B^y + cy' + D^ + Ey). 

Le  point  de  contact  M  étant  situé  sur  la  courbe,  ses  coordon* 
nées  X  eiy  vérifient  l'équation 

(i)  Ax^  +  2B,ry  +  Cy«  +  iDx  +  aEy  +  F  =  o  ; 

on  en  déduit 

Ax^  +  2Bxy  +  Cy*  =  —  (aDo?  +  aEy  +  F), 

et,  par  suite, 
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L^équation  de  la  tangente,  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
X  et  y,  devient  ainsi 

(a)  (A5:+By+D)X  +  (Bj:+Cy+E)Y+(Dr+Ey+F)=o. 

On  remarque  que  les  coordonnées  x  et  y  du  point  de  contact 
n'y  entrent  qu*au  premier  degré.  Gomme  cette  équation  peut 
être  mise  sous  la  forme 

(3)  (AX+ÈY+D)x+(BX+CY+E)y+(DX+EY+F)  =  o, 

on  remarque  aussi  qu'elle  ne  change  pas,  quand  on  permute 
X  et  X,  Y  et  y. 

Proposons -nous  maintenant  de  mener  des  tangentes  à  la 
courbe  par  un  point  donné  P,  non  situé  sur  la  courbe,  et 
ayant  pour  coordonnées  Xx  et  y^ .  Prenons  pour  inconnues  les 
coordonnées  x  et  y  de  Tun  des  points  de  contact  M  ;  ces  co- 
ordonnées doivent  vérifier  Téquation  (i);  la  tangente  au 
point  M  est  représentée  par  Téquation  (2)  ;  cette  tangente  de- 
vant passer  par  le  point  P,  les  coordonnées  de  ce  point  véri- 
fieront réquation  (a)  ou  Téquation  (5),  et  Ton  aura 

(4)  (Aa:t+By,+D)a:4-(Bx,+Gyi+E)y +Da?i+Eyt+F  =  o. 

Les  coordonnées  x  et  y  sont  donc  déterminées  par  les  deux 
équations  simultanées  (1)  et  (4).  L'une  étant  du  second  degré, 
l'autre  du  premier  degré,  le  système  de  ces  deux  équations 
admet  deux  solutions,  et  l'on  peut  mener  par  un  point  donné 
P  deux  tangentes  à  une  courbe  du  second  degré.  La  résolution 
de  ces  deux  équations  revient  à  chercher  les  points  d'intersec- 
tion des  lignes  définies  par  chacune  d'elles;  la  première  est  la 
courbe  proposée,  la  seconde  une  droite  passant  par  les  deux 
points  de  contact.  On  peut  remarquer  que  Téquation  (4)  de  la 
corde  des  contacts  a  la  même  forme  que  l'équation  (a)  de  la 
tangente;  il  suffit  de  remplacer  dans  celle-ci  les  coordonnées 
du  point  de  contact  par  celles  du  point  P. 

126.  Cherchons  la  condition  pour  qu'une  droite  y  =  war  -(-  * 
soit  tangente  à  une  courbe  du  second  degré.  Si  dans  l'équa- 
tion (1)  on  remplace  y  par  mX'\'ky  on  obtient  une  équation 
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du  second  degré  en  x^  donnant  les  abscisses  des  points  d'in- 
tersection de  la  droite  et  de  la  coarbe;  la  droite  devient  tan* 
gente,  quand  les  deux  racines  sont  égales;  on  obtient  ainsi 
l'équation  de  condition 

am"  —  abm  +  O  -[-  adm*  —  aefc  +  f A*  =  o. 
Si  Ton  prend  Téquation  de  la  droite  sous  la  forme 

uaf  -|-  ry  + 1  =  o, 
la  condition  devient 

(5)  au'  +  abtiv  +  et;*  -j-  adti  -f-  aew  +  f  =  o. 

On  rendra  le  calcul  plus  symétrique  de  la  façon  suivante. 
Considérons  la  droite 

MX  +  t;Y+i=o 

et  supposons  qu'elle  soit  tangente  à  la  courbe  au  point  de  coor- 
données X  et  y.  Alors  Téquation  de  la  droite  devra  être  iden- 
tique à  celle  de  la  tangente  en  ce  point  et  Ton  devra  avoir, 
en  désignant  par  X  un  coefficient  de  proportionalité  : 

ti  =  X(Aa?4-By  +  D) 

(6)  t;  =  X(Bar  +  Cy-|-E) 

i=X(Dj:+Ey  +  F). 

En   multipliant  la  première  de  ces  équations  par  x^  la 
deuxième  par  y  et  les  igoutant  à  la  troisième  on  a  : 

ux  +  vy+i=  X(Ax*  +  2Bjy-{-Cy"-t-2Dx  +  aEy+P); 

comme  le  point  x^y  est  sur  la  courbe,  le  second  membre  est 
nul  et  Ton  a  : 

uX'\'Vy+  i  =  0 
ou  'k(ux  +  vy'\' i)  =  o. 

Cette  équation  jointe  aux  équations  (6)  donne  un  système  de 
quatre  équations  du  premier  degré  en  Xx,  Xy  et  X.  L'élimina- 
tion de  ces  trois  quantités  fournit  la  condition  cherchée  sous 
forme  d'un  déterminant  : 


A 
B 

B 

C 

D 

E 

u 

V 

D 

E 

F 

I 

u 

V 

1 

0 

=  0 


dont  le  développement  conduit  à  l'équation  (5). 
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CHAPITRE  II. 


diamètres  et  axes  des  courbes  du  seeond  de^pré. 

CENTRE. 

1S7.  Nous  ayons  appelé  centre  d*ane  courbe  un  point  fixe 
C,  par  rapport  auquel  tous  les  points  de  la  courbe  sont  symétri- 
ques deux  à  deux.  En  discutant  l'équation  générale  du  second 
degré,  nous  avcais  reconnu  que  l'ellipse  et  l'hyperbole  ont  un 
centre.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  direc- 
tement le  centre  d'une  courbe  du  second  degré,  sans  résoudre 
l'équation.  La  méthode  que  nous  suivrons  repose  sur  ce  théo- 
rème :  quand  l'origine  des  coordonnées  est  centre  d'une  ligne  du 
second  degré,  l'équation  de  la  ligne  ne  contient  pas  de  termes 
du  premier  degré. 

Soit,  en  effet, 

(i)  Aar»  +  2Bxy  +  Cy*  +  aDj?  +  aEy  +  F  =  o 

l'équation  d'une  ligne  du  se- 
cond  degré  ayant  l'origine  pour 
centre  (fig.  77)  ;  l'équation  d'une 
droite  MM'  m^née  par  l'origine 
est  de  forme  y  =  mx.  L'élimina- 
tion de  a^entre  cette  équation  ^^  ^ 
et  celle  de  la  courbe  donne 
^*»-  '''  l'équation 

(a)        (A  4-  aBm  +  CîTi') .r«  +  a  (D -J-Em)  x  +  F  =  o, 

qui  détermine  les  abscisses  des  deux  points  de  rencontre. 
L'origine  étant  le  milieu  de  la  droite  MM',  Féquation  précé- 
dente doit  avoir  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x 
foit  égal  à  zéro;  on  a  ainsi  D  -|-  Em=:0|  et,  comme  cette  con« 
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dition  doit  être  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  m,  on 
doit  avoir  séparément  D=o,  £=o.  Réciprcquement,  lorsque 
ces  conditions  sont  rempliesi  Téquation  (2)  a  ses  deux  racines 
égales  et  de  signes  contraires,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m, 
et,  par  suite,  l'origine  est  centre  de  la  courbe. 

128.  Pour  reconnaître  si  un  lieu  du  second  degré  a  un 
centre,  on  transportera  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
en  un  point  arbitraire,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées 
par  a  et  b^  puis  on  examinera  si  Ton  peut  déterminer  ces 
quantités  de  manière  que  la  nouvelle  équation  ne  renferme  pas 
de  termes  du  premier  degré. 

Les  formules  pour  déplacer  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  sont  or = a -f^)  y=^à'\-y'.  En  substituant  dans  Téqua- 
tion  (i),  on  obtient  Téquation  nouvelle 

(5)Aar'*  +  2Bjcy+Cy'«+a(Aa  +  Bé+D)a:'+2(Ba+C6+E)y' 
+  Aa«-f  2Ba6  +  C6«  +  2Da  +  2E*  +  F  =  o, 

dont  il  importe  de  remarquer  la  composition.  Désignons,  pour 
abrég<^r,  par/*(r,  y)  le  premier  membre  de  réqualion(i)  qui 
est  une  fonction  entière  du  second  degré  en  â:  et  y\  dans 
réquation  (3),  les  termes  du  second  degré  sont  les  mêmes  que 
dans  réquation  (1);  les  termes  du  premier  degré  ont  pour 
coefficients  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  /  [x,  y)  prises 
par  rapport  aux  variables  x  et  y,  et  dans  lesquelles  on  a  rem- 
placé ces  variables  par  a  et  6;  enfin  le  terme  constant  est  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  f{x^  y)  pour  j?  =  a,  y  =  &.  L'é- 
quation (2)  peut  donc  s'écrire  ainsi  : 

(4)  Aa:'«+2Ba/y'  +  Cy'»+/:(a,i)^+/;(a.  à)^  +  f{fl,b)  =  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  xf  et  de  y\  on  obtient  les 
deux  équations  du  premier  degré 

,..  J  Aa+B*  +  D  =  o. 

^^  |Ba  +  G*  +  E  =  o. 

On  voit  par  là  que  Con  détermine  le  centre  (Tune  courbe  du  fe- 
tond  degré  en  réeolvant  les  deux  équaHone  que  F  on  obtient  en  éga^ 
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lant  à  zéro  ks  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  l'équation 
proposée,  prises  par  rapport  à  x  et  à  y. 

129.  Si  Ton  considère  a  ei  b  comme  des  coordonnées 
variables,  chacune  des  équations  (3)  définit  une  droite,  et  il 
y  a  lieu  de  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  que  le  dénomi- 
nateur commun  des  valeurs  des  inconnues,  ou  le  détermi- 
nant AG  — B'  que  nous  avons  représenté  par  —  M  ou  f,  est 
différent  de  zéro,  ou  égal  à  zéro. 

ao  Lorsque  le  déterminant  f  est  différent  de  zéro,  les  deux 
équations  sont  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  de  a  et 
de  b  et  par  un  seul;  les  deux  droites  se  coupent;  la  ligne  admet 
un  centre  et  un  centre  unique^  dont  les  coordonnées  sont, 
d'après  les  notations  du  n<»  ia4 

d 

(6)  \ 

b  =  j. 

20  Lorsque  le  déterminant  f  est  égal  à  zéro  (genre  para- 
bole), les  droites  sont  parallèles  ou  se  confondent;  dans  le 
premier  cas,  le  lieu  n'a  pas  de  centre  ;  dans  le  second  cas,  il 
admet  comme  centre  chacun  des  points  de  la  droite  définie 
par  l'une  des  équations  (5).  Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce 
dernier  cas,  le  lieu,  s'il  existe,  se  compose  nécessairement 

de  deux  droites  parallèles.  Soit,  en 
effet,  ce  la  droite  lieu  des  centres 
(ûg.  78),  et  M  un  point  appartenant  au 
lieu;  joignons  le  point  M  aux  divers 
points  de  la  droite  CG^  et  prolongeons 
chacune  de  ces  droites  d'une  longueur 
égale  à  elle-même,  les  points  N,  N', 
N'...,  ainsi  obtenus,  appartiendront 
encore  au  lieu;  or,  tous  ces  points  sont  situés  sur  une  paral- 
lèle à  ce.  En  opérant  de  même  avec  le  point  N,  on  aurait 
une  seconde  parallèle  MM'.  D'ailleurs,  l'équation  (i)  ne  peut 
pas  représenter  d'autres  points  que  ceux  de  ces  droites; 
autrement  une  droite  rencontrerait  le  lieu  en  plus  de  deux 
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points.  Si  le  point  M  était  situé  sur  la  droite  CC,  les  deux 
parallèles  se  confondraient  avec  le  lien  des  centres. 

130.  Lorsque  la  courbe  admet  un  centre,  si  l'on  transporte 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  Téquation 
se  simplifie  et  devient 

(7)  Aa/»  +  2Bâ?y  +  Cy'»  +  H  =  o, 

puisque  les  termes  du  premier  degré  disparaissent.  Le  terme 
constant  H  de  la  nouvelle  équation  a  pour  valeur 

H=Aa*  +  aBa*-f  G6*  +  2Da  +  2E*+F. 
aeib  désignant  les  coordonnées  du  centre.  Mais  les  quan- 
tités a  et  A  satisfont  aux  équations  (5)  ;  si  Ton  multiplie  les 
deux  membres  de  chacune  d'elles  respectivement  par  aeib 
et  que  Ton  ajoute,  il  vient 

Aa*  +  aBaô  +  Cé*  +  Da  +  E*  =  o, 

d'où 

Aa«  +  aBaé  +  Cft»  =  —  (Da  +  Eb), 

et,  par  suite, 

H  =  Da  +  Eft  +  F, 

et  en  remplaçant  a  et  6  par  leurs  valeurs  (6) 

(8)  H  =  |. 

Lorsque  le  discriminant  A  est  nul,  l'équation  se  réduit  à 

(9)  Aa/*  +  aBa/y'  +  Cy'«  =  o, 
d'où  

/    ^  ^      -Bdby/B'-AG^ 

Si  la  quantité  B'  —  AC  est  négative,  l'équation  n'admet 
qu'une  solution  réelle  a/  =  o,  {^  =  0.  Si  elle  est  positive, 
l'équation  représente  deux  droites  passant  par  l'origine. 
Dans  ce  cas,  l'équation  (7},  dans  laquelle  on  attribue  à  la 
constante  H  une  valeur  quelconque,  définit  une  hyperbole  ; 
nous  avons  vu  (n<>  117)  que  les  asymptotes  d'une  hyperbole 
passent  par  son  centre,  et  que  leurs  coefficients  angulaires 
sont  donnés  par  la  formule 

dtz-B  v/b»  — AC 
m= ^ ; 
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odB  asymptotes  ne  sont  autre  chose  que  les  droites  représen- 
tées par  réquation  (lo)  ou  par  réqnation  (9).  Ainsi,  quand 
une  équation  du  second  degré  représente  une  hyperbole  rap- 
portée à  son  centre,  on  obtient  l'équation  des  asymptotes  en 
supprimant  le  terme  constant  dans  Téquation  proposée. 

On  conclut  de  là  que,  si  Téquation  générale  du  second 
degré 

f{x,y)=iAx^  +  iBxy  +  Gy"  +  aDx  +  aEy  +  F  =  o 
représente  une  hyperbole,  Téquation 

représente  l'ensemble  des  deux  asymptotes.  En  effet  si  Ton 
porte  l'origine  au  centre  de  la  courbe,  /(or,  y)  devient 

Ax'»  +  aBa:y+Cy'«+|; 

donc  l'équation  (u)  devient 

Aa?'*  +  aBa/y'  +  Cy'»=o, 
ce  qui  est  l'équation  des  asymptotes. 

DIAMÈTRES. 

i3i.  Si  Ton  coupe  une  courbe  du 
second  degré  par  une  série  de  droi« 
tes  parallèles,  le  lien  des  points  mi- 
lieux I  des  cordes  MM',  terminées  aux 
deux  points  de  rencontre,  est  un  dia-' 
mètre  de  la  courbe.  Soit  m  le  coefficient 
Fig,  7».  angulaire  des  cordes,  et 

(0    fi^i  y)  =  Aa?*  +  aRry  +  Cy*  +  aDx  +  aEy  +  P  =  o 

réquation  de  la  courbe.  Si  Ton  transporte  les  axes  parallèle- 
ment i  eux-mêmes  en  un  point  arbitraire  I  du  plan,  ayant 
pour  coordonnées  a  et  b^  l'équation  de  la  courbe  devient  (n^iaS) 

(i)  Ar"  +  aBo/y'  +  Cy'«  +  /:  (a,  b)  x'  +  /;(a,*)y'  +  /(a,*)  =  0. 
Menons  acluellement  par  ce  point  I  une  par  allàle  MM'  à  la 
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direction  donnée,  l'équation  de  cette  parallèle  est  y  =  nu/. 
L'élimination  de  %f  entre  cette  éqnation  et  celle  de  la  courba 
conduit  à  l'équation  du  second  degré 

(i  i)  [A+aBm+Gm»]a^«+[/:  (a, J)  +/;  (a,  6)m]  x'^fifl,  h)  =  o, 

qui  donne  les  abscisses  des  points  de  rencontre*  Lorsque  la  va- 
leur attribuée  à  m  n'annule  pas  le  trinôme  A  +  aBw  +  Cm*, 
coefficient  de  x^^  chacune  des  sécantes  rencontre  la  courbe 
en  deux  points  ;  si  l'on  suppose  que  Torigine  I  soit  placée  au 
milieu  de  la  corde  MM'  (fig.  79),  l'équation  (11)  ayant  ses  ra- 
cines égales  et  de  signes  contraires,  on  aura  la  relation 

(la)  /:(a,  *)  +  »«/;(«,  *)  =  o; 

cette  équation,  devant  être  satis&ite  par  les  coordonnées  da 
point  milieu  de  l'une  quelconque  des  cordes  considérées,  est 
l'équation  du  lieu.  Si  Ton  y  remplace  a  et  i  par  or  et  y,  elle 
devient 

(t3)  /:(a?,y)  +  »w/^;(a?,y)  =  o, 

ou 

(i4)  (Ax  +  By  +  D)  +m(Ba:-|-Cy  +  E)  =  o. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré,  on  en  conclut  que  le 
diamètre  qui  correspond  à  une  série  quelconque  de  cordes 
parallèles  est  une  droite  DD'.  Appelons  m' le  coefficient  angu- 
laire du  diamètre  ;  nous  aurons  la  relation 


(.5) 

"*"      B  +  Cm' 

ou 

(16) 

Cinm'  +  B(m  -f  m')  +  A  =  o 

132.  Remarque  i.  —  Les  valeurs  de  a;  et  y  qui  satisfont  aux 
équations  simultanées 

Aa?  4-  By  +  D  =  0 ,      Bx  +  Gy  +  E  =r  o, 

vérifient  Téquation  (14),  quelle  que  soit  la  valeur  de  m  ;  donc, 
si  le  lieu  a  un  centre  unique,  tous  les  diamètres  passent  par 
le  centre,  et,  s'il  en  a  une  infinité,  tous  les  diamètres  se  con- 
fondent avec  le  lieu  des  centres. 
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Les  deux  équations,  qui  déterminent  le  centrai  représen- 
tent deux  diamètres  ;  le  premier  correspond  aux  cordes  paral- 
lèles i  Taxe  des  x,  le  second  aux  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y. 
On  les  obtient  en  faisant  m  =o  ou  m = oo. 

133.  Rbiiarqub  il  —  Lorsque  la  courbe  est  une  ellipse,  le 
trinôme  Â-{-aBm-(*Gm*,  ayant  ses  racines  imaginairesi  est 
toiQours  di£rérent  de  zéro  ;  à  toute  direction  des  cordes  corres- 
pond un  diamètre  défini  par  l'équation  (i4). 

G^tte  équation  (14},  si  Ton  7  considère  m  comme  un  para- 
mètre arbitraire,  représente  toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  centre  ;  on  en  conclut  que  toute  droite  passant  par  le 
centre  est  un  diamètre. 

Rbmarqub  m.  —  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  le  trinôme 
A -f- ^Bm -)*  Gm*  s'annule  pour  deux  valeurs  réelles  de  m,  qui 
sont  précisément  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes. 
Si  l'on. attribue  à  m  l'une  de  ces  valeurs,  Téquation  (11)  s'a- 
baissant  au  premier  degré,  chacune  des  sécantes  ne  rencontre 
la  courbe  qu'en  un  point.  Si,  en  outre,  les  coordonnées  a  et  & 
du  point  I,  par  lequel  on  mène  la  sécante,  vérifient  la  rela- 
tion (12),  l'équation  (ii),  ayant  ses  deux  premiers  coefficients 
nuls,  n'admet  plus  de  solution  ;  la  droite  représentée  par  l'é- 
quation (14)  est  alors  le  lieu  des  points  I  tels  que  les  parallèles 
menées  par  chacun  de  ses  points  à  la  direction  donnée  ne 
rencontrent  pas  la  courbe;  mais,  en  vertu  de  la  relation  (16), 
la  valeur  de  mf  étant  égale  à  m ,  toutes  ces  parallèles  se  con- 
fondent avec  la  droite  (14)  elle-même.  Gomme  cette  droite  passe 
par  le  centre,  c'est  l'une  des  asymptotes. 

L'équation  (14),  si  Ton  y  considère  m  comme  un  paramètre 
arbitraire,  représentant  toutes  les  droites  qui  passent  par  le 
centre,  on  en  conclut  que  toutes  ces  droites,  excepté  les  deux 
asymptotes,  sont  des  dietmètres. 

134.  Remarque  iv.  —  Dans  le  caa  de  la  parabole,  on  a 

a     b 

AG— B*  ss  0,  ou  ^  =  7;  ;  il  en  résulte  que  la  valeur  de  mf 
donnée  par  l'équation  (i5}|  est  indépendante  de  m  et  égale  à 

6IÉOM.  ANALTT.  10 


i46  LIVRE  III,  CHAPITRE  IL 

—  ^;  ainsi  toas  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles 

entre  eux. 
Le  trinôme  A-4-aBm-4-Gm*  a  ses  deux  racines  égales  à 

—  r7  coefficient  angulaire  des  diamètres.  Si  l'on  mène  des 

sécantes  parallèles  à  cette  direction,  chacune  d*elles  ne  cou- 
pera la  courbe  qu*en  un  point.  D'autre  part,  quand  on  attribue 

à  m  la  valeur—  7; ,  les  coefficients  de  x  et  y  dans  Téquation  (14} 

deviennent  nuls  et  l'équation  cesse  de  représenter  une  droite. 
L'équation  (i4).  dans  laquelle  on  regarde  m  comme  un  para- 
mètre arbitraire,  représente  toutes  les  droites  parallèles  i  la 

direction  —  -^  ;  on  en  conclut  que  toute  droite  parallèle  i  cette 

direction  est  un  diamètre  de  la  parabole. 
Lorsqu'on  a  en  même  temps  AC  —  B*  =  o  et  BE  —  CD  =  o, 

ART) 

ou  —  =  7;  =  rr,  le  lieu  du  second  degré  se  compose  de  deux 

droites  parallèles;  si  l'on  appelle  —m' la  yaleur  commune  des 
rapports  précédents,  on  a 

Ax  + By +D  =  —  m'(Bx  +  Cy  +  E), 

et  réquation  (i4)  se  réduit  à 

(w  —  m')(Br  +  Gy  +  D)  =  o. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  tous  les  diamètres  coïncident 

DUICÈTRES  CONJUGUÉS. 

13tt.  Supposons  AC  —  B'  différent  de  zéro.  Les  deux  coef- 
ficients m  et  m' sont  liés  par  la  relation 

(16)  Cmin'  +  B(w  +  m')  +  A  =  o. 

Imaginons  que  Ton  mène  des  sécantes  telles  que  MM'  paral« 
lèles  au  diamètre  DD'  (flg.  79);  soit  m''  le  coefficient  angulaire 
du  diamètre  BB".  qui  divise  ces  cordes  en  deux  parties  égales, 
on  aura  de  même,  entre  la  direction  m' des  cordes  et  la  direc- 
tion m"  4^  diamètre  correspondant  EE',  la  relation 
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Cm'm'  +  B{m'  +  m*)  -f  A  =  o  ; 

eette  équation  et  la  précédente  étant  du  premier  degré  par 
rapport  h  m"  ^t  A  w,  on  a  ni'^m.  Les  deux  diamètres  DD'  et 
EB',  dont  les  coefScients  angulaires  sont  ni  et  m,  jouissent  de 
cette  propriété  que  chacun  d'eux  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à  l'autre  ;  on  les  a  nommés,  pour  cette 
raison,  diamètres  conjugués. 

L*ellipse  et  l'hyperbole  ont  une  infinité  de  systèmes  de  dia* 
mètres  conjugués.  On  peut  prendre  pour  premier  diamètre 
une  droite  quelconque  menée  par  le  centre,  pourvu  qu'elle  ne 
se  confonde  pas  avec  Tune  des  asymptotes,  si  la  courbe  est 
une  hyperbole. 

136.  Nous  avons  vu  (n*  i3o),  que  l'équation  de  la  courbe, 
rapportée  à  des  axes  parallèles  aux  axes  primitifs  et  menés 
par  le  centre,  est 

(17)  A««  +  2Bay-f-Cy«+H  =  o, 

Si  l'on  prend  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  deux  dia- 
mètres quelconques,  et  que  l'on  effectue  la  transformation  à 
l'aide  des  formules  (4)  du  n*  5i,  le  polynôme  homogène  et  du 
second  degré  Ax*-|~3B^~l~Cy*  s®  ^i^^itâformant  en  un  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré  AV  -|-  aBVy'  -|~  C'y'*» 
l'équation  devient 

Kixf^+iWaf^  +  Cy*  +  H  =  o. 

Lorsque  les  deux  diamètres  sont  conjugués,  comme  à  chaque 
valeur  de  af  correspondent  deux  valeurs  de  ^  égales  et  de 
signes  contraires,  le  coefficient  B'  est  nul,  et  l'éouation  se  ré- 
duit i  la  forme  simple 

(18)  AV«  +  Cy«+H  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  si  Ton  prend  pour  origine  un 
point  de  la  courbe,  ce  qui  fait  disparaître  le  terme  constant, 
pour  axe  des  af  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point  et  pour  axe 
des  }f  une  parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales,  comme  à  chaque  valeur  de  af  correspondent 
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deux  valeurs  de  y'  égales  et  de  signes  contraires,  on  doit  avoir 
BV  +  E'  =  o,  et  par  suite  séparément  B'  =  o,  E'  :=  o  ;  d'autre 
part,  la  courbe  étant  une  parabole»  la  condition  A'C  —  B'*  =  o 
doit  être  sastifaitei  ce  qui  exige  A'  =  o  ;  ainsi  Téquation  se 
réduit  à  la  forme  simple 

(19)  Cy'*  +  aDV  =  o- 

Remarquons  que  Taxe  des  y"  coïncide  arec  la  tangente  à 
Torigine. 

AXBS. 

137.  Dans  les  courbes  du  second  degré,  les  diamètres  per- 
pendiculaires aux  cordes  qu'ils  divisent  en  deux  parties  égales 
font  des  axes  de  symétrie. 
La  parabole  ayant  tous  ses  diamètres  parallèles,  si  Ton  ima- 
gine une  série  de  cordes  UM'  (fig.  80) 
perpendiculaires  à  la  direction  commune 
des  diamètres,  le  diamètre  ÂA',  qui  di- 
vise ces  cordes  en  deux  parties  égales, 
sera  un  axe  de  la  courbe  et  ce  sera  le  seul. 
Le  coefficient  angulaire  des  diamètres  est 

—  j^  ;  donc,  si  les  coordonnées  sont  rec- 

Fig.  10. 

tangulaires,  Taxe  de  la  courbe  est  le  dia* 

mètre  des  cordes  ayant  pour  coefficient  angulaire  ^  ;  son  équa* 
tion  (n*  i3i)  est 

(ao)  B(Aar  +  By  +  D)-f  C{Ba:  +  Cy  +  E)  =  o. 

Dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  le  coefficient  angulaire 

des  cordes  perpendiculaires  à  Taxe  étant  ^^p — g  »  ^^^ 

droite  est  déterminée  par  Téquation 

(Àa?4-By  +  D)(B  — Ccose)+(Bx+;Cy+E)(G— BcosO)=o. 

L'équation  de  la  parabole,  rapportée  à  son  axe  ÂA'  et  à  la 
tangente  au  sommet  A,  est  de  la  forme  (ig). 


B 

AT  c  yî 

c 


rig.  81. 
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Lorsque  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  à  tout 
axe  A  A'  (fîg.  81)  en  correspond  un  se- 
cond BB',  formant  avec  le  premier  un 
système  de  diamètres  conjugués,  la 
question  est  ainsi  ramenée  à  la  recher- 
che des  diamètres  conjugués  perpendi- 
culaires entre  eux.  Si  les  coordonnées 
sont  rectangulaires,  on  obtient  les  coef- 
ficients angulaires  des  axes  enjoignant 
à  réquation  (16)  la  relation  mm'  =  —  1.  On  en  déduit  m -|- m' 

=  r^^  ;  ainsi,  m  et  ni  sont  les  racines  de  Téquation  du  se- 
cond degré. 

(21)  Btt«  +  (A  — C)tt  — B  =  o. 

Si  Torigine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  centre,  réqua« 
tion 

(22)  By*  +  (A  —  C)xy  —  Bar»  =  o, 

que  Ton  déduit  de  Téquation  (21)  en  remplaçant  u  par-, 

représente  Tensemble  des  deux  axes. 

Dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  les  coefficients  angu- 
laires des  axes  sont  les  racines  de  Féquation 

(a5)      (B  —  C  cos  e)tt»  +  (A  —  C)ti  —  (B  —  A  cosO)  =  0. 

L'équation  de  la  courbe,  rapportée  à  ces  deux  axes,  est  do 
la  forme  (iS). 

Soit  u  une  racine  de  Tune  des  équations  (21)  ou  (23)  :  l'équa- 
tion de  l'axe  correspondant  sera  : 

Donc,  Torigine  des  coordonnées  étant  choisie  d'une  manière 
quelconque,  on  aura  une  équation  du  second  degré  repré- 
sentant Tensemble  des  axes  en  remplaçant,  dans  (21)  ou  (23), 

r 
u  par  —  ^  ce  qui  donne  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires 

(éq.  21) 

(24)  B(r,'~r/)-(A^-c)/';r,=o 
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137  bis.  Reconnaître  la.  position  d'un  point  par  rap- 
port A  UNE  CONIQUE.  Soit 

f(x,  y)  =  Ax^  +  aBajjf  +  Cy*  +  9Dx  +  aEy + F 

le  premier  membre  de  réquation  d*uae  conique.  Si  l'on 
déplace  dans  le  plan  le  point  M  (a;,if)  d'une  manière  continue 
en  lui  faisant  suivre  un  chemin  quelconque,  la  fonction  f{x,  y) 
varie  d'une  manière  continue  et  ne  peut  changer  de  signe 
que  si  elle  s'annule,  c'est-à-dire  si  le  point  M  traverse  la 
courbe.  Le  signe  de  f(x,y)  est  donc  le  même  en  tous  les  points 
du  plan  situés  d'un  même  côté  de  la  courbe;  d'ailleurs,  ce  signe 
change  effectivement  quand  le  point  M  traverse  une  branche 
simple  de  la  courbe.  En  effet»  soit  jf  =  iiiâ?-|-A,  l'équation 
d'une  sécante  M'M*  coupant  la  courbe  en  deux  points  réels 
distincts  M'M^  d'abcisses  x^  eiaf;  déplaçons  le  point  M  sur 

cette  sécante,  nous  aurons  » 

i 

la  fonction  /(Xtinx-^-h)  est  un  trinôme  du  second  degré  en  x 
ayant  pour  racines  af  et  xf.  Ce  trinôme  a  un  certain  signe 
quand  x  est  extérieur  à  Tintervalle  afaf  et  le  si^ne  contraire 
quand  x  est  dans  cet  intervalle.  Donc,  quand  le  point  M  se 
déplace  sur  la  droite  indéfinie  M'M',  la  fonction  /{scfnT-^-h) 
ou  son  égale  f(x,y)  a  un  certain  signe  tant  que  le  point  M  est 
extérieur  au  segment  M'M'  et  le  signe  contraire  lorsque  le 
point  est  sur  ce  segment.  Le  signe  de  f(x,y)  change  donc 
quand  le  point  M  traverse  la  courbe  sur  une  sécante. 

D'après  cela,  il  suffit  de  connaître  le  signe  de  f{Xyy)  en  un 
point  du  plan  non  situé  sur  la  courbe,  pour  connaître  C6 
signe  partout.  Prenons  par  exemple  la  fonction 

/(a?,y)  =  a?«  +  ay+y*  — aa?  +  y 
qui,  égalée  à  zéro,  représente  une  ellipse  réelle.  Si  on  prend 
un  point  M(j7,y) placé  très  loin,  il  sera  extérieur  à  la  courbe; 
prenons-le  par  exemple  sur  l'axe  Oy{x  =  o.y  très  grand)  : 
alors  fiXfy)  qui  se  réduit  à  un  trinôme  en  y  est  manifestement 
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positif.  Dono,  dans  cet  exemple,  f(x,y)  est  positif  en  dehors 
de  Tellipse  et  par  suite  négatif  à  Tintérieur.  On  reconnaîtra 
immédiatement  la  position  d'un  point  (x^y)  par  rapport  à  la 
courl>e  en  regardant  le  signe  de  f(x,y). 

Revenons  au  cas  général  et  cliercbons  à  donner  des  régies 
simples  soiyant  les  différents  cas. 

i«  Si  réquation  f(w,  y)=o  représente  une  ellipse  imaginaire, 
ou  une  ellipse  point,  ou  deux  droites  parallèles  imaginaires, 
ou  deux  droites  confondues,  la  fonction  f(x,y)  a  le  même 
signe  en  tous  les  points  du  plan  ;  car,  dans  les  trois  premières 
hypothèses,  elle  ne  s'annule  qu'en  un  point  au  plus  et,  dans 
la  dernière  (droites  confondues),  la  fonction  f{x,y)  est  un 
carré  parfait. 

2io  Si  f{x,y)  =  o  représente  une  ellipse  réelle  ou  une  hyper- 
bole, on  convient  d'appeler  intérieur  de  la  courbe  la  région 
du  plan  qui  contient  le  centre;  extérieur,  le  reste  du  plan. 
Les  signes  de  f(x,  y)  sont  différents  à  l'intérieur  et  à  Texte- 
rieur.  Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  centre,  la  fonction 
f(Xf  y)  prend  au  centre  la  valeur  (n<>  1 3o) 


f       AC  — B« 

le  signe  de  cette  quantité  donne  donc  le  signe  de  f(Xy  y)  à 
l'intérieur  de  la  conique;  le  signe  sera  contraire  à  l'exté- 
rieur. 

30  Si  /(a;, y)  =  0  représente  une  parabole  ou  deux  droites 
parallèles  réelles,  l'intérieur  de  la  courbe  est  la  région  qui 
contient  le  foyer  de  la  parallèle  ou  la  région  comprise  entre 
les  deux  droites.  On  obtient  immédiatement  le  signe  de  f{x,y) 
à  l'extérieur  de  la  courbe  en  prenant  le  signe  de  f(x,y)  en  un 
point  à  Tinfini  dans  une  direction  non  parallèle  à  la  direction 
de  Taxe  ou  à  celle  des  deux  droites.  Cette  direction  excep- 
tionnelle s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes 
du  deuxième  degré  Ax* -}- )iBxy  +  Cy*  qui  est  un  carré  par- 
fait dans  le  cas  actuel.  Gomme  l'un  au  moins  des  deux  axes 
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coordonnés  n'est  pas  parallèle  à  cette  direction  exception- 
nelle, il  suffira  de  prendre  le  signe  de  /  à  l'infini  sur  cet  axe 
coordonné,  c'est-à-dire  le  signe  de  celui  des  coefficients  A  ou 
G  qui  n'est  pas  nul. 

40  Si  la  courbe  f{x,  y) = o  est  composée  de  deux  droites  qui 
se  coupent,  le  signe  de  /(a?,  y)  est  le  môme  dans  les  angles 
opposés  par  le  sommet;  les  signes  de  f^x^y)  sont  contraires 
dans  les  anglesa^jacents. 
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CHAPITRE  III 


néductlon  de  l'équation  du  second  de^4. 


138.  Pour  étudier  avec  plus  de  facilité  les  propriétés  d*ane 
courbe  du  second  degré»  il  importe  de  simplifier  autant  qae 
possible  son  équation,  en  la  rapportant  à  des  axes  de  coordon- 
nées convenablement  choisis.  Nous  ayons  vu,  dans  le  chapitre 
précédent;  que  Téquation  du  second  degré  peut  toujours  être 
ramenée  à  Tune  des  deux  formes 

(«)Aar»  +  Cy«4-H  =  o,       (p)Cy«  +  aDa:=  o. 

Quand  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  ramène 
son  équation  à  la  forme  (a),  en  prenant  pour  axes  des  coor- 
données un  système  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  ; 
généralement,  les  coordonnées  seront  obliques  ;  elles  seront 
rectangulaires,  si  Ton  rapporte  la  courbe  à  ses  axes.  Quand  la 
courbe  est  une  parabole,  on  ramène  son  équation  à  la  forme  (p), 
en  prenant  pour  axe  des  x  un  diamètre  quelconque,  et  pour 
axe  des  y  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre;  si  l'on  veut 
que  ces  coordonnées  soient  rectangulaires,  on  prendra  pour 
axe  des  x  Taxe  de  la  courbe. 

C'est  à  l'aide  de  ces  deux  formes  d'équations,  en  coordonnées 
rectangulaires,  que  nous  démontrerons  la  plupart  des  pro- 
priétés des  courbes  du  second  degré.  Nous  allons  expliquer  la 
marche  i  suivre  pour  effectuer  la  réduction  de  l'équation.  Soit 

(i)  kx^  +  aBJry  +  Cy*  +  aDar+  aEy  +  F  =  o 

une  équation  du  second  degré  donnée  et  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires  ;  s'ils  ne  l'étaient  pas,  on  les  rendrait  tels  préa- 
lablement par  und  première  transformation.  En  conservant 
Taxe  des  x  et  en  prenant  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
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élevée  à  cette  droite  par  l'origine,  les  formules  de  transforma- 
tion  sont 


X  =r:  j/  —  y' 


cosO 
sinO 


_  y 


y=fi 


smO 


ELLIPSE  ET  HYPERBOLE 


1S9.  Examinons  d*abord  le  cas  où  la  quantité  A.C  ^  B'  est 
différente  de  zéro;  la  courbe  admet  un  centre  unique,  dont  les 
coordonnées  a  et  6  sont  données  par  les  formules  (n*  lag). 


d 


.      e 


transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  centre  C 

(fig.  8a)  ;  nous  savons  que  les  ter- 
mes du  second  degré  ne  chan- 
gent pas,  que  ceux  du  premier 
degré  disparaissent,  et  que  lo 
terme  constant  H  de  la  nouvelle 
équation  est  donné  par  la  formule 


Kg.  at. 


j .  L'équation  de  la  courbe,  par 

ce  changement  de  coordonnées, 
se  simplifie  et  devient 


w 


AapJ  +  2Bx,y,  +  Cy\  +  E  =  o. 


Faisons  maintenant  tourner  les  axes  des  coordonnées,  sup- 
posés rectangulaires,  d'un  angle  «  autour  du  centre  C,  pour 
les  faire  coïncider  avec  les  axes  de  la  courbe,  les  formules  de 
transformation  sont 

r,  =â/cosc  — y'sina    ,    y,  =  a/sin« -f-y'cos*. 

En  substituant  dans  l'équation  (a)  on  obtient  la  nouvelle 
équation 

(S)  (Acos'a  -|-  Gsin'a  -|-  aB sinacosa)x'* 

4-  (A  sin*«  +  Ccos*a  —  aBsinacosajy ■ 
-|-a[(G— A)siuacosa  -)-B(cos*«— sin'ajjx'y'-f-  H  =  o» 
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On  peut  disposer  de  Tangle  «  de  manière  à  annuler  le  coeffi- 
cient da  terme  en  xy  ;  pour  cela,  on  posera 

4)         (C  —  A)8in«co8a  +  B(co8'a  —  sin'a)  =  o, 
ou 

(5)  BtaDg*«  +  (À  —  G)  tanga  —  B  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  est  la  même  que  l'équation 
(il)  n*  i37,  par  laquelle  on  détermine  les  directions  des  axes 
de  la  courbe.  Mais  on  peut  résoudre  l'équation  (4)  plus  simple- 
ment en  la  mettant  sous  la  forme 

(C  —  A)sin  aot  +  aBcosaoi  =  o, 
d!où 

(6)  taDg2ft  = 


Si  Ton  exclut  le  cas  du  cercle^  où  Ton  a  à  la  fois  B  =  o,  et 
A  =  G,  réquation  (6)  donne  pour  aa  une  valeur  positive  » 
moindre  que  «i  et  les  diverses  valeurs  de  Tangle  aoi  qui  satis- 
font i  cette  équation  sont  comprises  dans  la  formule 

aa  =  CD  -f-  An, 

OÙ  k  désigne  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif, 
on  en  déduit 

,      a    •      a 

Les  diverses  valeurs  de  a  ne  donnent  que  quatre  directions 
différentes  pour  l'axe  GX';  ces  quatre  directions  sont  opposées 
deux  à  deux  et  forment  deux  droites  rectangulaires.  Nous 

prendrons  pour  a  la  valeur  -,  qui  est  toujours  positive  et 

inférieure  à-  • 

a 

140.  Le  terme  en  x'i/  disparaît  dans  l'équalion  (5)  ;  il  -este 
i  calculer  les  coefficients  des  termes  en  af*  et  en  y'*.  Si  l'on 
pose 

A'  =  Acos*a  -|-  Gsiû*«  +  aBsinacosa, 

C  =  A  sin'a  +  Gcas'flt  —  aBsinacos», 
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on  a 

(  A'  +  C'  =  A  +  C, 

(7)    j  A'  —  C  =  (  A  —  G)  (cos««  —  sin«a)  +  4B  sin«  cos« 
(  =  (A  —  G)  cos  aa  -|-  aB  sin  a«. 

L*équation  (6)  donne 

aB  A  —  G 

8maa=  ■  ==s  ,  COSaa  = 


V^4B*+(A-C)»  '  dtV^4B*  +  (A— G)*' 

il  en  résulte 

A'  — G'  =  ±V^4B«  +  (A  — G)". 

On  calculera  donc  les  deux  coefficients  A'  et  G'  à  Taide  des 
formules 

,«,  (A'  +  G'  =  A  +  a 

^*'  U'-G'  =  R, 

en  posant, 

R  =  V/(A  — G)«-t-4B*. 

* 

Nous  ayons  choisi  la  valeur  de  aa  positive  et  inférieure  à  «  ; 
sin  a«  ajant  une  valeur  positive,  il  faudra  mettre  devant  le 
radical  le  signe  de  B.  De  cette  manière,  Téquation  de  la  courbe 
est  ramenée  à  la  forme  simple 

(9)  AV  +  Gy«  +  H  =  o. 

Elle  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  les 
deux  coefficients  A'  et  C  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires. 

Des  formules  précédentes  (8)  élevées  au  carré  et  retraa« 
chées,  on  déduit  la  relation 

A'G'  =  AG  — B». 

Les  deux  coefficients  A'  et  G'  de  l'équation  de  la  courbe  rap- 
portée à  ses  axes  sont  les  racines  de  Téquation 

(10)  S*  -  (A  +  C)S  +  (AG  -  B«)  =  o. 

Les  dimensions  de  la  courbe  définie  par  Téquation  (9)  dé« 
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H         H 
pendent  des  deux  paramètres  —  t7'  ~;^-  ^^  ^^  ^^  ^^ 

rellis|je,  ces  deux  quotients,  qui  ont  le  même  signe,  sont  positifs  ; 
si  on  les  représente  par  a*  et  i',  a  et  &  seront  les  segments  de 
CX'  et  CY'  compris  entre  le  centre  et  la  courbe.  Les  longueurs 
aa  et  2b  se  nomment  les  axes  de  l'ellipse.  Les  quantités  a'  et  b* 
sont  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

(il)  (AG  —  B*)tt«  +  (A  +C)  Hti  +  H»  =  o, 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  (lo)  S  par • 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  deux  quotients  —  ^7.  —  t^  ont 

des  signes  différents;  si  on  les  représente  par  a}  et  —  6',  ou 
—  a*  et  b^y  suivant  les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ces 
deux  quantités  sont  encore  les  racines  de  l'équation  (11).  Les 
quantités  sa  et  2b  se  nomment  les  axes  de  l'hyperbole. 


PARABOLE. 

141.  Quand  AG  —  B'  =  o,  les  termes  du  second  degré  dans 
réqùïition  proposée  forment  un  carré  parfait  ;  on  a»  en  effet, 

en  remplaçant  A  par  sa  valeur  -7-  , 

et  l'équation  peut  s'écrire 

G  (y  + 1  arj  +  aDj?  +  aEy  +  F  =  o. 

Faisons  d'abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
l'origine  d'un  angle  a  (fig.  83),  à  l'aide  des  formules  de  trans- 
formations 

«  =  ariCOSa  — yisina,      y  =  a?isiaa-j-yj  cosa; 
\  équation  proposée  devient 
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(19)         c|foos«~g8in«jyi  -|-  |sm«  4--.cos«jxJ 

+  a{Dcosa+E8ina)X|  +  d(Ecos«  —  D8ma)yt  +  F  =  o. 

On  peut  disposer  de 
Tangle  «  de  manière  à 
annuler  le  coefficient 
de  Xi  ou  de  yi  dans  le 
polynôme  qui  est  éleyé 
au  carré;  posonSi  par 
exemple, 

smv-f --  cos«  =  o 


fig.  9L 


d'où 


(i5)  tang«=— -  ,  8in«= — 


,  COSa= 


C 


rtv/B«+C«' 


réquation  (is)  se  simplifiera  et  prendra  la  forme 
(»4)  Cy\  +  aD'«i  +  aE'yt  +  F  =  o. 

On  a 

(B       \*  G 

cosa  —  ^rsina)  =  GIcosa  4-  tang«  sin «)"  =  — =-  » 

B*  4- G* 
et,  par  suite,  C  =  ■  ■■  =:  Â-|-G.  Quant  aux  coefficients 

D' et  E' ,  on  les  obtiendra  en  remplaçant  sin  a  et  cos  «  par  leurs 
TaleurSi  ce  qui  donne 


D'  = 


CD  — BE 


N/C(A  +  G) 


E  = 


GB  +  BD 


L'une ues  valeurs  de  «  données  par  l'équation  (i3)  est  positive 
et  inférieure  à  «;  si  Ton  choisit  cette  valeuri  sin  «  sera  positif, 
et  il  faudra  prendre  le  radical  avec  un  signe  contraire  à  celui 
de  B.  Si  le  coefficient  D' était  nul,  l'équation  (14),  ne  renfer- 
mant pi  s  âTi,  ne  pourrait  représenter  que  deux  droites  parai- 
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lÀles  à  Taxe  OD,.  Lorsque  ce  coefficient  est  différent  de  lirot 
on  déplace  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  posant 

réquation  (i4)  deyient 

Cy  •  +  2  DV  +  a(C!b+Ey  +  (C'*«  +  aD  a  +  aRé  +  F)=  o. 

On  disposera  des  coordonnées  a  et  6  de  la  nouvelle  origine  A 
de  manière  à  annuler  le  coefficient  de  f/  et  le  terme  constant, 

C*  +  E'  =  o      ,      Gb*  +  alXa  +  a»*  -f  F  =  o, 

ce  qui  donne  pour  a  et  A  des  valeurs  finies,  et  l'équation  sera 
ramenée  i  la  fonne  simple 


(i5)  Gy«  +  2DV  =  o. 

Les  dimensions  de  la  courbe  dépendent  de  la  valeur  numérique 


du  quotient  ;;> ,  ou  de  celle  de 


BE-CD 


(A  +  G)V/C(A  +  G) 

Cette  quantité  se  nomme  le  paramètre  de  la  parabole. 

142.  Les  coefficients  des  équations  réduites  peuvent  se 
calculer  facilementpar  l'emploi  decertainesfonctionsdescoef- 
ficients  et  de  Tangle  des  axes  qui  ne  changent  pas  de  valeurs 
quand  ou  fait  un  changement  d*axes  quelconque.  Pour  former 
ces  fonctions,  reprenons  les  formules  (4)  du  n^  5i 

af  sin  (0  —  a)  +  ?/sin  (6  —  p) 

(i6)  /  ^^^^ 

^^  ^  ^     _  ag'sîna-f-y'siup 

'  siud 

qui  servent  à  la  transformation  des  coordonnées,  quand  on 
change  la  direction  des  axes,  en  conservant  la  même  origine; 
ces  formules  expriment  x  ei  y  par  des  fonctions  homogènes 
du  premier  degré  en  af  et  j/.  En  remplaçant  j?  et  y  par  .ces 
valeurs  dans  le  polynôme  homogène  du  second  degré 

kw* +  ^}ixy +  Cy\ 
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le  résultat  sera  un  polynôme  homogène  da  second  degré 
en  a/  et  y' 

En  particulier,  le  trinôme 

se  change  en 

(f  étant  l'angle  des  nouveaux  axes  ;  car  chacun  de  ces  tri- 
nômes donne  le  carré  de  la  distance  de  Torigine  à  un  même 
point  du  plan. 
Considérons  le  polynôme 

Aar*  +  ^^^y  +  Cy"  —  S(a:*  +  tkxy  cos6  +  y*), 
ou,  (17)       (A  —  S)a?«  +  a(B  —  S  cos  6)  a?y  +  (G  —  S)yS 

dans  lequel  la  lettre  S  désigne  une  constante  arbitraire  ;  il 
donnera  évidemment  naissance  au  polynôme  transformé 

AV*  +  aBVy'  +  Cy*  —  S(*'*  +  2a:'y'cosô'  +  y'«), 
ou,  (18)     (A'  —  S)a/«  +  a(B'  —  S  cose>y  +  (C  —  S)y'«. 

Remarquons  maintenant  que  les  valeurs  de  S  pour  lesquelles 
]'un  des  polynômes  est  le  carré  d'une  fonction  entière  du  pre- 
mier degré  des  variables  dont  il  dépend  sont  les  mêmes.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  pour  une  certaine  valeur  de  S  le 
premier  polynôme  prenne  la  forme  {ax  +  byy^  aetb  étant  des 
constantes;  quand  on  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs  (16), 
la  fonction  du  premier  degré  ax-^-byse  change  en  une  fonction 
du  premier  degré  o^x^  +  ^V »  et  le  second  polynôme  prend  la 
forme  {dxf-^-b'yy.  Quand  les  polynômes  sont  des  carrés,  les 
équations  que  Ton  obtient  en  égalant  i  zéro  leurs  racines 
représentent  la  même  droite  rapportée  aux  deux  systèmes 
d'axes  YOX ,  Y'Or . 

Les  valeurs  de  S  pour  lesquelles  le  polynôme  (17)  est  un 
carré  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(A  -  S) (G  -  S)  -(B  -  Scosô)»  =  0, 
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OU,  (i9)  S«  sin'ô  —  (A  +  G  —  aB  cos  6)  S  +  AG  —  B«  =  o. 
Nous  représenterons  par  Sj  et  S,  ces  deux  racines  ;  de  même, 
les  valeurs  de  S  pour  lesquelles  le  polynôme  (i8)  est  un  carré 
sont  les  racines  de  l'équation 

(A'  — S)(G'  — 8)— (B'— 8cosôO*  =  o, 
ou,  (ao)  S«  sin'ô'  —  (A'  4.  G'  —  aB'  cos  O^S  +  A'C  —  B'«  =  o. 
Les  deux  équations  (19)  et  (20)  admettant  les  mêmes  racines 
on  a 

A  +  C-~aBcose_A^-fC^— aB^cose^ 
.    .  .  sin"6  ""  sin*ô'  ' 

^"^'^         ^  AC— B«_A^C^  — B^' 
sin'e  8in*6' 

Donc  les  deux  fonctions 

A+G— aBcose  AG— B« 

sin'ô  '        sin*ô 

des  coefficients  de  Téquation  d'une  conique  et  de  l'angle  des 
axes,  conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  fait  une  trans* 
formation  de  coordonnées. 

A 

La  quantité  -t-jt  possède  la  même  propriété.  En  effet,  sup- 
posons rdifférentde  zéro  ;  alors  en  transportant  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  de  la  conique,  on  a  une  équation  dont 

le  terme  constant  Ha  pour  valeur  (n®  130)  H  =  -  •  Gomme  ce 

terme  constant  reste  le  même  quels  que  soient  l'orientation  et 

f 

l'angle  des  axes  et  que  -r-rr  reste  constant  quand  on  fait  un 
^  ^     sin'ô 

A 

changement  d'axes,  il  en  est  de  même  de  -r-rr  •    Ainsi,  la 

conique  étant  rapportée  à  des  axes  xOy  qui  font  un  angle  0, 
si  on  la  rapporte  à  de  nouveaux  axes  or'OY  faisant  un  angle 
V  et  si  l'on  appelle 

A'a/«  +  aB  Vy'  +  Cy*  +  aD'a/  +  aEy  +  F  =  o, 
la  nouvelle  équaUon  et  A' =  A' (G'F  —  E'*)  +  ...  la  nouvelle 
valeur  de  A,  on  a 

GéOM.   ANALTT.  11 
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Cette  relation  sera  identique  si  l'on  y  remplace  À',  B^  G', 
D',  E',  F' parleurs  expressions  en  fonction  de  Â,B,  G,  D,  E,  F 
qui  résultent,  des  formules  de  transformation  des  coordon- 
nées. Elle  aura  donc  lieu  quels  que  soient  A.,  B,  G,  D,  E,  F, 
c'est-à-dire  môme  dans  le  cas  où  f  serait  nul,  quoique  lé 
raisonnement  employé  pour  trouver  cette  relation  ne  puisse 
plus  s'appliquer  à  ce  cas. 

Les  trois  quantités 
(23)  A-f  C—aBcose  f  A 

sin*ô  '    sin*6    '    sin*ô 

sont  homogènes  par  rapport  aux  coefûcients  Â,  B,  G,D,  E,  F, 
la  première  est  du  premier  degré,  la  deuxième  du  second,  la 
troisième  du  troisième  degré.  Si  donc  on  multiplie  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  conique  : 

Aa;»  +  aBa;y  +  Ck" -f  aDx-f  2Ey  +  F =0 
par  une  constante  K,  c'est-à-dire  si  Ton  remplace  A,  B,  G..., 
par  EAy  EB,  KG...,  la  première  des  trois  quantités  (23)  est 
multipliée  par  E,  la  deuxième  par  E^  la  troisième  par  K*. 
On  en  conclutqu'une  combinaison  des  quantités  (^3)  homogène 
et  de  degré  zéro  par  rapport  aux  coefficients  A,  B,  G...,  ne 
change  pas  si  Ton  introduit  ce  facteur  E.  Telles  sont  par 
exemple  les  deux  combinaisons 
(a4)  fsin'O  Asin*e 

(A  +  G  — aBcosô)»     •     (A  +  G  — aBcose)» 

obtenues  en  divisant  la  seconde  et  la  troisième  des  quan- 
tités (23)  respectivement  par  le  carré  et  le  cube  de  la  pre- 
mière. On  a  ainsi  deux  quantités  (24)  qui  ne  changent  pas 
quand  on  fait  un  changement  d'axes  et  qu'on  multiplie,  ou 
divise,  tous  les  coefficients  par  un  même  facteur. 

La  condition  A  =  o  exprime  que  la  conique  est  réduite  à 
deux  droites  ;  la  condition  r=  o,  qu'elle  est  du  genre  parabole  ; 
la  condition  A  -|-  G  —  aB  cos  6  =  0,  qu'elle  est  une  hyperbole 
équilatèrey  c'est-à-dire  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires.  En  effet  appelons  m'  et  mf-  les  coefficients 
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angulaires  des  asymptotes;  la  condition  de  perpendicularité 
est 

(a5)  I  +  {m!  +  m")  cos ô + m!m"  =  o  ; 

d'ailleurs  ces  coefficients  angulaires  sont  racines  de  l'équa- 
tion 

Cm*  +  aBm  -f-  A.  =  o 
qui  donne 

valeurs  qui  substituées  dans  la  relation  (aS)  fournissent  la 
condition  indiquée. 

143.  Lagrandeur  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dépend 
de  deux  nombres  qui  sont  les  longueurs  des  axes  de  ces 
courbes;  la  grandeur  d'une  parabole  dépend  d'un  seul  nombre, 
le  paramètre;  enfin  la  grandeur  d'une  conique  réduite  à  deux 
droites  dépend  d'un  nombre  qui  est  leur  angle  quand  elles 
se  coupent  et  leur  plus  courte  distance  quand  elles  sont 
parallèles.  Nous  nous  proposons  de  calculer  ces  différentes 
quantités. 

Soit 

Aa;"  +  2Ba^  +  Cy»  +  aDo?  +  aEy  +  F  =  o 
l'équation  d'une  courbe  du  second  degré  rapportée  à  des  axes 
faisant  un  angle  0.  Si  l'on  fait 

t  =  A+C  — aBcosO,f=AG  — B»  ,  A=A  (CF  —  E^ +... 
les  trois  quantités 
(i)  _e_  _f_  A 

sin'e  '  sin"0  '  sin'ô 
possèdent  cette  propriété  que  toute  combinaison  de  ces  trois 
quantités,  homogène  et  de  degré  zéro  par  rapport  aux  coeffi- 
cients A,B,  G...,  garde  une  valeur  constante  quand  on  change 
les  axes  coordonnés  et  qu'on  multiplie  ou  divise  tous  les 
•coefficients  de  l'équation  de  la  courbe  par  un  même  facteur, 
-comme  nous  venons  de  le  montrer. 

Supposons  d'abord  que  la  courbe  du  second  ordre  soit  une 
•ellipse  ou  une  hyperbole  :  en  la  rapportant  à  son  centre  et  à 
4eies  axes  on  mettra  son  équation  sous  la  forme 
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«A»  +  py»  —  ap  =  o 

OÙ  dans  le  cas  de  l'ellipse  réelle  a  =  6',  ^  =  a*,  dans  celai  de 
l'hyperbole  a  =  6%  p=  —  a*,  dans  celui  de  l'ellipse  imaginaire 

a  =  —  6*,  p  =  —  a'.  Nous  dirons,  dans  les  trois  cas,  que  a  et  ^ 
sontles  carrés  des  longueurs  des  axes.  Les  deux  combinaisons 

eA  A'sin^ô 

w  p   '   -p— 

des  quantités  (i)  étant  homogènes  et  de  degré  zéro  par  rap- 
port aux  coefficients,  garderont  la  même  valeur  si  on  les 
forme  pour  l'équation  réduite.  Or,  pour  l'équation  réduite» 

0  =  -,  e  =  a  +  p,  f=ap,  A  =  — a»p*;  donc 

eA  /    ,  «V  A*sin*ô 

j^  ==-(*  +  ?)    >     — f— =  «?»   - 

et  (X  et  p  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

,  ,    «A  ,  A*sin*6 

(3)  p'+Pp  +  -|r-  =  « 

qu'on  appelle  équation  aux  carrés  des  axes.  D'après  la  nature 
de  la  question,  cette  équation  doit  avoir  ses  racines  réelles  : 

c'a*      4A'sm*d 
on  le  vérifie  facilement,  caria  quantité  -ji ^ s'écrit 

^  (e«  _4f  8in«  e)  =  ^  [(A— C)*  sin«e  +  [(A  +  G)  cosô-aB]*l 

quantité  essentiellement  positive.  Les  racines  seront  égales 
lorsque 

A  =  C  ,  B  =  Acos6; 

la  courbe  est  alors  un  cercle.  Les  racines  sont  égales  et  de 
signes  contraires  quand  e  =  o,  la  courbe  est  alors  une  hyper- 
bole équilatère. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  du  second  ordre  soit 
une  parabole;  en  la  rapportant  à  son  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  on  mettra  son  équation  sous  la  forme  réduite 

y'--apa?=o; 
quelle  est  la  valeur  du  paramètrep?  Des  trois  quantités  (i) 
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la  deuxième  est  nulle  :  Ton  peut  former  une  combinaison 
homogène,  de  degré  zéro  par  rapport  aux  coefficients,  des 

deux  autres  quantités  (i)  en  divisant  la  dernière  par  le  cube 

de  la  première,  ce  qui  donne 

A  sin*  0 

Cette  même  quantité  formée  avec  l'équation  réduite  est— p  ': 
on  a  donc 

AsinM 

équation  qui  donne  p. 

Si  la  conique  considérée  se  réduit  à  un  système  de  deux 
droites  qui  se  coupent,  son  équation  peut  se  ramener  àla  forme 

y*-{-mx*=::o; 

alors  A  =  o,  et  l'on  a,  en  formant  la  quantité  ^  .  ,    pour 

f  sin*  ô  ^ 

réquation  réduite, 

fsin^ô  m      * 

d'où  l'on  tire  pour  m  deux  valeurs  inverses  Tune  de  l'autre. 
Si  f  est  négatif  les  deux  droites  sont  réelles  et  les  valeurs 
de  m  sont  négatives  :  appelant  alors  9  l'angle  des  deux  droites 
on  aura 


m 


=_tang'îet-j-^^  =  4cotg'<p 


équation  qui  donne  ^. 

Enfin  supposons  la  courbe  réduite  à  deux  droites  parallèles 
et  calculons  la  distance  de  ces  droites.  Dans  ce  cas,  des  trois 
quantités  (i),  deux  f  et  A  sont  nulles  :  les  combinaisons  pi*é  • 
cédentes  de  ces  trois  quantités  ne  peuvent  plus  être  employées. 
On  considérera  ce  cas  comme  un  cas  limite  du  cas  des  courbes 
à  centre  unique  et  cela  de  la  façon  suivante.  Soit 
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une  conique  réduite  à  deux  droites  parallèles,  comme  A  et  G 
ne  peuvent  pas  ôtre  nuls  à  la  fois,  à  cause  de  la  condition  f  =  o, 
supposons  G  différent  de  zéro  et  considérons  la  courbe  auxi- 
liaire 

qui  dépend  du  paramètre  X.  Dans  cette  courbe  on  a 

•i  =  A  +  G  +  X— 2Bcos0,f,=(A+X)G— B« 
A,  =  (A+X)(CF— E*)  +  ... 

Les  expressions  de  A^  et  f^  se  réduisent  pour  X  =o  à  A  et  f, 
c'est-à-dire  à  zéro.  Quand  X  est  différent  de  zéro,  la  courbe 
auxiliaire  a  un  centre  unique  :  son  équation  réduite  est  de 
la  forme 

où  tti  et  pi  sont  racines  de  Téquation  (3)  que  nous  écrivons 


V  +  '-^'p  +  (^)'sm*ô=o. 


Quand  X  tend  vers  zéro,  fj  et  A,  tendent  vers  zéro  et  leur 

A,                                   GF  — E* 
rapport  ^  tend  vers  la  limite  — -; Donc  Tune  des 

racines   pi    de   Féquation  ci-dessus  croit  indéfiniment  et 
l'autre  tend  vers  la  limite 

CF--E»   .  ,^ 

a  = —  sin*  6. 

cG 

D'ailleurs  Téquation  réduite  écrite  sous  la  forme 

Pi 
devient  y*  •— a=:  o,  et  la  valeur  trouvée  pour  a  est  le  carré  de 
la  demi-distance  des  deux  droites  parallèles  auxquelles  se 
réduit  la  conique  auxiliaire  pour  X  =  o. 

EXEMPLES. 

I.  ao?»  —  ^xy  +  5j/«  +  a  —  7y  +  1  =  o. 

La  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la  quantité  AG  ^  B*  est  positive 
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Pour  obtenir  les  coordonnées  du  centre,  on  égale  à  zéro  les  àeui 
dérWéefl  partielles 

4ap  — 5y+i=o,    — 3aB+6y  — 7  =  0, 

d'où,  a?=i  ,    y=3»    ^  =  ""T- 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  centre  G 
(fig.  82),  Téquation  devient 

aap,*  —  5a;,y,  ^  3y,* :^  =  o. 

o 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  d'un  angle  «  donné  par  la 
formule 

tangaa=j— ^  =3. 

L'équation  résolue  par  les  tables  donne 

aa  =  7i«33'54'     ou    a  =  35»46'57'. 

On  peut  aussi  obtenir  langle  a  par  une  construction  grapbique ;  on 
porte  sur  les  axes  des  x  et  des  y,  à  partir  dé  l'origine  C,  deux  lon- 
gueurs respectivement  égales  i  et  3;  la  diagonale  du  rectangle  con- 
struit sur  ces  deux  longueurs  fait  avec  Taxe  des  x  un  angle  qui  k 
pour  tangente  3;  l'axe  CX'  est  donc  la  bissectrice  de  cet  angle.  On 
obtient  ensuite  A'  et  G'  par  les  formules 

A'  +  G'  =  5  ,    A  —  G'  =  — \/ï^ 

puisque  B  est  négatif.  Il  en  résulte 


a  a 


5  — y  io       p,  _  5  -f  V  10  , 
a        ' 

et  l'équation  de  la  courbe  devient 


_a6 
la  courbe  intercepte  sur  les  axes  des  longueurs 


(5  -  v/io)iC«  +  (5  +  v^  y'«  =  Ç; 


GA  =  i/ '±^,     CB=i/ î^. 

V    3(5-v^io)  V    3(5  +  1/10) 

IL  a«*  -  5âpy  +  5y— 1=0. 

La  courbe  est  une  hyperbole  (fig.  84).  Les  coordonnées  du  centre 
données  par  les  équations 

4£D  —  5y  =  o,  —  5aî  +  5  =  o, 


sont 


«=st,y=|,   d'oùHr=i 
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Si  Ton  transporte  l'origine  au  centre,  réqualioa  devient 

2»1*  —  SXiî/i  +  I  =  o. 

L*angle  a  est  donné  par  la 

5 
formule  tang  a»  = ,  et 


on  a 


d^où 
A'= 


,_a— j/29    ^, _ a  +  y/âg 

■  «    VI    —  '     ■  ■  ■ , 

a  a 


L'équalion  de  la  courbe  rap* 
p.    g^  portée  à  ses  axes  est 

(a^V/^)a/«  +  {a  +  /29)y'a  +  a  =0 

L'équation  primitive  ne  contenant  pas  de  terme  en  y >,  Tune  des  asymp- 
totes est  parallèle  à  Taxe  OY. 

m.  4**  —  laay  +  9y*  —  56aî  +  100  =  o. 

La  courbe  est  une  parabole  (fig.  83).  Les  termes  du  second  degré 
forment  un  carré  parfait,  et  l'équation  peut  s'écrire 

afy— -jj  — 36«H-ioo  =  o. 

Faisons  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l'angle  a  donné  par  la 

B      6 


ormule  tang  a 


^ :  ;,  d'où  a  =  34<>4x'a5%  on  aura 

li      9      5 

C'=  l5,    COS  a  =  -Tssa      sîn  a  =  -;=, 

D'  =  — -^      E'  =  -^. 

L'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  OXj  et  0Y|  est  donc 

«   •      »<>8       ,73 
i5y,» 7-.a?,  +  -7=^y,  +  100  =  o. 

Vi3  yiù 

On  obtient  les  coordonnées  du  sommet  en  joignant  à  cette  équatioa 

7a 
la  suivante  96^1  +  -7=  =  o.  On  en  déduit 

V^z3 

36  3qoi 

y,  = ?— .    a?,  = 


i3y  i5  27  .  i3  V  *5 

Si  Ton  transporte  les  axes  en  ce  point,  l'équation  devient 

-  ,1       108    . 
iSy'i  —  -7s»ar  =  o. 
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CHAPITRE  IV 


Oe  Peillpae* 


I4tt.  ProposoDS-nous  de  construire  la  courbe  représentée 
par  réquation 

A'««+Cy+H=o, 

dans  laquelle  les  deux  cofficients  A'  et  C  ont  le  même  si- 
gne. 

Lorsque  la  constante  H  est  égale  à  zéro,  Téquation  n'étant 
satisfaite  que  par  â?=o,  y=o,  représente  un  seul  point,  Tori- 
gine  des  coordonnées. 

Quand  les  deux  coefficients  A'  et  G  ont  le  même  signe 
que  H,  réquation,  ne  pouvant  être  satisfaite  par  des  va- 
leurs réelles  de  x  et  y,  ne  représente  aucun  lieu  géomé- 
trique. 

Considérons  enfin  le  cas  où  ces  deux  coefficients  ont  un 
signe  contraire  à  celui  de  H,  et  posons 

I H       ,,  H 

réquation  derient 

Ed.  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  en  déduit 


(.)  y  =  ±-\/a*-x\ 
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L'ordonnëe  y  n'est  réelle  que  pour  le«  valeurs  de  a:  comprises 

entre  — a  et  +û>  ^^  ®^'®  ®*' 
elle-même  comprise  entre  —  * 
et +4;  si  donc,  à  partir  de  l'o- 
rigine, on  porte  sur  l'axe  desx, 
et  de  part  et  d'autre,  deux  lon- 
gueurs OA,  OA'  égales  à  a,  et 
sur  l'axe  des  y  deux  longueurs 
OB,  OB'  égales  à  *,  la  courbe 
est  située  tout  entière  dans  le 
«g-  w.  rectangle  CDEF  construit  sur 

les  deux  droites  AA',  BB'  (flg.  85). 

Quand  x  croit  de  o  à  a,  y  décroît  en  valeur  absolue  de  6  à  o, 
ce  qui,  à  cause  du  double  signe,  donne  les  deux  arcs  égaux 
BMA,  B'M'A.  Il  en  est  est  de  même  quand  x  varie  de  o  à  ^  a» 
ce  qui  donne  les  deux  arcs  BM^A',  B'NA',  égaux  aux  précé- 
dents. Ces  quatre  arcs  égaux  forment  Tellipse. 


140.  La  droite  A'Aest  un  axe  de  l'ellipse;  car  à  chaque 
abscisse  OP  correspondent  deux  ordonnées  PM,  PM'  égale» 
et  de  signes  contraires.  La  droite  B'B  est  aussi  un  axe  de 
l'ellipse;  car,  si  l'on  résolvait  l'équation  par  rapport  à  x,  on 
verrait  de  même  qu'à  chaque  ordonnée  OQ  correspondent 
deux  abscisses  QM,  QMi  égales  et  de  signes  contraires.  Les 
points  A,  A',  B,  B',  où  les  axes  recontrent  l'ellipse,  sont  les 
9ommeis  de  l'ellipse.  Les  longueurs  A'A,  B'B  des  deux  axes 
sont  respectivement  égales  à  aa  et  à  a6. 

L'ellipse  devient  un  cercle,  quand  les  axes  sont  égaux. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'origine  0  est  centre  de  l'ellipse  ; 
en  effet,  soient  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  l'ellipse  ;  il  est  évident  que  l'équation  (i)  est  aussi  satis- 
faite par  les  valeurs— âr,  — y;  il  existe,  par  conséquent,  ud 
second  point  N  de  l'ellipse  qui  a  ses  coordonnées  — OP, 
—  P'N  respectivement  égales  aux  coordonnées  OP,  PM  da 
point  M,  mais  de  sens  contraires  ;  les  triangles  OPM,  OP'N 
sont  égaux  ;  donc  OM  =  ON  ;  et  la  ligne  MON  est  droite  à 
cause  des  angles  égaux  POM,  PON.  Ainsi  les  points  M  et  N 
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de  Tellipse  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au 
point  0  ;  donc  le  point  0  est  centre  de  Tellipse. 

147.  Pour  étudier  comment  rarie  la  distance  du  centre 
aux  dififérents  points  de  l'ellipse,  ou  le  rayon  de  l'ellipse, 
formons  Téquation  de  l'ellipse  en  coordonoées  polaires,  en 
prenant  le  centre  0  pour  pôle  et  l'axe  OA  de  la  courbe  pour 
axe  polaire.  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace  a?  et  y  par 
p  cos  0)  et  p  sin  co«  on  a 


(5) 


1 cos"«  ,  sin*(o 


Supposons  a>  é,  et  mettons  l'équation  sous  la  forme 


7=^+ (^"^) ''''*"• 


Si  Ton  fait  varier  w  de  o  à  -,  la  quantité  —  croît,  et,  par 

a  p'  "^ 

conséquent,  p  décroît  constamment  de  a  à  6.  Le  maximum 
de  p  est  a,  le  minimum  b. 

148.  Désignons  par  â?  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque du  plan  et  considérons  le  polynôme 

Pour  un  point  M  situé  sur  l'ellipse  (fig.  86),  le  polynôme  est 

égal  à  zéro.  Imaginons  qu'un  point 
mobile  P  parte  du  point  M  et  s'éloigne 
sur  le  prolongement  du  rayon  OM  ; 
les  deux  coordonnées  x  et  y  augmen- 
tant en  valeur  absolue,  le  polynôme 
va  en  croissant  indéfiniment;  il  prend 
Fig.  80.  donc  des  valeurs  positives  de  plus  en 

plus  grandes.  Au  contraire,  si  le  point  mobile  se  rapproche  du 
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centre»  le  polynôme  diminue  et  prend  des  valeurs  négatives. 


X' 


y" 


Ainsi  le  polynôme  -y  +  t^  —  i  reste  négatif  pour  tous  les 

points  situés  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  sur  l'ellipse  il  est  nul, 
et  il  devient  positif  pour  tous  les  points  situés  en  dehors  de 
l'ellipse. 

140.  Ze«  carrée  des  ordonnées  perpendiculaires  â  Vun  des  axei 
de  FelUpse  sont  proportionnels  aux  produits  des  segments  corres* 
pondants  formés  stir  cet  axe. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  l'ellipse  (fig.  85),  on  a,  en  vertu  de 
l'équation  (a) 

a' — X*      a''  (a  —  x)(a  +  a:)      a" 

Mais  les  deux  segments  ÀP,  A'P  de  l'axe  AÂ'  sont  égaux 
respectivement  àa — a:  et  àa+ar;  on  a  donc 

MF»      _  6» 
APxA'P~û»' 

Ainsi  le  carré  de  l'ordonnée  est  au  produit  des  segments  for- 
més sur  l'axe  dans  un  rapport  constant. 

150.  Les  ordonnées  perpendiculaires  au  grand  axe  de  t  ellipse  sont 
aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  décrit  sur  cet  axe  comme 
diamètre  dans  le  rapport  constant  du  petit  axe  au  grand  axe. 

Soit  AA'  le  grand  axe  de  l'ellipse  (fig.  87)  ;  sur  ce  grand  axe 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle  ;  à  l'ordonnée  MP  de  l'el- 
lipse correspond  l'ordonnée  M^P 
du  cercle.  L'équation  (a)  s'écrit 

y      _à. 

V/a»— x»      «* 

mais  v/a* — x*  représente  l'ordon- 
née M|P  du  cercle  ;  on  a  donc 

MP_6 
MjP~â* 


Fig.  8T. 


Le  petit  axe  jouit  de  la  même  propriété  ;  l'ordonnée  UQ^ 
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perpendiculaire  au  petit  axe,  est  à  rordonnée  correspondante 
M,Q  du  cercle  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le 
rapport  constant  du  grand  axe  au  petit  axe. 

L'ellipse  est  la  projection  orthogonale  cTun  cercle.  Imaginons 
que  l'on  fasse  tourner  le  cercle  AB,A'  autour  de  Taxe  AA' 

d'un  angle  o,  tel  que  Ton  ait  cos  ©  =  -,  l'ordonnée  PM,  dtt 

cercle  tournera  autour  du  point  P,  tout  en  restant  perpcn- 

du  cercle  tournera  autour  du  point  P,  tout  en  restant  perpen- 
diculaire à  l'axe  AA';  dans  cette  position,  elle  se  projettera 
sur  la  droite  PM;  pour  avoir  la  longueur  de  la  projection,  il 

suffit  de  multiplier  la  longueur  PMj  par  cos  ^  ou  par-»  co  qui 

donne  l'ordonnée  PM  de  l'ellipse.  Ainsi  le  point  M|  du  cercle 
a  pour  projection  le  point  M  de  Tellipse  ;  chacun  des  points 
du  cercle  se  projetant  ainsi  au  point  correspondant  de  l'ellipse, 
il  s'ensuit  que  l'ellipse  est  la  projection  du  cercle. 

On  peut  aussi  considérer  le  cercle  comme  la  projection  or- 
thogonale d'une  ellipse.  Imaginons  que  l'on  fasse  tourner 

l'ellipse  autour  de  l'axe  BB'  d'un  angle  <p  ayant  pour  cosinus  -» 

l'ordonnée  QM  de  l'ellipse  aura  pour  projection  l'ordonnée  QM, 
du  cercle  décrit  sur  BB'  comme  diamètre,  et  le  petit  cercle 
sera  la  projection  de  l'ellipse. 

151 .  Construction  de  F  ellipse  par  points.  On  déduit  de  ce  qui 
précède  un  moyen  très-simple  de  construire  l'ellipse  par 
points.  Sur  chacun  des  deux  axes  de  l'ellipse  comme  diamètre 
on  décrit  un  cercle  (fig.  87)  ;  du  centre  on  trace  un  rayon 
quelconque  qui  coupe  les  deux  cercles  en  M 1  et  M,  ;  par  le 
point  Ml,  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe,  par  le  point 
M,  une  parallèle  au  grand  axe  ;  le  point  d'intersection  M  do 
ces  deux  droites  appartient  à  l'ellipse.  Après  avoir  déterminé 
de  la  sorte  un  nombre  suffisant  de  points,  on  fait  passer  un 
trait  continu  par  tous  ces  points,  et  l'ellipse  est  ainsi  con- 
struite. 

IttS.  Construire  les  points  d'intersection  d'une  eUipse  et  d'une 
droite,  n  est  utile  de  savoir  déterminer  les  points  ou  une 
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droite  donnée  MM'  coupe  une  ellipse  définie  par  ses  deux  axes 

AA',  BB'(fig.  88),  sans  quel'el- 
lipse  soit  tracée.  Ainsi  que  nous 
l'avons  dit,  l'ellipse  peut  être 
considérée  comme  la  projec- 
tion orthogonale  du  cercle 
AB 1  A',  décrit  sur  le  grand  axe 
AA'  comme  diamètre,  et  que 
Fig.  8s.  Ton  fait  tourner  autour  de  AA' 

d'un  angle  9  ayant  pour  cosinus  —  Cherchons  dans  le  plan  du 

cercle  la  droite  MjMj,  qui  a  pour  projection  MM'  dans  le  plan 
de  l'ellipse  ;  soit  N  un  point  quelconque  de  la  droite  MM'  ; 
prolongeons  la  droite  BN  jusqu'à  sa  rencontre  en  H  avec 
l'axe  AA';  la  droite  BjH  se  projette  sur  BH;  par  conséquent, 
le  point  N,,  où  elle  coupe  l'ordonnée  QN,  se  projette  en  N. 
On  obtiendrait  de  même  un  autre  point  quelconque  de  la 
droite  M,Mj  ;  mais  il  est  plus  simple  de  se  servir  du  point  S  où 
la  droite  MM'  rencontre  l'axe  ;  la  droite  SN|  a  pour  projection 
la  droite  donnée  sur  le  plan  de  l'ellipse.  Cette  droite  SN, 
coupe  le  cercle  en  deux  points  M  j ,  M  »  ;  les  ordonnées  M  i  P,  M\P' 
détermineront  sur  la  droite  donnée  les  doux  points  M,  M'  où 
cette  droite  rencontre  l'ellipse. 


TANGENTE. 

itt3.  Nous  avons  trouvé  (n*  ia5)  l'équation  de  la  tangente 
à  une  courbe  du  second  degré  ;  quand  l'équation  de  l'ellipse 
est  mise  sous  la  forme  simple 

l'équation  de  la  tangente  au  point  M,  ayant  pour  coordonnées 
X  et  y,  devient 

(4)  TT  +  TT  — »=o- 


Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  pour  valeur 


a}y 
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On  voit  qu'en  A  et  A'  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Taxe 
A'A,  qu'en  B  et  B'  elle  lui  est  parallèle,  et  que,  quand  le  point 
de  contact  se  meut  sur  Tellipse  de  A  en  B,  la  tangente  fait 

avec  A'A  un  angle  obtus  qui  croit  de  -  à  w. 

La  normale,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  a  pour 
équation 

164.  Construction  de  la  tangente  en  un  point  de  Fellipse. 

Si  dans  l'équation  de  la  tangente  on  fait  Y=o,  on  obtient 

a» 
l'abscisse  X  =  —  du  point  T  où  la  tangente  rencontre  le  pro- 
longement du  grand  axe  (fig.  89). 
Comme  cette  valeur  de  OT  est 
indépendante  du  petit  axe  a*  et 
de  l'ordonnée  y  du  point  de  con- 
tact, il  en  résulte  que,  si  sur 
l'axe  A'A  on  construit  plusieurs 
ellipses,  les  tangentes  aux  points 
qui  ont  même  abscisse  passent 
par  un  même  point  T  situé  sur 
le  prolongement  de  l'axe  A'A.  Or,  parnai  ces  ellipses,  se  trouve 
le  cercle  AB^A';  pour  construire  la  tangente  à  l'ellipse  au  point 
M,  on  mènera  une  tangente  au  cercle  au  point  M|,  situé  sur  la 
même  ordonnée  ;  enjoindra  le  point  M  au  point  T,  où  la  tan- 
gente au  cercle  rencontre  le  prolongement  de  l'axe  A'A;  la 
droite  MT,  ainsi  obtenue,  est  la  tangente  à  l'ellipse. 

Cette  construction  revientàconsidérerla  tangente  à  l'ellipse 
au  point  M  comme  la  projection  de  la  tangente  au  cercle  au 
point  correspondant  M  j .  En  effet,  quand  0  n  fait  tourner  le  plan 
du  cercle  autour  do  Taxe  AA'  de  l'angle  <p,  le  point  T,  où  la 
tangente  MjT rencontre  l'axe,  reste  immobile;  le  point  M,  se 
projetant  en  M,  la  droite  MjT  a  pour  projection  MT  ;  c'est  la 
tangente  à  l'ellipse 

IB8.  Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P.   Dési* 


Fig.  89. 
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gnons  par  x,  et  y^  les  coordonnées  du  point  P  (fig.  90).  Nous 
avons  trouvé  (n*  ia6)  Téquation  de  la  corde  des  contacts 
?  MM'.  La  détermination  des  points  de 

contact  revient  donc  à  la  résolution 


—  des  deux  équations  simultanées 

(0 


(5) 


XX,  .  yy 


Fig.  «0.  '  '  a'     '     b 

En  ëliminaat  y,  on  obtient  l'équation  du  second  degr^ 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M  et  M' 

des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  Cette  équation,  dans 

on 
laquelle  on  peut  regarder  -  comme  Tinconnue,  aura  ses  ra- 

cines  réelles  si  la  condition  -f  -t-  tt — 1  >  o  est  satisfaite,  c'est- 

à-dire  si  le  point  P  est  en  dehors  de  l'ellipse. 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  les  tangentes 
menées  du  point  P,  en  considérant  l'ellipse  comme  la  projec- 
tion du  cercle  ÂB^A'  (iSg.  91).  Cherchons  dans  le  plan  du  cercle 
le  point  Pi,  qui  apour  projection  le  point  P  dans  le  plan  de  Tel- 
lipse.  Traçons  dans  le  plan  de  l'ellipse  la  droite  PB,  que  nous 

prolongeronsjusqu'à 
sa  rencontre  avec 
l'axe  en  H  ;  la  droite 
HB  j ,  ayant  pour  pr 0- 
jcction  HB,  passera 
par  le  point  Pj  et  dé- 
terminera ce  point. 
Du  point  Pj  menons 
au  cercle  les  tangen- 
tes P,M,,  PjMVque 
nous    prolongerons 


fig.  M. 


Jusqu'à  leur  rencontre  avec  Taxe  en  T  et  r;les  droites  PTiPT^ 
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projections  des  tangentes  au  cercle,  seront  tangentes  à  Tel* 
lipide,  et  les  points  de  contact  M  et  M' seront  situés  sur  les 
ordonnées  des  points  M,,  M',.  Pour  que  Ton  puisse  effectuer 
ces  constructions,  il  n*est  pas  nécessaire  que  l'ellipse  soit  tracée. 

IBG.  Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée.  Soit 
y=zmx  réquation  de  la  droite  donnée  OL,  que  Ton  peut  sup- 
poser menée  par  le  centre  (flg.  9a).  Appelons  x  et  y  les  coor- 
données du  point  de  contact  M  ;  ce  point  étant  sur  Tellipse, 
on  a  réquation 


X 


y' 


Fig.  W. 


—  4-  — =  !• 

le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  devant 
être  égal  à  m,  on  a  la 
seconde  équation 

a*y 

Ces  deux  équations  simultanées  déterminent  les  deux  incon- 
nues x&ty\  la  première  représente  l'ellipse  proposée  ;  la  se- 
conde une  droite  MM'  passant  par  le  centre  ;  les  points  où 
cette  droite  rencontre  l'ellipse  sont  les  points  de  contact. 

Il  est  facile  de  construire  ces  tangentes  géométriquement. 
Cherchons  d'abord  dans  le  plan  du  cercle  le  diamètre  OLp  qui 
a  pour  projection  OL  sur  le  plan  de  l'ellipse;  il  suffit  de  joindre 
le  point  B  à  un  point  quelconque  L  de  la  droite  OL  et  de  pro- 
longer la  droite  BL  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  en  H  ;  puis 
de  tracer  B  (H  et  de  prendre  le  point  d'intersection  L,  de  cette 
droite  avec  l'ordonnée  du  point  L;  le  point  L  étant  la  projec- 
tion du  point  Li,  la  droite  OL  est  la  projection  de  OLj.  On 
mène  au  cercle  des  tangentes  MiTjMjT  parallèles  à  0L|, 
et  par  les  points  T  et  T  où  ces  tangentes  rencontrent  l'axe, 
des  parallèles  TM,  TUL'  à  la  droite  OL.  On  a  les  tangentes 
demandées;  car  les  projections  OL,  TM  des  droites  pa- 
rallèles OLi,  TM,  sont  elles-mêmes  parallèles.  Les  poixits 
de  contact  M  et  M' sont  déterminés  par  les  ordonnées  des  points 
MiOtM/. 
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1H7.  On  peut  obtenir  Téquation  de  la  tangente'  à  TelIipM 
êoua  d*aatres  formes  qu'il  est  bon  de  connaître. 

Si  Ton  désigne  par  «  l'angle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  et  par;?  la  lon« 
gueur  de  cette  perpendiculaire,  la  tangente  sera  représenté» 
par  l'équation  (n""  83) 

X  cos  «  4"  Y  sin  a  — p  =  0  ; 

en  identifiant  avec  l'équation  (4),  on  a  les  relations 


X 

a 


y 
b 


a  cos  a      b  sin  a 


d'où 


P     )/  a'  cos*  a  -f  i'  sin"  « 

p  =  \/a*  cos'  a  -f-  ô*  sin*  a. 
Ainsi  la  tangente  aura  pour  équation 

(6)  X  cos  a  -j-  Y  sin  a  =  y/a"  cos*  a  -f-  ^*  sin*  a. 

On  peut  encore  trouver  l'équation  de  la  tangente  en  cher- 
chant les  points  d'intersection  de  l'ellipse  et  d'une  droite  et 
exprimant  que  ces  deux  points  coïncident,  comme  nous  l'avouB 
fait  pour  le  cercle  (n**  94).  On  obtient  ainsi  l'équation  de  la  tan- 
gente sous  la  forme 

(7)  y  =rmar±v/a*  m*  +  i*. 

158.  Comme  application,  proposons-nous  de  trouver  le 

lieu  du  sommet  d'un  angle  droit 
circonscrit  à  l'ellipse.  Supposons 
que  Ton  veuille  mener  par  un 
point  extérieur  P  (fig.  gS),  ayant 
pour  coordonnées  x'  et  y',  de» 
tangentes  à  l'elirpse  ;  la  tangente 
devant  passer  par  le  point  P,  on 
aura  l'équation  de  condition 

y'  =  fwar'±V'a*m*-f- A*, 
Fig.  M.  >  dans  laquelle  le  coefficient  angor 

laire  m  est  l'inconnue.  Cette  équation,  mise  sous  forme  entière 
(a*  —  a:'*)  m*  +  ^x'y'm  +  (ô«  —  y'*)  =  o, 
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est  du  second  degré  ;  ses  deux  racines  donnent  les  directions 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P  à  l'ellipse,  et,  par  con- 
séquent, déterminent  ces  tangentes.  Les  deux  tangentes  me- 
nées par  le  point  P  seront  rectangulaires,  si  le  produit  des  deux 
valeurs  de  m  est  égal  à  —  i ,  ce  qui  exige  que  les  coordonnées 
du  point  P  vérifient  la  relation 


a^—x'^ 


=  — 1,    ou    a?'«+y'«  =  a»  +  6". 


Ainsi  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  l'ellipse 
e«t  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 


DIAMETRES. 

i88.  Nous  avons  trouvé  (n*  i3i)  l'équation  générale  des 
diamètres  dans  les  courbes  du  second  degré.  En  représentant 
par/'(ar,  y) =o  l'équation  de  la  courbe,  et  par  m  le  coeffi- 
cient angulaire  des  cordes  paral- 
lèles MM'  (fig.  94),  nous  avons  vu 
que  l'équation  du  diamètre  DD'  se 
met  sous  la  forme 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes, 
l'équation  du  diamètre  se  réduit  à 


2iP      amy 

— -j--rr- O 


=  0.      OU     v  = 


a^m 


X, 


a'        b^ 

Si  l'on  désigne  par  m' le  coefficient  angulaire  du  diamètre 
DD',  on  a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre, 

la  relation 

b* 
(8)  mm'  =  —^' 

Nous  avons  vu  aussi  que  si  l'on  mène  des  cordes  MM''  parai 
lèles  au  diamètre  DD',  le  diamètre  OE,  qui  divise  ces  cordes 
en  deux  parties  égales,  a  pour  coefficient  angulaire  m  ;  les 
deux  diamètres  DD',  EE'  forment  un  système  de  diamètres 
eonjuguési,  et  leurs  coefficients  angulaires  m*  et  m  sont  liés  par 
la  relation  (8). 
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Cette  relation  montre  que  les  deux  coefficients  angulaires 
m  et  m  sont  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent,  que  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  OD  et  OE,  situés  d^'un  même 
côté  du  grand  axe,  sont  placés  de  part  et  d*autre  du  petit  axe  ; 
si  le  premier  part  de  la  position  OÂ  et  tourne  de  OA  vers  OB, 
le  second  part  de  la  position  OB  et  tourne  de  OB  vers  OA'. 

160.  La  tangente  en  un  point  quelconque  D  de  l'ellipse 
est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué  du  diamètre  DD'  qui 
passe  au  point  de  contact.  Eu  effet,  si  Ton  appelle  â:  et  y  les 
coordonnées  du  point  D,  le  diamètre  OD  a  pour  coefficient 

angulaire  m  =  -;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 
point  D  est  m' = =-  ;  ces  deux  coefficients  vérifient  la  re- 

lation  mm' = 5-  • 

On  se  rend  bien  compte  de  cette  propriété  en  imaginant  que 
la  sécante  MM'  se  meuve  parallèlement  au  diamètre  EE',  et 
s*éloigne  du  centre  ;  les  doux  points  d'intersection  M  et  M' se 
rapprochent  de  plus  en  plus  du  milieu  de  la  cordCi  et  finissent 
par  se  confondre  en  D  ;  alors  la  sécante  devient  tangente  a» 

point  D. 

161.  Les  propriétés  déà  diamètres  conjugués  se  montrent 

immédiatement ,  quand  on  considère 
l'ellipse  comme  la  projection  d'un 
cercle.  Deux  diamètres  rectangulaires 
ODi,  OEi  (fig.  95),  dans  le  plan  du 
cercle,  forment  un  système  de  diamè- 
tres conjugués;  car  chacun  d'eux  di- 
vise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
pig.  »»•  parallèles  à  l'autre  ;  les  cordes  paral- 

lèles se  projettent  sur  le  plan  de  l'ellipse  suivant  des  cordes 
parallèles;  le  milieu  d'une  corde  a  pour  projection  le  milieu 
de  la  projection  de  la  corde;  chacun  des  diamètres  OD  ,  OB» 
projections  des  premiers,  divise  donc  en  deux  parties  égales 
lescordes  parallèles  à  l'autre  ;  ce  sont  deux  diamètres  coigu« 
gués  de  l'ellipse. 
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Od  jen  déduit  facilement  la  relation  qui  existe  entre  tes  coef- 
ficients angulaires  m  et  m'  de  deux  diamètres  conjugués.  Si 
Ton  appelle  m^  et  m\  les  coefficients  angulaires  des  deux  dia- 
mètres conjugués  OD,  ,0E,  du  cercle,  on  a  m=-m^,m'=''m\; 

d'où  mm'=  -j-  m^ni\;  puisque  les  diamètres  conjugués  du  cercle 

sont  rectangulaires,  on  a  m^m\=^ — i;  il  en  résulte  min'=i r. 


Quand  on  donne  un  diamètre  OD,  on  peut  trouver  le  con- 
jugué OË,  sans  que  Tellipse  soit  tracée.  On  construira  le  dia^ 
mètre  0D|  qui  a  pour  projection  OD;  on  mènera  le  diamètre 
0E|  perpendiculaire  à  OD,  et  on  projettera  OE,  ;  la  projection 

OE  sera  le  diamètre  demandé. 

iG2.  Ellipse  rapportée  à  deux  dian^tre$  conjuguii.  D'après 

ce  qui  a  été  dit  au  n*  i36,  lorsqu'on  prend  pour  axes  des  co- 
ordonnées deux  diamètres 
conjugués  OD,OE(fig.  96), 
i,   réquation  de  Tellipse  de« 
vient 
AV«+cry'*+H=o. 

Les  coefficients  A*'  et  C* 
ayant  un  même  signe,  con- 
traire à  celui  de  H,  si  Ton 
pose 

H 


ng.  M. 


H 


réquation  se  met  sous  la  forme 


ff' 


(9) 


ar'«     y'»  _ 


qui  est  la  même  que  celle  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes. 
Il  en  résulte  que  les  calculs  efiectués  pour  démontrer  les 
propriétés  de  Tellipse,  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe 
rapportée  à  ses  axes,  et  dans  lesquels  on  n'a  pas  supposé  les 
coordonnées  orthogonales,  pourront  être  répétés  avec  l'équa- 
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tien  de  la  courbe  rapportée  à  uo  système  de  diamètres  conju- 
gués. Ainsi,  Tellipse  étant  rapportée  au  système  des  diamè- 
tres conjugués  OD  et  OE,  la  tangente  aura  pour  équation 

ar'X'      yT'_ 

Mais  réquation  de  la  normale  ne  conserverait  pas  la  forme 
qui  correspond  aux  axes  OA  et  OB. 

THKOREBIBS    d'APOLLONIUS. 

163.  On  démontre  aisément  les  théorèmes  d'Apollonius  par 
la  méthode  du  n«  142.  Imaginons  Tellipse  rapportée  successi- 
▼ement  à  ses  deux  axes  et  à  un  système  de  diamètres  conju- 
gués faisant  entre  eux  un  angle  0.  Par  les  formules  de  trans- 
formation des  coordonnées,  le  binôme 


se  change  en 

De  même,  le  binôme 
devient 


o'»  "^  ô'« 

x«  +  y« 


^* + y'"  H- aa/y' cos  e , 
puisque  chacune  de  ces  deux  expressions  représente  le  carré 
de  la  distance  de  l'origine  à  un  même  point  du  plan.  Il  résulte 
de  là  que  le  polynôme 

OU 

(■«)      (7-0"+(F-5y- 

dans  lequel  X  désigne  une  constante  arbitraire,  se  transforma 


en 


ou 
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Les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  Tun  des  polynAmes  (lo)  ou 
<ii)  devient  un  carré  parfait,  étant  les  mêmes,  les  deux.équap 
tiens 


(^-î)(^-0=» 


011 

(i«)  (X-a»)(X-*«)«o, 


«t 


OU 

(i3)  X«  —  (a'»  +  *'»)X  +  a'«*'«  sin*  0  =  o, 

ont  les  mêmes  racines.  Il  résulte  de  là  que  les  deux  racines  de 
réquation  (i3)  sont  égales  respectivement  à  a'  et  à  4*;  on  en 
déduit  les  deux  relations 

(i4)  a^+l^=a*+b\ 

(i5)  a'«i'«sîn««=a*««,  ou  afè^sin9=ab. 

On  obtient  ainsi  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1*^  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjttgués  quel^ 
conques  d'une  ellipse  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  axes; 

a^  L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con^ 
jugués  est  constante  et  égale  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les 
axes. 

Les  relations  (ai)  du  n*  i4a  donnent  immédiatement  les 
deux  équations  (i4)  et  (i5). 

164.  On  peut  démontrer  facilement  ces  théorèmes  en  con« 
sidérant  l'ellipse  comme  la  projection  d'un  cercle. 
Deux  diamètres  conjugués  OD,  OE  de  Tellipse  sont  les 
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projections  de  deux  diamètres  rectangulaires  OD,  ,  0E«  du 
cercle  (fig.  95).  Les  angles  D,OP  ,  E,OQ  étant  complémen- 
taires, les  triangles  rectangles  D,OP  ,  E^OQ  sont  égaux,  et 
Ton  a 

OQ  =  D,P;mais  ÔS!  =  ÔP*  +  ETp*  ; 

il  en  résuite 

Les  longueurs  OP  et  OQ  étant  les  projections  des  deux 
demi-diamètres  conjugués  OD  et  OE  sur  le  grand  axe  de 
Tellipse,  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  projections  est  con- 
stante, et  Ton  a 

a'*cos«+i'*cos*p=a*, 

en  désignant  par  a  et  p  les  angles  que  font  avec  Taxe  OÂ  les 
demi-diamètres  OD  et  OE. 

Il  en  est  de  même  pour  Tautre  axe  ;  les  projections  des  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  le  petit  axe  sont  égales  aux  or- 
données DP  et  EQ  ;  mais  DP=  -  D,P,  EQ=  -E.Q,  et,  par  suite, 

a  a 

DP"-fÉQ'=^.(D;p>Ê;Q'); 
les  longueurs  E,Q  et  OP  étant  égales,  on  a 


D.P  -fE.Q  =D,P  -l-OP  =za\ 
et,  par  suite, 

DP'+EQ*=J«, 
ou 

a"sin'a-|-y«sin*p=*'. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  relations  précé- 
dentes, on  obtient  la  relation 

168.  Pour  démontrer  la  propriété  relative  à  l'aîrc  du  pa- 
rallélogramme, nous  nous  servirons  du  théorème  suivant  : 
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Fig.  »7. 


La  projecifan  d'une  aire  plane  sur  un  plan  quelconque  est  égale 

à  Pâtre  projetée  multipliée  par  le  cosinus  de 
r angle  des  deux  plans. 

Considérons  d*abord  un  triangle  ABC 
(fig.  97)  ayant  un  côté  AB  parallèle  au 
plan  de  projection  ;  nous  pouvons  supposer 
que  le  plan  de  projection  passe  par  ce  côté 
AB  ;  du  sommet  G,  abaissons  sur  ce  plan 
une  perpendiculaire  CC,  et,  dans  ce  plan, 
menons  CD  perpendiculaire  à  AB;  la  droite 
CD  sera  aussi  perpendiculaire  à  AB  et 
Fangle  CDC  mesurera  Tangle  dièdre  9  des 
deux  plans.  Cela  posé,  on  a 

C'D  =  CDcos(p, 

,.  .  ABxC'D      ABxCD 

d  où  = cos  ç, 

et,  par  suite,  AC'B  =  ACB  x  cos  <p. 

Ainsi  Taire  du  triangle  AC'B  est  égale  à  celle  du  triangle 

ACB  multipliée  par  cos  (p. 
Supposons  maintenant  que  le  triangle  ABC  (fig.  98)  n'ait 

aucun  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection;  nous  pou- 
vons faire  passeï  ce  plan  par  un  som- 
met A,  de  telle  sorte  que  les  deux  au- 
tres sommets  soient  d'un  même  côté  ; 
le  plan  du  triangle  prolongé  coupe  le 
plan  de  projection  suivant  une  droite 
AI,  et  la  droite  CB  perce  ce  plan  au 
point  I  ;  les  triangles  AIC,  AIB  se  pro- 
jettent suivant  AIC,  AIB',  et  Ton  a, 
d'après  ce  qui  a  été  dit, 

AIC'=AICxcos<p, 

^*»-''-  AIB'=AIBxcos^ 

d*où,  par  soustraction, 

AB'C=ABCxcos(p. 

Le  théorème,  étant  démontré  pour  un  triangle,  s'étend  a 
un  polygone  plan,  que  Ton  peut  toujours  décomposer  en 
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triangles,  et  même  à  une  aire  plane  limitée  par  une  eoufte 
fermée  quelconque;  car  on  peut  regarder  cette  aire  plane 
comme  la  limite  de  Taire  d'un  polygone  inscrit,  dont  on  aug- 
mente'Indéfiniment  le  nombre  des  côtés,  de  manière  que 
chacun  tende  yers  zéro. 

Quand  on  considère  l'ellipse  comme  la  projection  d'un 
cercle,  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
jugués est  la  projection  d'un  carré  circonscrit  au  cercle;  le 
carré  ayant  une  aire  constante  égale  /^a*,  celle  du  parallélo- 
gramme est  aussi  constante  et  égale  à  ^a*  cos  9,  c'est-à-dire 


AIRE  DE  L  ELUPSB. 

166.  Le  même  théorème  nous  donne  inmiédiatement  l'aire 
de  l'ellipse.  L'ellipse  étant  la  projection  d*un  cercle,  son  aire 
est  égale  à  celle  du  cercle  ica',  multipliée  par  cos  ^  ou  par 

-  f  ce  qui  donne  icab. 
a        ^ 

DIAMÈTRES  CONJUGUES  EGAUX. 

167  Nous  avons  vu  (n«  iS9)  que  les  deux  demi-diamètres 
conjugués  OD ,  OE  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  petit  axe 

OB  (fig.  99).  On  sait  que  le  rayon 
de  l'ellipse  est  d'autant  plus  grand 
qu'il  s'écarte  davantage  du  petit 
axe;  pour  que  les  deux  diamètres 
conjugués  deviennent  égaux,  il  faut 
donc  que  ces  deux  diamètres  fas- 
sent des  angles  égaux  avec  le  petit 
axe  OB,  ce  qui  exige  que  les  angles  a  et  p  soient  supplé- 

b*  b 

mentaires.  On  a  donc  tang*  §L=-Tet,  par  suite,  tang  «=»-; 

a  a 

ainsi  les  diamètres  conjugués  égaux  OG  et  OH  coïncident 

avec  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

De  la  relation  a'«  -|-  *'• =a«  4-  b\  on  déduit  a'*  =^?^i^,  et 


^^^^^^^ 

^ 

y^ 

y( 

Fig.  90. 
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rëquation  de  Fellipse,  rapportée  à  ses  diamètres  conjugaéa 
égaux,  est 

a«  +  é» 


^•i-y*= 


a 


elle  a  même  forme  que  l'équation  du  cercle,  seulement  les 

coordonnées  sont  obliques. 

Cette  équation  signifie  que  la 
somme  des  carrés  des  distances 
de  chacun  des  points  de  Tellipse 
aux  deux  diamètres  conjugués 
égaux  est  constante.  En  effet, 
soient  6  Fangle  des  deux  diamè- 
tres conjugués  égaux,  MP  et  MQ 
les  coordonnées  du  point  M  (fig.  loo),  ME  et  MF  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  ces  diamètres,  on  a 
ME=y'sinO,  MF=a:'sin6;  d'où 

ïTS*  I  xmtS*      //il     /ix   •  «1.      (a"  +  é*)sin'6        aa*** 
MB  +MF  =  (a?'«  +  y'*)  sm"  ô  =  i — !— ^ =    ,,.,-> 

a  a* +  6' 


CORDBS  SUPPLEMENTAIRES. 


168.  On  appelle  cordes  supplémentaires  dans  l'ellipse  deux 
cordes  MC,  MC,  qui,  partant  d'un  même  point  de  l'ellipse, 

aboutissent  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre ce  (fig.  ici). 

Deux  cordes  supplémentaires  sont 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués» 
Menons,  en  effet,  les  diamètres  CD  et 
OE  parallèles  aux  cordes  supplémen- 
taires MC,  MC.  Dans  le  triangle  CMC,  la  droite  CD  parallèle 
à  CM  divise  en  parties  proportionnelles  les  deux  c6tés  CC  et 
CM  ;  le  centre  0  étant  le  milieu  de  CC,  il  en  résulte  que  le 
diamètre  OD  divise  en  deux  parties  égales  la  corde  CM,  et, 
par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  au  diamètre  CE.  De 
même,  le  diamètre  OE  divise  en  deux  parties  égales  la  corde 
CM,  et,  par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  à  OD.  Donc  lei 


Fig.  10t. 
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deux  diamètres  OD ,  OË,  parallèles  aux  cordes  supplémen- 
taires MC,  MC,  sont  conjugués. 

Réciproquement,  si  par  les  extrémités  d'un  diamètre  CC 
on  mène  des  droites  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués 
OD ,  CE,  ces  droites  se  couperont  sur  Tellipse.  En  effet,  soit 
M  le  point  où  la  corde  CM,  parallèle  à  OE,  rencontre  Tellipse  ; 
joignons  CM;  les  cordes  supplémentaires  MC,  MC  étant  pa- 
rallèles à  deux  diamètres  conjugués,  la  seconde  corde  CM 
sera  parallèle  à  OD. 

169.  L*étude  de  la  variation  de  l'angle  de  deux  diamètres  con- 
jugués est  ainsi  ramenée  à  l'étude  de  la  variation  de  l'angle 
de  deux  cordes  supplémentaires,  c'est-à-dire  de  l'angle  inscrit 
dans  une  demi-ellipse.  Pour  simplifier  le  calcul,  on  supposera 

les  deux  cordes  supplémentaires  me- 
nées par  les  extrémités  du  grand  axe 
(fig.  loa).  L'angle  AMA',  que  nous 
appellerons  6,  est  égal  à  la  différence 
des  deux  angles  MAX,MA'X;  les 
deux  droites  AM  ,  A'M  ayant  pour 

y        y 


rig.  los. 


coefficients  angulaires 


X — a  '  x-^-a* 


on  a 


y 


tango  = 


X  —  a     x  +  a agy 


1  + 


y' 


a?*+y' — û' 


..> 


et,  en  remplaçant  x*  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  Tel- 
lipse, 

Si  le  point  M  décrit  la  moitié  supérieure  ABA'  de  l'ellipse, 
la  tangente  étant  négative,  l'angle  0  est  obtus;  quand  le  point 
M  est  au  point  A,  c'est-à-dire  quand  y=o,  l'angle  est  droit; 
le  point  M  marchant  de  A  vers  B,  y  augmente  ;  la  valeur 
absolue  de  tang  9  diminuant,  l'angle  obtus  9  augmente  aussi 
tt  acquiert  sa  valeur  maximum  au  point  B  ;  alors  on  a  y=b  et 
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tang  0  = ; — j^  ;  quand  le  point  M  dépasse  le  point  B  et 

parcourt  le  quart  d'ellipse  BA',  l'angle  0  diminue  de  sa  valeur 
maximum  jusqu'à  un  angle  droit. 

Il  résulte  de  là  que  l'angle  des  demi-diamètres  conjugués 
OD ,  OË,  situés  d'un  même  côté  du  grand  axe,  est  obtus  et 
yarie  depuis  un  angle  droit  jusqu'à  la  valeur  maximum  ÂBA'; 
les  diamètres  conjugués,  qui  comprennent  l'angle  maximum, 
étant  respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
A'B ,  AB,  et,  par  suite,  également  inclinés  de  part  et  d'autre 
sur  le  petit  axe  OB,  sont  égaux. 

Nous  avons  étudié  la  variation  de  l'angle  obtus  DOE  de 
deux  diamètres  conjugués,  l'angle  aigu  DOK  varie  en  sens 
inverse.  On  obtient  directement  cet  angle  en  menant  les 
cordes  supplémentaires  par  les  extrémités  du  petit  axe  BB'  ; 
quand  le  point  M  décrit  le  quart  d'ellipse  BA»  l'angle  inscrit 
diminue  depuis  un  angle  droit  j  usqu'au  minimum  BAB',  sup- 
plémentaire du  maximum  obtus  ABA'. 

170.  Lorsqu'une  ellipse  est  tracée,  on  peut  déterminer 
graphiquement  le  centre  et  les  axes.  Pour  trouver  le  centre, 
on  mènera  deux  cordes  parallèles  suffisamment  écartées  l'une 
de  l'autre;  on  joindra  les  milieux  de  ces  cordes,  ce  qui  don- 
nera un  diamètre,  dont  le  milieu  sera  le  centre.  Si  sur  ce 
diamètre  on  décrit  un  demi-cercle,  et  que  l'on  joigne  aux 
deux  extrémités  du  diamètre  le  point  où  ce  demi-cercle  coupe 
la  demi-ellipse,  on  aura  deux  cordes  supplémentaires  perpen- 
diculaires entre  elles;  les  diamètres  parallèles,  formant  un 
système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  seront  les 
axes  de  l'ellipse. 

On  pourrait  obtenir  de  la  même  manière  les  deux  systèmes 
de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle  donné 
compris  entre  le  minimum  et  le  maximum  ;  il  suffirait  de  dé- 
crire sur  un  diamètre  un  segment  capable  de  l'angle  donné. 

i7i.  Construire  tme  ellipse  étant  donnés  deitx  diamètres  conju- 
gués. Soient  DD',  EE'  (fig.  io3)  les  deux  diamètres  conjugués 


Fig.  103. 
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donnés,  dont  nous  désignerons  les  longueurs  par  aa'  et 

aô'.  L'équation  de  l'ellipse, 
rapportée  à  ces  deux  dia- 
mètres conjugués,est 

Par  le  centre,  menons  la 
droite  EiETi  perpendiculaire 
à  DD',  et  prenons  OEi=OE; 
Tellipse  qui  a  pour  axes  DD',  EjE',,  rapportée  à  ces  axes,  est 
représentée  par  la  même  équation.  Il  en  résulte  que  les  ordon- 
nées MP,  M|P,  qui  correspondent  à  une  même  abscisse  OP, 
sont  égales  entre  elles.  Imaginons  que,  par  le  procédé  indiqué 
au  n®  149,  on  ait  construit  différents  points  de  l'ellipse  DE|D', 
dont  on  connaît  les  axes  ;  soit  Mj  l'un  de  ces  points,  M|P  son 
ordonnée  ;  si  par  le  point  P  on  mène  PM  parallèle  à  OE  et 
égale  à  PMi,  on  aura  un  point  M  de  l'ellipse  demandée.  Chaque 
point  de  la  première  ellipse  donnera  un  point  correspondant 
de  la  seconde.  Ceci  revient  à  déformer  la  première  ellipse  en 
faisant  tourner  chaque  ordonnée  PM,  autour  de  son  pied  P 
d'un  angle  constant. 

Le  même  mode  de  transformation  s'applique  à  la  tangente» 
La  tangente  au  point  M  est  représentée  par  l'équation 


(4) 


en  coordonnées  obliques;  cette  équation  représente  aussi  la 
tangente  au  point  M|  en  coordonnées  rectangulaires.  Ces  deux 
tangentes  coupent  le  prolongement  du  diamètre  DD'  au  même 
point  T,  dont  on  obtient  l'abscisse  en  faisant  Y=o. 

Au  lieu  de  construire  l'ellipse  par  points,  comme  nous  l'avons 
expliqué,  on  pourrait  déterminer  d'abord  les  axes  de  l'ellipse, 
et  construire  ensuite  cette  ellipse  au  moyen  de  ses  axes.  La 
détermination  des  axes  dépend  du  théorème  suivant. 

1751.  Deux  diamètres  amjugués  quelconques  déterminent  sur 
une  tangente  fixe  PQ  deux  segments  DP,  DQ,  dotit  le  produit  eti 
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WMtant  et  égal  au  carré  du  demi^diamètre  OB  parallèk  à  la  itm- 

fente  (fig.  io4). 

Si  Ton  prend  pour  axes  des 
coordonnées  le  diamètre  OD, 
qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact et  le  diamètre  conjugué 
OE,  et  si  Ton  appelle  a'  et  V 
les  longueurs  de  ces  demi- 
diamètres,  l'équation  de  Tol- 
lipse  est 


Fig.    104. 


a 


Soient  y^szmx    ,    yz=iw!x 

les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  OA,  OB;  d'après  la 
remarque  faite  au  n^  160,  les  coefficients  angulaires  seront 

liés  par  la  relation  mm'= -^-  Si,  dans  ces  équations,  on 

fait  ar= a',  on  trouve  DP  =  —  ma\  DQ  =  m'a*  \  d'où 

DP  X  DQ  =  —  mm'a'^  =  b'\ 
173.  On  démontre  facilement  ce  théorème  quand  on  con- 
sidère l'ellipse  comme  la  projection  d'un  cercle.  Soient  0A|, 
OBt  (fig.  io5)  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  P^Q^  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M,  ;  menons  le  rayon  OMi  et 
le  rayon  ON,  parallèle  àla  tangente;  dans  le  triangle  rectangle 

PjOQi,  on  a 

M,p,  xm,q,  =  om;=on:. 

Quand  on  projette  la  figure,  les  dia- 
mètres 0A| ,  OB,  donnent  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'eDipse,  la  tan- 
gente P,Q,  une  tangente  à  l'ellipse  et 
la  droite  ON,  une  parallèle  à  cette 
Fig.  105.  tangente;  les  droites  M,P, ,  MiQ, , 

ON,,  étant  parallèles,  ont  des  projections  MP ,  MQ ,  ON  qui 
leur  sont  proportionnelles  ;  on  a  donc  aussi  entre  ces  projec- 
tions la  relation 

MP.MQ  =  ON*. 
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174.  Supposons  que  les  deux  diamètres  conjugués  OA  et 
OB  soient  les  axes  de  Tcllipso  (fîg.  io/|).  Le  cci'clc  décrit  sur  PQ 
comme  diamètre  passe  par  le  point  0,  et  rordonnéo  I)H,  per- 
pendiculaire àPQ,  est  égale  à  OK.  Il  en  résulte  un  moyen  faciJo 
de  construire  les  directions  des  axes,  quand  on  connaît  deux 
diamètres  conjugués  OD  etOE.  Parle  point  D  on  mènera  une 
parallèle  à  OE ;  cette  parallèle  sera  tangente  au  point  D;  on 
élèvera  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  DH  égale  à  OE,  et 
on  décrira  un  cercle  ayant  son  centre  sur  PQ  et  passant  par  les 
points  0  et  H  ;  les  droites  OP  et  OQ  qui  vont  du  centre  aux  deux 
points  P  et  Q,  où  le  cercle  coupe  la  tangente,  donneront  les 
directions  des  axes. 

t7S.  Il  reste  à  déterminer  les  grandeurs  des  axes.  Des 
relations 

a«  +  *»=a'>  +  4'«   ,  a*=a'*'sinO, 

démontrées  au  n*"  i63,  on  déduit 
(a— 6)«=a'"+*"— aa'*'sin0=a'»-|-*'«— aa'*'cos(-— oV 

(a+é)»=a'«+é'"+2a'i'sine=a'«+*'»— aa'i'cosp+ôV 

Gomme  on  peut  supposer  que  ô  désigne  Tangld  aigu  des  dia- 
mètres conjugués,  on  voit  par  ces  formules  que  la  longueur 
a —  i  est  le  troisième  côté  d  un  triangle  dont  les  deux  autres 

côtés  sont  a'  et  *'  et  l'angle  compris 6.  Ce  triangle  est  le 

triangle  ODH  (fig.  io4);  car  l'angle  ODH  est  égal  à 6,  et 

les  deux  côtés  DO  et  DH  sont  égaux  à  a'  et  b';  ainsi  le  troi- 
sième côté  OH  donnera  a — b.  De  même  a+i  est  le  troisième 
côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  a'  et  b'  et 
l'angle  compris  supplémentaire  du  précédent;  ce  triangle  est 
le  triangle  ODK,  que  l'on  obtient  en  prolongeant  la  perpen- 
diculaire DH  d'une  longueur  égale  à  elle-même  ;  le  troisième 
côté  OK  donnera  a+ i.  Si  du  point  0  comme  centre,  avec  OH 
pour  rayon,  on  décrit  un  cerclé^  la  longueur  Kl  sera  égale  au 
grand  axe  aa,  la  longueur  KL  au  petit  axe  2b. 
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On  peut  remarquer  que  le  grand  axe,  qui  doit  être  compris 
dans  Pangle  aigu  des  diamètres  conjugués,  est  dirigé  suivant 
OA,  bissectrice  de  l'angle  HOK,  le  petit  axe  est  la  bissectrice 
de  l'angle  supplémentaire. 

EXERCICES. 

1»  TrouYcr  le  lieu  des  sommets  des  parallélogrammes  construits  sur 
les  diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

ao  Trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées  par  un  môme  point 
dans  une  ellipse. 

5®  Une  corde  d'un  cercle  se  meut  parallèlement  à  elle-même;  par 
les  extrémités  on  mène  des  droites  parallèles  à  deux  directions  don- 
nées ;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  parallèles. 

4»  Parmi  tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à  une  môme  ellipse, 
les  parallélogrammes  construits  sur  deux  diamètres  coi^ugués  ont  une 
aire  minimum. 

5«  Parmi  tous  les  parallélogrammes  inscrits  dans  une  même  ellipse, 
ceux  dont  les  diagonales  forment  un  système  de  diamètres  conjugués 
ont  une  aire  maximum. 

6«  De  toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  môme  parallélogramme 
quelle  est  la  plus  grande? 

70  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  à  un  môme  parallélogramme, 
quelle  est  la  plus  petite  ? 

80  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  les 
axes  forment  une  somme  minimum  et  les  diamètres  conjugués  égaux 
une  somme  maximum. 

9»  Inscrire  dans  l'ellipse  une  corde  de  direction  donnée  telle  que  la 
somme  de  sa  longueur  et  de  la  distance  de  son  point  milieu  au  centre 
soit  maximum.  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  cette  corde,  quand  la  di- 
rection varie. 

iqo  Une  droite  se  meut  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan  de 
deux  autres  ;  on  prend  sur  elle  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  aux  intersections  avec  les  droites  fixes  soit  constante  : 
quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point? 

11^  Étant  données  deux  ellipses  quelconques,  on  peut  déterminer 
deux  directions  parallèles  à  la  fois  À  deux  diamètres  conjugués  de 
l'une  et  de  l'autre  ellipse  ;  par  les  points  conmiuns  aux  deux  courbes 
passe  une  troisième  ellipse  dans  laquelle  les  diamètres  conjugués 
égaux  sont  parallèles  à  ces  deux  directions. 
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11^  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre;  aux  points  où  elle 
•oupe  une  droite  Qze,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  ;  trouver  le 
lieu  du  point  d'intersection  de  ces  tangentes. 

i3**  On  donne  un  cercle  et  une  droite  fixe  passant  par  son  centre  ; 
une  droite  mobile  égale  au  rayun  s*appuie  par  une  de  ses  extrémités 
sur  le  cercle,  par  l'autre  sur  la  droite  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  un 
point  de  la  droite  mobii<j. 

i4®  Trouver  l'aire  de  Tellipse  définie  par  Fêquation 

i5<^  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  ellipse,  si  on  appelle  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  et  d,  d\  cT  les  demi-diamètres  parallèles 

aux  côtés,  on  a  R  =  — =-— 

ab 

i6^  Un  rectangle  quelconque  étant  circonscrit  à  une  ellipse,  le  pa- 
rallélogramme qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  a  un  péri- 
mètre constant,  et  deux  côtés  consécutifs  fout  avec  la  tangente  des 
angles  égaux. 

ij^  A  partir  d'un  point  quelconque  d'une  ellipse,  on  porte  sur  la 

normale  une  longueur  égale  k—ik  étant  une  constante  et  p  la  per- 

pendicuUire  abaissée  du  centre  sur  la  tangente;  trouver  le  lieu  de 
l'extrémité  de  cette  droite. 

i8*  Étant  donnés  une  ellipse  et  le  cercle  construit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  on  mène  les  normales  au  cercle  et  à  Pellipse  aux  points 
situés  sur  une  même  perpendiculaire  au  grand  axe;  trouTor  le  lien 
du  point  d'intersection  de  ces  deux  normales. 
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CnAPITRE   V 


De    l*Byperbole, 


176.  Construisons  maintenant  le  lieu  défini  par  l'équation 

AV-fCry*+H=o, 

dans  laquelle  À'  et  C  ont  des  signes  contraires. 

Lorsque  la  constante  H  est  nulle,  Téquation,  résolue  par 
rapport  à  y,  donne 


elle  représente  deux  droites  passant  par  l'origine. 

Nous  supposons  le  cofficient  C  du  m^me  signe  que  H  et  le 
coefficient  A'  de  signe  contraire  ;  si  l'on  pose 


-         H     ,,     H 


l'équation  devient 


^  '  a      b* 

En  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  en  déduit 


(^)  .._-4.^ 


a 

L'ordonnée  y  n'est  réelle  que  pour  les  valeurs  de  x  plus 
grandes  que  a  en  valeur  absolue  ;  si  donc,  à  partir  de  l'origine, 
on  porte  sur  l'axe  des  x,  de  part  et  d'autre,  deux  longueur» 


Fig.  10«. 
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OÀi  OA'  égales  à  a,  et  que  par  les  points  A  et  A'  on  mène 

des  parallèles  à  Taxe  des  y, 
la  courbe  n*a  aucun  point 
entre  ces  parallèles. 

Quand  x  croit  de  a  à  -{-  <^9 
y  croît  de  o  à  -}-<»  en  valeur 
absolue,  ce  qui,  à  cause  du 
double  signe,  donne  deux 
arcs  infinis  AD,  AD",  symé- 
triques par  rapport  à  Taxe 
des  X.  Il  en  est  de  même, 
quand  X  varie  de  — a  à  — <x>, 
ce  qui  donne  les  deux  arcs  A'E,  A'E'y  symétriques  des  pré- 
cédents par  rapport  à  Taxe  des  y.  Ces  quatre  arcs  égaux 
forment  les  deux  branches  de  l'hyperbole. 

Lliyperbolo  admet  un  centre  et  deux  axes.  L*axe  AA'  ren« 
contre  seul  la  courbe  ;  on  l'appelle  pour  cette  raison  axe  tram- 
verse  ou  réel  ;  Tautre  axe  OT  ne  rencontre  pas  la  courbe  ;  on 
l'appelle  axe  non  transverse  ou  imaginaire;  la  longueur  A  A' 
de  l'axe  transverse  est  aa;  par  analogie,  on  dit  que  2b  est  la 
longueur  de  Taxe  non  transverse,  et  on  porte  la  longueur  6 
sur  cet  axe  en  OB  et  OB'.  Les  points  A  et  A'  sont  les  deux 
sommets  de  l'hyperbole^ 

177.  Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à  Taxe  transverse 
sont  proportionneb  aux  produits  des  segments  correspondants  for^ 
mes  sur  cet  axe. 
En  effet,  de  l'équation  (1)  on  déduit 


y"   _*1 


«•—a* 


.t» 


ou 


y; ^*: 


{x-^-ài^x—a)     a'* 


donc 


MP' 


6' 


A'PXAP 

i78.  Atymptotes,  —  Nous  avons  vu  (n»  i3o)  que,  quand 
l'origine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  centre  de  l'hyper- 
bole, on  obtient  l'équation  des  asymptotes  en  supprimant  1* 
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terme  constant  dans  Téquation  de  la  courbe.  Les  deux  asymp- 
totes RR',  SS'  auront  ici  pour  équation 


(3) 


X' 


ou     «=±-0?. 

^         a 


On  peut  vérifier  aisément  que  la  différence  MN  des  ordon- 
nées de  la  droite  OR  et  de  Tare  AD  a  pour  limite  zéro;  car 
cette  différence  a  pour  expression 

-  (x — V^rc* — a')  = , « 

L'arc  AD  est  compris  dans  l'angle  ROX  et  se  rapproche  indé- 
finiment de  la  droite  OR,  qui  est  son  asymptote.  Les  droites 
OR',  OS,  OS'  sont  de  môme  les  asymptotes  des  arcs  A'  E',  A'E, 
AD'.  D'^après  Féquation  (5),  les  asymptotes  R'R,  S'S  sont  les 
diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

170.  Hyperboles  conjuguées.  —  Deux  hyperboles  sont  dites 
conjuguées  lorsque,  ayant  même  centre  et  mêmes  axes,  l'axe 
réel  de  Tune  est  axe  imaginaire  de  l'autre.  Ainsi  l'hyperbole 
proposée  a  pour  conjuguée  une  autre  hyperbole  ayant  pour 
axe  transverse  ai  et  pour  axe  imaginaire  aa  (fig.  107).  L'équa- 
tion de  cette  seconde  hyperbole  est 

Deux  hyperboles  conjuguées  ont  les  mêmes  asymptotes, 
I  ^K      puisque   le  rectangle   construit 

sur  les  axes  est  le  même  pour 
les  deux  courbes.  L'une  des 
___.  courbes  est  comprise  dans  les 
deux  angles  ROS',  R'OS,  opposés 
par  le  sommet,  la  seconde  dans 
les  deux    autres    angles   ROS, 

FIg.  107.  R'OS'. 

180.  Hyperbole  équilatère.  —  On  dit  qu'une  hyperbole  est 
^uilatère  lorsque  les  axes  a  et  i  ont  même  longueur.  Dans  ce 
cas,  le  rectnngle  des  axes  devient  un  carré,  et  les  asymptotes 
«ont  perpendiculaîrcis  entre  elles;  l'hyperbole  conjuRiico  est 


y 
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égale  à  la  première  ;  on  Tobtient  en  faisant  tourner  celle^i 
d'nn  angle  droit  autour  de  son  centre. 

La  condition  pour  que  1  équation  générale  du  second  degré 
représente  une  hyperbole  équiiatére,  a  été  donnée  précédem- 
ment (n*  i44);  elle  est  A+G  —  aBcosOnso. 

Lliyperbole  dont  les  axes  sont  a  et  A  peut  être  construite  au 
moyen  de  l'hyperbole  équilatère  dont  Taxe  est  a,  comme  on  a 
construit  Tellipse  ayant  pour  axes  a  et  6  au  moyen  du  cercle 
de  rayon  a,  c'est-à-dire  que  la  première  hyperbole  peut  être 
regardée  comme  la  projection  orthogonale  de  la  seconde.  Mais 
cette  considération  n'est  d'aucune  utilité  dans  les  construc- 
tions graphiques  relatives  à  l'hyperbole,  parce  que  le  tracé 
d'une  hyperbole  équilatère  n'est  pas  plus  simple  que  celai 
d'une  hyperbole  quelconque. 

i8i.  Soient  X  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

du  plan;  considérons  le  polynôme 


1. 


Pour  un  point  M  appartenant  à  la 
courbe,  ce  polynôme  est  égal  à 
zéro;  si  l'on  fait  marcher  un  point 
Fig.  10».  p  à  partir  de  M  sur  une  parallèle  à 

l'axe  transverse  AÂ'  (flg.  io8),  le  terme  ^  conserve  une  va- 

leur  invariable,  tandis  que  le  terme  -^  diminue  ou  augmente, 

suivantque  le  point  P  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  l'axe  des  y. 
Il  en  résulte  que  le  polynôme  a  une  valeur  négative  pour 
tous  les  points  situés  entre  les  deux  branches  de  l'hyperbole, 
et  positive  pour  tous  les  autres  points  du  plan. 


TANGENTS. 

189.  L'équation  de  la  tangente  au  point  M»  dont  les  cooi^ 
données  sont  x  et  y,  est 
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Pour  construire  cette  droite,  on  peut  déterminer  le  point  T 

(flg.  108),  où  elle  coupe  l'axe  OX.  Si,  dans  l'équation  (5),  on 

a" 
fait  Y=o,  il  vient  X=OT=—  ;  on  obtient  cette  longueur  OT 

MF 

par  une  troisième  proportionnelle. 

183.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  pour  valeur 

b*x  b 

Supposons  que  le  point  M  décrive  l'arc  AD  ;  en  A  le  coefficient 
angulaire  est  infini,  et  la  tangente  perpendiculaire  à  Taxe 
transverse  ;  x  augmentant,  le  coefficient  angulaire  diminue 

constamment  et  tend  vers  la  limite  -,  coefficient  angulaire 

de  l'asymptote  OR  ;  l'angle  MTX  diminue  donc  de  -  à  ROX  ; 

en  même  temps  la  valeur  de  OT  diminue  de  a  à  o  ;  il  en  ré- 
sulte que  l'asymptote  est  la  position  limite  de  la  tangente, 
quand  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment. 

184 .  Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P.  —  Si  l'on 
appelle  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  P,  les  points  de 
contact  sont  déterminés  par  l'équation  de  la  corde  des  contacts 

W  V — T' — *""^' 

jointe  à  l'équation  (1)  de  l'hyperbole. 
En  éliminant  y,  on  obtient  l'équation  du  second  degré 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M  et  M' 

des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  La  condition  de  réalité 

X*     y* 
des  racines  est  ~ — ^ — i<o,  c'est-à-dire  que  le  point  P 

doit  être  placé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe.  Si  le 

point  P  est  placé  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  compren- 

X*     v" 
Aont  la  courbe,  le  coefficient  -y-^tt  ^^^^  positif,  le  produit 
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des  racines  est  positif;  par  suite,  les  deux  racines  sont  de  même 
signe,  et  les  deux  points  de  contact  sur  une  même  branche  delà 
courbe.  Au  contraire,  si  le  point  P  est  dans  Tun  des  angles  ROS, 
R'OS',  il  y  a  un  point  de  contact  sur  chacune  des  branches. 

185.  Tangente  parallèle  à  une  droite  donnée, —Nous  remarquons 
que  l'équation  de  Thyperbole  rapportée  à  ses  axes  ne  diffère  de 
celle  de  Tellipse  qu'en  ce  que  b*  est  remplacé  par  —  i'  ;  si  dans 
l'équation  (7]  du  n^'  iS^  de  la  tangente  à  l'ellipse  on  effectue  ce 
changement,  on  obtient  l'équation  de  la  tangente  à  l'hyperbole 

(7)  y=mxdb^a'm" — 6*. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur  de  m* 

b^ 

soit  plus  grande  que  -y ,  c'est-à-dire  que,  si  la  droite  donnée 

passe  à  l'origine,  elle  soit  comprise  dans  Tangle  ROS.  Nous 
avons  vu  déjà  (n*  18 3)  que  la  valeur  numérique  du  coeffi- 
cient angulaire  d'une  tangente  est  plus  grande  que  -• 

186.  On  ne  peut  mener  à  une  hyperbole  deux  tangentes  reo- 
tangulaires  que  lorsque  l'angle  ROS'  est  moindre  qu'un  angle 
droit,  c'est-à-dire  lorsque  a  est  plus  grand  que  b  ;  quand  cette 
condition  est  satisfaite,  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit 
circonscrit  à  l'hyperbole  a  pour  équation 

c'est  un  cercle  concentrique  à  la  courbe. 

DIAMÈTRES. 

187.  Lorsque  l'hyperbole  est  rapportée  à  ses  axes,  le  dia- 

R^  mètre  qui  divise  en  deux  parties 

égales  les  cordes  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est  m  a  pour 
équation 


ou 


^      a^m 


riff.  10». 


Si  l'on  désigne  par  m' le  coeffi- 
cient angulaire  du  diamètre,  oa 


\ 
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a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre,  la  re- 
lation 

(8)  mm'=—. 

or 

Cette  relation  montre  que  si  l'on  prend  m'  pour  coefficient 
angulaire  des  cordes»  on  trouvera  m  pour  coefficient  angu- 
laire du  diamètre  ;  c'est-à-dire  que  si  la  droite  DD'  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  EE'  (fig.  109),  réci- 
proquement la  droite  EE'  divise  en  parties  égales  les  cordes 
paraUèles  à  DD'.  Ainsi  les  deux  diamètres  DD',  ES  sont  tels 
que  chacun  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre  ;  ce  sont  deux  diamètres  conjugués. 

L'hyperbole  a  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conju- 
guésy  puisque  l'on  peut  prendre  à  volonté  l'un  des  diamètres. 
La  relation  (7)  exige  que  m  et  m' aient  le  même  signe  ;  si  on 

les  suppose  positifs,  m  variant  de  o  à  -,  m' variera  de  00  à  -; 

le  diamètre  DD'  tourne  de  OA  vers  l'asymptote  OR,  et  le  dia- 
mètre EE'  de  OB  vers  la  même  asymptote.  On  voit  ainsi  que, 
des  deux  diamètres,  l'un  rencontre  toujours  la  courbe,  et  que 
l'autre  ne  la  rencontre  pas.  Les  axes  forment  le  seul  système 
de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  et  l'angle  aigu  de  deux 

diamètres  conjugués  varie  de  -  à  o. 

On  démontre  comme  pour  l'ellipse  que  la  tangente  FH  en  un 
point  D  de  l'hyperbole  est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué 
du  diamètre  DD'  qui  passe  au  point  de  contact  (n*  16O). 

188.  Deux  hyperboles  conjuguées  et  le  système  de  leurs 
asymptotes  admettent  le  même  diamètre  pour  la  même  série 
de  cordes  ;  car  les  équations  des  trois  lieux 

ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant  qui  n'entre  pas  dans 
réquation  du  diamètre  fi+mf^^=o.  Les  trois  lieux  admet- 
tent aussi  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

Si  l'hyperbole  est  équilatère,  la  relation  mm'=—  devient 
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.mm'  =  1,  ce  qui  signifie  que  les  angles  DOX,  EOX  sont  com- 
plémentaires, et,  par  suite,  que  les  asymptotes  sont  bisseo- 
triccs  des  angles  des  diamètres  conjugués. 

180.  Hyperbok  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués.  — 
Lorsqu'on  prend  pour  axes  des  coordonnées  deux  diamètres 
conjugués  OD,  OE  (flg.  109),  Téquation  de  l'hyperbole  devient 
(no  i36) 

Les  coefficients  A*  et  C*ont  des  signes  contraires,  par  exem- 
ple G"  a  le  signe  de  H,  et  A"  un  signe  contraire;  si  l'on  pose 

réquation  prend  la  forme  simple 
(9)  ^-y-=r 

qui  est  la  même  que  celle  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes. 
Comme  on  a,  par  la  transformation  des  coordonnées, 

a*      à^  ""  a'"      à'* 

pour  tous  les  points  du  plan,  il  s'ensuit  que  l'équation  de  l'hy- 
perbole conjuguée,  rapportée  aux  mêmes  diamètres  OD,  OE, 
est 

Le  diamètre  OE,  qui  ne  rencontrait  pas  la  première  hyper- 
bole, rencontre  la  seconde  au  point  E.  et  la  longueur  y  de  ce 
demi-diamètre  imaginaire  de  la  première  hyperbole  est  égale 
à  la  longueur  OE  du  demi-diamètre  réel  de  la  seconde. 

100.  L'équation  (3)  des  asymptotes  se  transforme  en  l'é- 
quation 

a/»     y'*  j     ^^^ 

i— =:;0      OU      V=:ZiZ-iX, 

On  en  conclut  que  ks  diagonales  du  pai^allélogramme  FHGK 
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tomtruit  wr  deux  diamèire$  conjugués  quelconques^  coïncident  avec 
les  asymptotes  de  thyperbole. 

Les  côtés  FH,  QK  du  parallélogramme  sont  tangents  à  la 
première  hyperbole^  et  les  côtés  FK,  GUI  à  l'bjperbole  con- 
juguée, de  sorte  que  le  parallélogramme  est  circoDâcrit  au 
système  des  deux  courbes. 

THÉORÈMES    D*AP0LL0NIUS. 

10 1.  Il  suffit  de  répéter  le  raisonnement  du  n^  i63* 
Par  les  formules  de  transformation  des  coordounéesi  lof 
deux  binômes 


— -i^  ^«  +  v* 


se  changent  en 


Le  polynôme 


Çi-Ç     »    af*  +  !/'  +  2a/y'oos^. 


OU 


(■»>       (^-;y-(F+iy 

se  transforme  en 

ou 

Les  deux  polynômes  (lo)  et  (ii)  étant  des  carres  parfaits 

pour  les  mêmes  valeurs  de  X,  les  deux  équations 

(la)  (X-a»)(X  +  é«)  =  o, 

et 

{ i5)  X*  —  (a'»  —  é'»)X  —  a'»*'»  sin  «6 = o, 

admettent  les  mêmes  racines  ;  il  en  résulte  que  les  deux  rft> 
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dnes  de  i'ëquation  (i3)  sont  égales  respectivemeat  à  a^  et  à 
i^  i*  ;  on  en  déduit  les  relations 

04)  a'*  — y«  =  a»— *«, 

(i5)  a'»y«sin«ô=a»*«    ou    a'*'sinO  =  a*, 

et  Ton  obtient  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i*  La  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quel» 
conques  est  constante  et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes; 

2®  Vaire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
jugués  est  constante  et  égale  à  taire  du  rectangle  constt^it  sur  les 
axes. 

De  la  relation  a'" — *'*=a" — i*,  il  résulte  que  si  a  est  diffé- 
rent de  *,  on  ne  peut  avoir  a'=*';  l'hyperbole  n'a  pas  de  dia- 
mètres conjugués  égaux.  Si,  au  contraire,  l'hyperbole  est 
équilatère,  on  a  toujours  a'=^V\  tous  les  systèmes  de  diamè- 
tres conjugués  sont  égaux;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque 
du  n^  188,  puisqu'alors  les  deux  diamètres  font  avec  l'asymp- 
tote des  angles  égaux. 

192.  L'hyperbole  et  ses  deux  asymptotes  ayant  le  même 
diamètre  pour  une  même  série  de  cordes,  le  milieu  I  de  la 
corde  MM'  est  aussi  le  milieu  de  la  corde  NN'  (fig.  109).  Donc 
les  portions  MN,  MTî'  d'une  sécante  comprise  entre  Ihyperbok  et 
ses  asymptotes  sont  égales. 

Si  la  sécante  devient  tangente,  on  a  DF  =  DH  ;  les  portions 
dune  tangente  comprises  entre  le  point  de  contact  et  les  asymptotes 
sont  égales. 

193.  Supposons  l'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  DD',  EE',  dont  l'un  EE'  est  parallèle  à  une  sécante 
donnée  MM';  la  courbe  aura  pour  équation 

et  les  asymptotes*  y'*=-7^a;'^  Dans  la  figure  109,  la  sécante 
MM'  coupant  la  même  branche  en  deux  points,  le  diamètre 


Mi'=^{0f-0-) 


Nï=.^5i; 


DE  L'HYPERBOLE. 

parallèle  EB'  ne  rencontre  pas  la  courbe  ;  et  l'on  a 

a' 
et,  par  suite, 

NÎ'-MÎ  =*'«,      ou     (NI— MI)  (NI+MI)  =*'•; 
mais  NI— MI=MN      ,      NI+MI=MN; 

donc  MNxMN'=*'«. 
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Lorsque  la  sécante  coupe  les  deux  branches  de  Thyperbole, 
le  diamètre  parallèle  rencontre  la  courbe,  et  Ton  arrive  à  un 
résultat  analogue.  Ainsi,  fe  produit  des  segments  d*une  sécante^ 
compris  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes^  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  sécante. 

194.  Connaissant  les  asymptotes  RR',  SS'  et  un  point  M  de 

l'hyperbole,  on  peut  obtenir  autant 
de  points  de  la  courbe  qu'on  le  veut 
(flg.  iio).  Menons,  en  effet,  par  le 
point  M  une  droite  quelconque  NMN'; 
cette  droite  coupe  les  asymptotes  en 
N  et  N';  si  l'on  prend  sur  cette  droite 
une  longueur  N'M'  égale  à  NM,  on 
aura  un  second  point  M'  de  l'hyper- 
bole. On  peut  aussi  déterminer  les  directions  et  les  grandeurs 
des  axes.  La  courbe  étant  comprise  dans  les  angles  ROS, 
R'OS',  la  bissectrice  OÂ  de  ces  deux  angles  sera  l'axe  trans- 
verse, et  la  perpendiculaire  OB  l'axe  imaginaire.  Menons 
QMQ'  perpendiculaire  à  OÂ,  l'axe  imaginaire  b  sera  moyen 
proportionnel  entre  MQ  et  MQ'.  En  portant  sur  OB  une  lon- 
gueur OB  égale  à  b,  et  en  menant  BG  parallèle  i  OA,  BG  sera 
l'axe  réel  a.  Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M'  de  la 
courbe,  on  mènera  par  ce  point  MT  parallèle  à  une  asymp- 
tote, on  prendra  OG  =  aOP;  la  droite  M'G  sera  la  tangente 
demandée. 

19tt.  Lorsqu'on  connaît  les  positions  et  les  grandeurs  à» 
deux  diamètres  conjugués,  on  obtient  aisément  les  axes. 


Fîg.  110. 
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Soient,  en  effet,  DD',  EE'  (flg.  m)  les  deux  diamètres,  dont 

le  premier  est  réel  ;  les  diagonales  du 
parallélogramme  construit  sur  les 
deux  diamètres  sont  les  asymptotes; 
connaissant  les  asymptotes  et  un  point 
D,  on  est  ramené  à  la  construction 
flg.  lit.  précédente. 

190.  Cordes  supplémentaires.  —  On  appelle  cordes  supplé- 
mentaires deux  cordes  MO ,  MC 
qui,  partant  d'un  même  point  de  la 
courbe,  aboutissent  aux  extrémités 
d'un  même  diamètre  CC  (flg.  iia). 
On  démontrera,  comme  nous  Tavons 
fait  au  n«  168  pour  l'ellipse,  que 
deux  cordes  supplémentaires  sont  pa- 
rallèles à  un  système  de  diamètres  conjugués;  et  que,  réci- 
proquement, si  f)ar  les  extrémités  d'un  diamètre  on  mène  des 
droites  parallèles  d  deux  diamètres  conjugués^  ces  droites  se  cou- 
pent sur  r hyperbole  et  forment  un  système  de  cordes  supplément' 
foires. 


HYPERBOLE  RAPPORTEE  A  SES  ASYMPTOTES^ 


107.  Si,  après  avoir  transporté  l'origine  au  centre,  ce 
qui  fait  disparaître  les  termes  du 
premier  degré,  on  prend  pour  nou- 
veaux axes  des  coordonnées  les 
deux  asymptotes  OX,  OY  (flg.  1 13), 
une  parallèle  à  une  asymptote  ne 
rencontrant  la  courbe  qu'en  un 
point,  réquation  doit  se  réduire  au 
premier  degré  par  rapport  à  y  et 
aussi  par  rapport  à  ar,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  des 
termes  en  y*  et  en  x*  sont  nuls;  l'équation  est  donc  de  la 
forme 


Flg.  113. 
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(i6)  aB'a:y  +  H=o,    ou    xy^ssk. 

On  détermine  la  constante  k,  en  remarquant  que  les  coor- 
données du  sommet  Â,  savoir 


a  a 


yériflent  l'ëqnatioa  de  la  courbe  ;  d'où 


198.  Quand  l'hyperbole  est  rapportée  à  ses  asymptotes,  la 
tangente  TF  au  point  M>  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y, 
*a  pour  équation 

(17)  yX+arY=2A«. 

On  obtient  Tabscisse  du  point  de  rencontre  de  la  tangente 
avec  l'axe  OX  en  faisant  dans  cette  équation  Y  =  o,  d*où 

X=OT=  — =îix=20P; 

y 

on  reconnaît  de  nouveau  que  le  point  de  contact  M  divise  en 
doux  parties  égales  la  portion  TT  de  la  tangente  comprise 
entre  les  asymptotes  (n^  19a). 

AIRE  d'un  segment  HYPERBOLIQUE. 

199.  Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  qui  sert 
ordinairement  à  l'évaluation  des  aires.  Considérons  l'aire  com- 
prise entre  l'axe  OX,  une  courbe,  une 
ordonnée  fixe  AB,  et  une  ordonnée  mobile 
MP  [fig.  1 14)»  correspondant  à  Fabscisseo?; 
cotte  aire,  que  nous  désignerons  par  S, 
est  une  fonction  de  la  variable  x,  dont 

A.  P    P'      1 

Fig.  114.  ^^^^  ^^^^  proposons  de  déterminer  la 

dérivée.  Donnons  à  or  un  accroissement  Ax=PP'  assez  petit 
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pour  que  de  M  en  M' rordonnée  varie  dans  le  mâme  sens  ;  par 
les  points  M  et  M'  menons  des  parallèles  MG,  M'D  à  Taxe 
OX  ;  Taccroissement  AS  de  Taire  est  plus  grand  que  le  paral- 
lélogramme MPP'G,  et  plus  petit  que  le  parallélogramme 
DPP'M';  le  premier  parallélogramme  a  pour  mesure  y ^x  sin0^ 
6  étant  l'angle  des  axes,  le  second  {y'{•Ay)^x  sinO;  on  a  donc 

yAar.sin6<AS<(y+Ay)Ax.sin6, 
et,  en  divisant  par  Hx, 

ysin6<  — <(y4-Ay)sinO. 
Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  tendre  Ax  vers  zéro  ;  le 

AS 

rapport  —  est  compris  entre  deux  quantités,  l'une  ysinO, 

CLêU 

l'autre  ayant  pour  limite  cette  quantité  ;  donc  le  rapport  a , 
aussi  pour  limite  y  sin  0.  Ainsi  la  dérivée  de  l'aire  considérée 
comme  une  fonction  de  l'abscisse  est  y  sin  6.  Réciproquement, 
rairo  S  est  une  fonction  primitive  de  y  sin  0,  considéré  comme 
une  fonction  de  x. 

Quand  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires^  la  dé* 
rivée  de  l'aire  est  égale  à  y. 

200.  Considérons  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymp- 
totes, et  proposons-nous  d'évaluer  l'aire  comprise  entre  l'a- 
•ymptoteOX,  l'hyperbole,  l'ordonnée  fixe  AB  correspondant  à 

l'abscisse  a  et  l'ordonnée  varia- 
ble MP  correspondant  à  l'ab- 
scisse 2r(fig.  11 5).  De  l'équation 

(i6)on  déduit  y=  — ,  et,  par 

X 

suite, 

S'=ysine=*  sinOX-* 

Or-  est  la  dérivée  de  Lx;  donc 

Fig.  lis.  * 

i  finO  X  ~  est  la  dérivée  dek  sin 6 La? ;  on  a,  par  conséquent» 

Sssi*8ineLx-hC. 
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On  détermine  la  constante  C  par  la  condition  que  Taire  soit 
nulle  pour  â?=ay  ce  qui  donne  C  = —  k  sin  0  La.  On  a  ainsi 

(i8)  S—*  sin6(Lar— La)=A  sinOxL^-V 

L*abscisse  a  restant  constante,  si  l'on  fait  augmenter  x  indé-^ 
Animent,  l'aire  S  augmente  aussi  au  delà  de  toute  limite.  La 
même  chose  a  lieu  quand  on  fait  tendre  a  vers  zéro,  x  restant 
fixe. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'hyperbole  est  équilatère,  on  a 
gin 6=  1  ;  si  Ton  suppose  en  outre  A  =  i,  et  que  Ton  compte 
l'aire  depuis  l'ordonnée  qui  répond  à  l'abscisse  i,  c'est-à-dire 
au  sommet  de  la  courbe,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

S  =  L(x). 

C'est  à  cause  de  cette  propriété  que  les  logarithmes  népé- 
riens ont  été  appelés  aussi  logarithmes  hyperboliques. 
Si  Ton  suppose  *=  i  et  a  =  i,  la  formule  (lo)  devient 

S  =  sinôL(x). 

On  pourra  prendre  l'angle  0  de  manière  que  S  soit  le  loga- 
rithme de  X  dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  plus 
grande  que  e. 

EXERCICES. 

I*  I^  base  d'un  triangle  est  ûxc,  la  différence  des  angles  à  la  basa 

est  égale  &  -  «  on  demande  le  lieu  du  troisième  sommet  du  triangle. 

9*  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  interceptent 
des  longueurs  données  sur  les  o6tés  d'un  angle  donné? 

5^  On  donne  deux  droites  fixes,  une  droite  mobile  coupe  les  deux 
premièpes  de  manière  à  former  un  triangle  de  grandeur  constante  ;  on 
demande  le  Iteu  dos  centres  de  gravité  de  ces  triangles. 

4*  Les  sécantes  menées  de  Tun  quelconque  des  points  d*une  hyper 
bole  à  deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  interceptent  sur  Tune  ou 
Fautre  asymptote  des  longueurs  constantes. 

S^  foute  corde  d'une  hyperbole  divise  en  deux  parties  égales  la 
portion  de  Tune  ou  l'autre  asymptote  comprise  entre  les  tangentes  à 
•et  deux  extrémités. 
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0*  Si,  «or  une  corde  d'une  hyperbole  considérée  comme  diagonale, 
on  Cuastmit  un  parallélogramme  dont  les  cfttés  soient  parallèles  res- 
pectivement aux  asymptotes,  Fautre  diagonale  passera  par  le  centre. 

7*  On  donne  un  pomt  fixe  et  une  droite  fixe;  un  angle  de  grandeur 
constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  au  point  fixe;  trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  cétés 
do  l'angle  et  la  droite  fixe. 

8^  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole;  deux  de  ses 
cAtés  ont  des  directions  inyariables  ;  trouver  le  lieu  du  milieu  du  troi*- 
sième  côté. 

9^  Sur  Tune  des  diagonales  d'un  rectangle  prise  pour  corde  on  dé- 
crit un  cercle  ;  trouver  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  parallèles 
à  la  seconde  diagonale. 

10^  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  fixe,  par  ce  point  on  mène 
une  sécante  quelconque,  et  par  les  points  où  cette  sécante  rencontre 
les  deux  côtés  de  l'angle,  on  mène  des  droites  respectivement  paral- 
lèles à  ces  côtés  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  parallèles. 

ii<»  TrouTer  le  lieu  d'un  point  tel  qu'en  menant  par  ce  point  des 
parallèles  aux  asymptotes  d'une  hyperbole,  l'aire  du  triangle  formé 
par  ces  parallèles  et  l'hyperbole  soit  égale  à  une  constante  donnée. 

is^'  Trouver  le  lieu  d'un  point  tel  que  l'une  des  bissectrices  des  an- 
gles formés  par  les  droites  qui  joignent  ce  point  à  deux  points  fixes 
A  et  B  ait  une  direction  donnée. 

i3o  Toute  hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  passe  par 
le  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

140  Étant  donnée  une  ellipse,  on  mène  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  l'un  d'eux  avec 
une  droite  menée  par  un  point  fixe  perpendiculairement  à  l'autre, 
ou,  plus  généralement,  avec  une  droite  faisant  im  angle  donné  arec 
le  second  diamètre. 

i5®  On  donne  deux  droites  A'A,  B'B  et  un  point  0  ;  du  point  0  comme 
centre,  ayec  un  rayon  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ;  aux  points  de 
rencontre  du  cercle  avec  les  droites  on  élève  des  perpendiculaires  à 
ces  droites;  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  ces  perpen* 
diculaires» 
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CHAPITRE   VI 


De    la    Parabole. 


SOI.  Le  second  des  types  auxquels  on  réduit  rëquation 
générale  du  second  degré  estC'y*  +  ?iya:=o,  ou 

(i)  y«  =  a/>x. 

Le  cas  où  p  est  négatif  se  ramène  au  cas  où /)  est  positif  par  le 
changement  du  sens  des  x  positifs  ;  nous  supposerons  donc  p 
positif.  On  voit  immédiatement  que  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (  i  )  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x  et  qu'elle 
passe  à  l'origine.  L'équation  (i),  résolue  par  rapport  i  y,  donne 

y  =  ±\/%px. 

Pour  que  l'ordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  que  l'abscisse 

soit  positive  ;  si  l'on  fait  croître  x 
de  o  à+oo>  la  valeur  absolue  de 
y  croit  aussi  de  o  à  oo  ;  on  a  ainsi 
deux  arcs  infinis  AD  et  AD',  qui 
forment  la  parabole  (fig.  116). 

La  droite  AX  est  l'axe  de  la  pa- 
rabole; le  point  A  en  est  le  sommet  ; 
la  longueur  />,  qui  détermine  la 
courbe,  s'appelle  le  paramètre  de  la 
parabole. 
SOS.  Construction  de  la  courbe  par  points.  —  L'ordonnée  MP 
du  point  M  est  moyenne  proportionneUe  entre  la  longueur 
constante  ap  et  l'abscisse  AP.  Portons  sur  AX  et  dans  le  sens 
des  X  négatifs  une  longueur  AQ  égale  à  ap  ;  puis  décrivons 
diverses  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  QX  et  passant 
au  point  Q  ;  ces  circonférences  coupent  de  nouveau  l'axe  AX 
aux  points  P,  F,...,  et  la  droite  AY  aux  points  N,  N',—  Par 
les  points  P,  F,...,  menons  des  parallèles  à  AY;  par  les 
points  N,  Tt',...,  des  parallèles  à  AX  ;  les  points  de  rencontre 
Mf  M',...  appartiennent  à  la  parabole. 


Fig.  116. 
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203.  Des  relations 


on  déduit 


MP=apXAP  ,   M'P'=ajBXAF, 

MP*       AP 


SPF'     AP' 

Le$  catrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à  Faxe  de  la  parabole 
sont  proportionnek  aux  segments  de  Vaxe  compris  entre  le  sommet 
et  les  ordonnées. 

204.  Par  le  point  M  de  la  courbe,  menons  une  parallèle  à 
Taxe,  et  imaginons  qu'un  point  mobile  parcoure  cette  paral- 
lèle. Dans  la  fonction  y*  —  npx  remplaçons  a;  et  y  par  les 
coordonnées  du  point  mobile  ;  si  le  point  M  est  dans  la  région 
placée  du  côté  des  x  posilives  par  rapport  à  la  parabole,  la  fonc- 
tion sera  négative,  si  le  point  M  est  dans  l'autre  région 
la  fonction  sera  positive.  Pour  abréger,  nous  dirons  que  la 
première  région  est  intérieure  à  la  courbe  et  la  seconde 
extérieure. 

205.  Nous  avons  vu  que  les  branches  infinies  de  Tbj^er- 
bole  ont  des  asymptotes  ;  il  n^en  est  pas  de  même  de  la  para- 
bole. Et,  d'abord,  puisque  y  augmente  indéfiniment  aycc  x,  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole.  En  se- 
cond lieu,  soit  yi  =ar-|-  b  Téquation  d'une  droite  quelconque 
oblique  à  l'axe,  la  différence  dos  ordonnées  des  points  de  la 
droite  et  de  la  courbe  qui  correspondent  à  une  même  abscisse 
est  égale  à 

ax-\-b  —  y2px, 

et  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Quand  x  augmente  indéfiniment,  le  premier  facteur  augmen- 
tant indéfiniment,  et  le  second  tendant  vers  la  valeur  a  difi'é- 
rente  de  zéro,  le  produit  augmente  indéfiniment.  Donc  il  n'j 
.a  pas  non  plus  d*asymptote  oblique  à  l'axe. 

TANOBNTB. 

806.  La  tangente  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  c 
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et  y»  a  pour  équation 
W  yY=/)(X+:p). 

Soit  T  le  point  où  la  tangente  rencontre  Taxe  de  la  parabole 

/  ^  (fig.  117);  si  dans  l'équation  (2)  on 

fait  Y=o,  on  trouve  X= — x;  donc 
AT=AP.  Ceci  donne  un  moyen  fa- 
cile de  construire  la  tangente  à  la 
*  parabole  en  un  point  donné  M;  on 
abaissera  la  perpendiculaire  MP  sur 
Taxe,  on  prendra  AT=AP  et  Ton 
yj    ^  joindra  les  points  M  et  T. 

207.  Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  M,.  —  Soient 
âp|  et  y I  les  coordonnées  du  point  M|  ;  les  points  de  contact 
seront  déterminés  par  Téquation  de  la  corde  des  contacts 

(3)  yiy=p(a?  +  ari), 

jointe  à  celle  de  la  courbe  (1);  on  en  déduit 


2p 


ces  valeurs  sont  réelles  toutes  les  fois  que  le  point  M 1  est  ex- 
térieur à  la  courbe. 

Pour  construire  la  droite  MM',  on  cherche  les  points  où  elle 
coupe  les  axes  des  coordonnées;  si,  dans  Téquation  (3),  on  fait 
y=o,  on  trouve  ar = — x^,  c'est-à-dire  que  AI  est  égal  à  AP,  ; 

si  l'on  fait  a:=o,  on  trouve  y=— ;  on  obtiendra  le  point  K 

par  une  quatrième  proportionnelle. 

208.  Tangente  parallèle  â  une  droite  donnée.  —  Si  l'on  dési- 
gne par  m  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée,  l'équa- 

tion-=wi,  et  celle  de  la  courbe,  déterminent  les  coordon» 
9 

ûées  du  point  de  contact,  y=^  ,  ^==1^-  ^^  ®^  déduit  l'é- 
quation de  la  tangente 


m 


am' 


(4) 
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809.  Normale.  —  La  normale  MN  en  un  point  M  de  la  pa* 
ràbole,  dont  les  coordonnées  sont  x  ety,  sl  pour  équation 

(5)  Y-y=-l{X-x). 

En  y  faisant  ¥=0,  on  obtient  Tabscisse  du  point  N  où  elle 
rencontre  Taxe  ;  on  trouve 

PN  =  X  — a?=p. 
Ainsi,  doua  la  parabole  la  sous-normale  PN  est  constante  et  égale 
au  paramètre  p. 

DIAMÈTRES. 

210.  En  appliquant  Téquation  générale  des  [diamètres 
des  courbes  du  second  degré  à  la  parabole,  dont  Téquation  est 
y> — apx=Of  on  obtient  réquation 


(6) 


my—p  =  o,    ou    y 


m 


On  retrouve  cette  propriété  déjà  démontrée  au  n*  i34,  savoir 
que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  à  Caxe, 
Comme  on  peut  prendre  le  coefficient  angulaire  m  des  cordes, 

de  manière  que  ^  ait  telle  valeur  que  Ton  voudra,  il  en  résulte 

que,  réciproquement,  toute  parallèle  à  taxe 
est  un  diamètre, 
^      Soit  A'  le  point  de  rencontre  du  dia- 
mètre et  de  la  courbe  (fig.  ii8);  l'ordon- 
née du  point  A'  étant  égale  à  ^  et  le  coef- 

m 

flcient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 
ayant  pour  valeur-,  c'est-à-dire  m,  on  en 

V\ff      lift 

**  conclut  que  la  tangente  à  Vextrémité  d'un 

diamètre  est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales. 

911.  Parabole  rapportée  à  tun  de  ses  diamètres  et  à  la  tan- 
gente â  son  extrémité.  — Nous  avons  vu  (n*  iZii)  que,  lorsqu'on 
prend  pour  axes  des  coordonnées  un  diamètre  AX  et  la  tan- 
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gente  AT'  à  son  extrémité,  i*équation  de  la  parabole  prend 

la  forme 

(7)  y*  =  ^p'x. 

Si  Ton  appelle  aetb  les  coordonnées  du  point  A'  par  rapport 
aux  axes  primitifs,  et  que  Ton  mène  AP'  parallèle  à  AT,  on 
sait  que  Ton  a  AT'=AT=AP  (n*  ao6);  les  coordonnées 
AT'  et  —  AT  du  sommet  A  par  rapport  aux  nouveaux  axes 

sont  donc  a  et  — y/  4a*  +  **  5  comme  elles  doivent  vérifier 

l'équation  (7),  on  en  déduit 

,      4a«  +  *«      4a»-f  2/?a  ,  ^ 

ap= — ^  = ^-Jl.  =  ap  +  4a. 

On  a  aussi 

#  ___  Air       A"  1    —Tj^ 

Si  Ton  désigne  par  6  l'angle  Y'AX  des  nouveaux  axes,  dans 
les  triangles  rectangles  NAT,  NA'P,  on  a 


TN  = 


d'où 


A'N 
sinO 


A'N  = 


PN 

sinO 


,     ^.,       PN         p 
P  =TN=  .^---=-^. 

21  a.  La  parabole,  rapportée  à  un  diamètre  A'X  et  à  la  tan- 
gente AT  (flg.  119),  ayant  pour  équa- 
tion y*=^p'x,  il  est  évident  que  l'équa- 
tion yY=p'(X+x)  représentera,  soit  la 
tangente  au  point  M,  si  2;  et  y  désignent 
les  coordonnées  de  ce  point,  soit  la  corde 
des  contacts  des  tangentes  issues  d'un 
point  extérieur,  si  x  et  y  désignent  les 
coordonnées  de  ce  point  extérieur. 

Los  tangentes  aux  deux  extrémités  M  et 
M'  d'une  corde  coupent  le  diamètre  en  un 
même  point  T,  tel  que  AT=A1.  Il  en  résulte  que  la  droite 
des  contacts  MM',  relative  à  un  point  extérieur  T,  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  TX  qui  passe  en  ce 
point,  et  que,  de  plus,  on  a  A'I=A'T. 


Fî^.  11«. 
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Ceci  donne  le  moyen  de  construire  une  parabole  par  points, 
lorsqu'on  connaît  deux  tangentes  TM,  TM',  et  les  points  de- 
contact  M  el  M'.  On  mène  la  corde  MM',  on  joint  le  milieu  I  au 
point  T,  le  milieu  A'  de  la  droite  TI  est  un  point  de  la  courbe, 
et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  MM'.  A  Taide  de  la 
tangente  AT,  qui  touche  la  courbe  en  A',  et  de  chacune  des 
tangentes  données,  on  déterminera  deux  nouvelles  tangentes 
avec  leurs  points  de  contact;  et  ainsi  de  suite.  Cette  méthode 
est  fréquemment  employée  pour  raccorder  deux  droites  par 
un  arc  de  parabole,  lorsqu'on  ne  peut  se  servir  d'un  arc  de 
cercle,  c'est-à-dire  lorsque  les  distances  TM  et  TM'  ne  sont  pas 
égales. 

AIRE  d'un  SSQHENT  PARABOLIQUE. 

813.  Proposons-nous  d'évaluer  l'aire  S  du  triangle  AIM 
formé  par  les  droites  A'I,  IM  et  l'arc  A'M  de  la  parabole 
(fig.  1 19).  Si  l'on  considère  cette  aire  comme  une  fonction  de 
l'abscisse  du  point  M,  la  dérivée  S'  est  donnée  par  la  formule 

S'=y  sin  e  =  y^ap'x .  sin  ô  =  y^a// .  sin  6 .  x\ 
On  en  déduit 

S  =  |v^^.sine.jr'-f  C. 

La  constante  C  est  nulle  puisque  l'aire  se  réduit  à  zéro  pour 
x=o.  On  a  ainsi 

S  ==  -xy2p'x  sin  6  =  -  xy  sin  6. 

L'aire  S  est  égale  aux  deux  tiers  du  parallélogramme  AIMN . 
et,  par  suite,  l'aire  du  triangle  mixtilii^no  A'NM  est  le  tiers  du 
mémo  parallélogramme. 

EXERCICES. 

|0  Lieu  du  sommet  d'un  angle  circonscrit  &  la  parabole,  et  tel  que 
le  triangle  furmé  par  les  c6lés  de  Tangle  et  Tare  de  parabole  ait  une 
aire  constante. 


DE  LA  PARABOLE.  217 

s*  Lien  des  points  desquels  on  peut  mener  à  nne  parabole  deux 
normales  rectang^aires. 

3^  Une  sécanU  tourne  autour  d'un  point  fixe  pris  sur  Taxe  d'uoe 
parabole;  par  les  points  où  elle  coupe  la  parabole,  on  mène  des  nor- 
males ;  trouYcr  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  normales. 

40  Une  parabole  se  meut  parallèlement  à  elle-môme,  de  manière  que 
son  sommet  décrive  la  parabole  dans  sa  position  initiale;  do  sommet 
de  la  parabole  fixe,  on  mène  des  tangentes  à  la  parabole  mobile; 
trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

5<>  Lieu  du  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées 
de  ce  point  à  une  parabole  donnée  soit  constante. 

6*  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré  inscrite  dans  un  angle, 
on  mène  une  tangente  quelconque  à  cette  courbe;  trouver  le  lieu 
du  point  de  concours  des  médianes  ou  des  hauteurs  du  triangle  fonné 
par  la  tangente  mobile  et  les  côtés  de  Tangle  ;  trouver  aussi  le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  même  triangle. 

70  Étant  donnée  une  eUipse,  par  un  point  fixe  on  mène  deux  droites 
rectangulaires  quelconques,  et  au  point  où  ces  droites  rencontrent  Tcl- 
lipse,  on  mène  des  tangentes  à  cette  ellipse  ;  trouver  le  lieu  des  points 
de  rencontre  de  ces  tangentes. 

S^  Mèms  problème,  quand  on  remplace  les  droites  rectangulaires 
par  des  droites  parallèles  à  doux  diamètres  conjugués  d'une  antre  el- 
lipse donnée. 

9*  Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet 
placé  sur  une  courbe  du  second  degré  donnée;  au  point  où  les  c6téft 
de  l'angle  rencontrent  la  courbe,  on  mène  des  tangentes  a  cette  courbe. 
Trouver  le  lieu  dos  points  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

io<*  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  triangle  éq[uilatéral  formé  par 
trois  tangentes  ou  par  trois  normales  à  une  parabole. 

1 1^  L'aire  d'un  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  de 
trois  tangentes  à  une  parabole  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  formé 

par  ces  tangentes  et  a  pour  expression  ±  —-  (y' — y^)  (y* —  y*')  (y" —  yO, 

en  désignant  par  /,  y^^  f/"  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
du  triangle  sur  l'axe. 

la^  On  mène  une  tangente  quelconque  à  une  hyperbole,  enjoint  les 
point*  où  elle  coupe  les  asymptotes  respectivement  à  deux  points  fixes  ; 
trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  droites. 

i3<»  Mener  à  une  parabole  une  normale  telle  que  l'aire  comprise 
entre  cette  normale  et  la  courbe  ait  une  valeur  minimum. 
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CHAPITRE  \II 

I'*oyers  et  directrices. 

21  S.  Proposons-nous  d^abord  la  question  suivante  :  Étant 
donnés  un  point  F  et  une  droite  DE  (fig.  lao),  trouver  le  lieu 

du  point  dont  les  distances  au  point  et  à 
la  droite  donnés  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant. 

Traçons  dans  le  plan  des  axes  rectan- 
gulaires quelconques;  appelons  «  et  p 
les  coordonnées  du  point  F,  et  soit 
fnX'\-ny']-h^=o  l'équation  de  la  droite 
DE  ;  les  distances  d'un  point  quelconque 
Fig.  120.  M  du  plan  au  point  F  et  à  la  droite  DE 

sont  données  par  les  formules 

MF 
si  l'on  désigne  par  *  le  rapport  constant  ^,  le  lieu  aura 

pour  équation 

/; ^rrrr. — ^ ^k(mx  +  ny-\-h) 

ou  (.-.).  +  (y-p)«=*>?|±?^. 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré.  La  quantité  ÂG  —  B' 
qui  sert  à  distinguer  l'espace  de  la  courbe,  étant  égale  à  i  •—  A', 
la  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une  hyperbole, 
suivant  que  le  rapport  k  est  inférieur,  égal,  ou  supérieur  à 
l'unité. 

Réciproquemeilt,  étant  donnée  une  courbe  du  second  degré 
nous  nous  proposerons  de  chercher  s'il  existe  dans  le  plan  de 
la  courbe  un  point  fixe  F  et  une  droite  fixe  DR,  tels  que  le 
rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  au 
point  F  et  à  la  droite  DE  soit  constant.  Si  l'on  trouve  un  point 
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et  une  droite  jouissant  de  cette  propriété,  le  point  s'appellera 
foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  directrice. 

Les  axes  des  coordonnées  étant  quelconques  et  faisant  entre 
eux  un  angle  0,  supposons  qu'on  ait  trouvé  un  point  F  ayant 
pour  coordonnées  a  et  p  et  une  droite  DE  ayant  pour  équa- 

MF 

tion  wwî  +  ny  +  ^  =  ^j  ^^Is  que  le  rapport  -rr^  soit  égal  à  une 

quantité  constante  k;  la  distance  MP  d*un  point  M  de  la 
courbe  dont  les  coordonnées  sont  x  fdiy  k  la  directrice  DG 

di  [mx  +  wy  +  h)  sin  6 
ayant  pour  expression  - ,  on  aura 

V  »/»*  +  »*  —  am»  cos  ô 

V/w'+n*— amncosô 

Ainsi  la  distance  d*un  point  quelconque  M  de  la  courbe  au 
foyer  F  s'exprime  par  une  fonction  entière  et  du  premier 
degré  des  coordonnées  a?  et  y  du  point  M. 

Inversement,  si  un  point  F  jouit  de  cette  propriété  que 
sa  distance  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  s'exprime 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées 
a;  et  y  du  point  M,  ce  point  F  est  foyer,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  une  droite  DE  telle  que  le  rapport  des  distances  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  au  point  F  et  à  la  droite  DE 
soit  constant.  En  effet,  supposons  que  l'on  ait 

FM  =  ±(mj?  +  Hy+A), 

en  désignant  par  ma:  -f-  "y  +  *  une  fonction  entière  et  du  pre- 
mier degré  des  coordonnées  x  et  y  du  point  M.  Considérons 
la  droite  DE  qui  a  pour  équation 

ma;-)-ny  +  A  =  o; 

la  distance  du  point  M  à  cette  droite  est  donnée  par  la  formule 
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jjp  ^  ±  (w;g  +  wy  +  A)  sin  6 , 
V  ?n*  +  n*  —  27?i?i  cos  6 


on  a  donc 


MF  __  v/w*  +  n*  —  amn  cos  ô 
MP""  sïnô 


Ainsi,  le  rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la 
courbe  au  point  fixe  F  et  à  la  droite  fixe  DE  est  constant;  le 
point  F  est  donc  un  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  DE  la 
directrice  correspondante.  En  désignant  par  k  la  valeur  du 

rapport  constant,  on  a  t  sin  6  r=  \/m^  +  n"  —  imn  cos  6. 

216.  On  peut  donc  substituer  à  la  première  définition  du 
foyer  la  définition  suivante.  Le  foyer  est  un  çoint  tel  que  sa 
distance  à  un  point  quelconque  de  la  courbe  puisse  s'exprimer 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées 
variables  du  point  de  la  courbe.  Il  est  évident,  d'ailleurs, 
que  cette  définition  algébrique  est  indépendante  de  la  posi- 
tion des  axes  des  coordonnées  dans  le  plan.  Car,  une  fonction 
entière  et  du  premier  degré  conserve  ce  caractère  quand  on 
change  les  axes.  On  obtient  Téquation  de  la  directrice  en 
égalant  cette  fonction  à  zéro. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  y  parallèle  à  la  directrice,  l'axe 
des  X  étant  quelconque,  Téquation  de  la  directrice  devant  se 
réduire  à  la  forme  mx-]-h  =  Oj  le  coefficient  n  sera  nul  et  la 
distance  du  foyer  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
s'exprimera  par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré 
=b  (mX'{'h)  de  l'abscisse  x  du  point  M. 

On  voit  par  là  que  la  recherche  du  foyer  et  de  la  directrice 
dans  les  courbes  du  second  degré  revient  à  la  détermination 
d'un  point  F,  tel  que  sa  distance  à  un  point  quelconque  M  de 
la  courbe  s'exprime  par  une  fonction  entière  et  du  premier 
degré  des  coordonnées  x  et  y  du  point  M.  Supposons  les  axes 
rectangulaires,  et  soit 

i)  Arc»  +  iBxy  +  Cy«  +  aDa?+ 2Ey + F  =  o 
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réquation  d'une  courbe  du  second  degré  donnée.  Appelons  ot 
et  p  les  coordonnées  du  foyer  cherché,  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  devront  vérifier  Téqualion 


(a)       OU    (a?  —  a)*  +  (y  —  p)*  —  {mx + ny  +  A)»  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (2),  représentant  toutes  les  deux  la  môme 
courbe,  sont  identiques,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  des 
termes  correspondants  doivent  être  proportionnels  ;  on  aura 
donc,  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  p,  m,  n,  h,  les 
cinq  équations 

.  1— m»  _— mw__  I— n^  _  — (a-f  wft)  _  — (p-f-^tA)  _a*4-p*— A^ 
^     A    """F"~~C"""        D  Ë       ""         F 

Afin  de  faciliter  le  calcul,  nous  considérons  séparément  les 
trois  courbes  du  second  degré,  rapportées  aux  systèmes 
d'axes  rectangulaires  qui  ont  servi  à  simplifier  leurs  équa- 
tions* Nous  indiquons  plus  loin  (284)  une  autre  méthode  pour 
la  recherche  des  foyers,  utile  surtout  pour  trouver  des  lieux 
géométriques  de  foyers. 
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217.  Soit 

réquation  d'une  ellipse  donnée  rapportée  à  ses  axes.  Cette 
équation  ne  contenant  pas  de  termes  en  xy^  il  faut  que  le 
coefficient  —  ^mn  de  ce  terme  dans  Téquation  (2)  soit  nul,  ce 
qui  exige  que  Ton  ait,  soit  n=o,.soit  m  =  o.  Supposons 
d'abord  n  =  o;  les  coefficients  des  terfties  du  premier  degré 


m 
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devant  être  aussi  nuls,  on  aura  «  -|-  ^^  =  o,  p = o,  et  les 
équations  (3)  se  réduiront  à 

a*— 6* 
On  en  déduit  m"  = 5—  ;  comme  on  peut  toujours  supposer 

m  positif»  sans  quoi  on  changerait  les  signes  des  coefficients 

l/  fll  —  ft« 

m,  n,  A  dans  l'équation  (a),  on  prendra  m  = .  Si, 

dans  l*équation  a*  (i  —  m*)  =  A"  —  «■,  on  remplace  A  par  sa  va- 
leur tirée  de  l'équation  a  +  wA  =  o,  on  trouve  a*  =  a*  —  ft*, 

d'où  a  =  ±  V^a*  —  ft»,    A  =  ipa. 

On  obtient  ainsi  deux  foyers  F  et  F'(fig.  lai),  situés  sur  le 

g  grand  axe  et  à  égale  dis- 
tance de  part  et  d'au  ire 
du  centre.  Pour  les  déter- 
miner, de  l'extrémité  B  du 
dT"?  petit  axe  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  «, 
on  décrira  un  cercle;  les 
points  F  et  F'  où  ce  cercle 
coupe  le  grand  axe,  sont  les  foyers.  Si,  pour  abréger,  on 

pose  fl*  —  fr*  =  c',  on  a  a  =  ±c,  m  =  - ,  A  =qi  a;  les  signes 

a 

supérieurs  se  rapportent  au  foyer  F,  les  signes  inférieurs  au 

foyer  F'.  On  sait  que  l'on  a  l'équation  de  la  directrice  en 

égalant  à  zéro  le  polynôme  mx-{'ny'\-  h;  cette  équation  se 

réduit  à-a?ipa=o,  ou  x=±:— .  On  obtient  ainsi  deux 
a  c 

directrices;  au  foyer  F  correspond  la  directrice  DE  qui  a 

a" 
pour  équation  x=^    ;  au  foyer  F'  la  directrice  UE*  qui  a 

c 


pour  équation  x = — — .  Ces  directrices  sont  perpendiculaires 

V 
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au  grand  axe  et  à  égale  distance  du  centre  ;  la  détermination 
du  point  D  dépend  d*nne  troisième  proportionnelle;  on  la 
construit  de  la  manière  suivante  :  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  décrivons  un  cercle,  par  le  foyer  F  élevons  une 
perpendiculaire  à  cet  axe,  et,  au  point  N  où  la  perpendicu- 
laire coupe  le  cercle,  menons  une  tangente  au  cercle;  le 
point  où  cette  tangente  rencontre  le  grand  axe  est  le  point  D. 

Nous  avons  vu  aussi  que  le  rapport  constant  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice 

correspondante  est  égal  à  y  m'  -j-^^'*  ^^  coordonnées  rectan- 

c  c 

gulaires;  on  a  donc  i=m=~.  Le  rapport-  est  ce  qu'on 

appelle  Vexcentricité  e  de  Tellipse. 


218.  Supposons  maintenant  m=o;  les  coefficients  des 
termes  du  premier  degré  devant  être  nuls,  on  aura  a=:o, 
P'\'nh=o,  elles  équations  (3)  se  réduisent  à 

On  en  déduit 


''=       b 


Pour  obtenir  ces  nouvelles  solutions,  il  suffit  de  permuter 
dans  les  premières  les  lettres  a  et  (,  m  et  n,  a  et  p.  Gomme 
nous  avons  supposé  a  plus  grand  que  b,  ces  deux  solutions 
sont  imaginaires.  Ainsi  on  peut  attribuer  aux  constantes 
quatre  systèmes  de  valeurs  qui  rendent  identiques  les 
équations  (a)  et  (4);  mais  il  n*y  a  que  deux  de  ces  systèmes 
qui  donnent  des  foyers  et  des  directrices  réels. 
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219.  Théorème  I.  La  somme  des  distwices  de  chacun  des  points 
de  VelHpse  aitx  deux  foyers  est  constante. 

La  distance  d*un  foyer  à  un  point  quelconque  M  delà  courbe 

a  pour  expression  db  {inx + ny  +  A),  c'est-à-dire  ±\a j  ; 

on  choisira  le  signe  de  manière  à  avoir  une  quantité  positive. 
Les  abscisses  a  et  a;  du  foyer  et  d'un  point  de  l*eliipse  étant 
moindres  que  a  en  valeur  absolue,  le  second  terme  est  plus 
petit  que  a  en  valeur  absolue»  et,  par  conséquent,  la  quan- 
tité placée  entre  parenthèses  est  positive  pour  tous  les  points 
de  l'ellipse  :  il  faudra  donc  affecter  la  parenthèse  du  signe  +> 
et  l'on  aura 


MF =a—ea?   ,   MF=a4-^^f 


d'où  l'on  déduit 


MF + MF' = 2a. 


220.  Corollaire.  La  somme  des  distances  d'un  point  inté- 
rieur d  V ellipse  aux  deux  foyers  est  plus  petite  qus  le  grand  axe; 
la  somme  des  distatices  d'un  point  extérieur  est  plus  grand  que  le 
gr  md  axe. 

Considérons  d'abord  un  point  N  (flg.  122)  situé  à  llntérieur 

de  Tellipse.  Joignons  ce  point  aux  deux 
foyers  et  prolongeons  la  droite  FN 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ellipse  en 
M.  Le  point  M  appartenant  à  l'ellipseï 
la  somme  des  deux  rayons  vecteurs 
rîgTTïr  MF +  MFest  égale  au  grand  axe  AA'; 

mais  la  ligne  droite  NF  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée 
NM  +  MF;  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  la  même  longueur 
FN,  on  voit  que  le  chemin  FN-f  NF  est  plus  petit  que  F'M 
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^-  MF,  c*est-à-dir6  plus  petit  que  ÂA'.  Considérons  mainte- 
nant un  point  P  situé  hors  de  l'ellipse;  la  droite  PF'  ren- 
contre Tellipse  en  un  point  M.  La  ligne  brisée  MP  4-  FF 
est  plus  grande  que  la  ligne  droite  MF  ;  en  ajoutant  de  part 
et  d'autre  la  même  longueur  FM,  on  voit  que  le  chemin 
FT  +  PF  est  plus  grand  que  FTll  +  MF,  c'estA-dire  plus 
grand  que  ÂA'. 

n  est  clair  que  les  réciproques  sont  vraies.  Si  la  somme 
des  distances  d'un  point  du  plan  aux  deux  foyers  est  plus 
petite  que  le  grand  axe,  ce  point  est  intérieur  à  l'ellipse.  Si 
la  somme  est  plus  grande  que  le  grand  axe,  le  point  est  exté- 
rieur, n  résulte  de  là  que  l'on  peut  considérer  l'ellipse  comme 
le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  foyers 
est  égale  à  aa.  C'est  ainsi  qu'on  définit  l'ellipse  en  Géométrie 
élémentaire,  et  c'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  con- 
struction de  l'ellipse  par  points,  ou  d'un  mouyement  continu, 
dont  nous  avons  parlé  au  commencement  (n^  ii). 

921.  CoROLLAiRB  II.  L' ellipse  est  le  lieu  des  points  également 
distants  d'un  foyer  F  et  du  cercle  décrit  de  Fautre  foyer  F'  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe.  Si  l'on  joint  les  foyers 

à  un  point  quelconque  M 
de  l'ellipse  (fig.  ia3)  et  si 
l'on  prolonge  le  rayon 
vecteur  F'M  d'une  lon- 
gueur MH  égale  à  MF, 
on  obtient  une  longueur 
F'H  constante  et  égale  au 
grand  axe  ;  le  lieu  du  point 
H  est  donc  la  circonfé- 
rence décrite  du  foyer  F' 
comme  centre  avec  le 
grand  axe  pour  rayon.  La 
portion  MH  du  rayon 
étant  le  plus  court  chemin  du  point  M  à  cette  circonférence, 
le  point  M  de  l'ellipse  est  également  distant  du  foyer  F 
et  de  la  circonférence.  On  a  donné  à  ce  cercle  le  nom  de  eerck 
directeur. 

GéOM.   ANALTT.  15 


Fig.  123. 
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SI22.  Théorème  II.  La  tangente  à  tellipse  fait  de»  angle$ 
igaux  avec  les  rayons  vecteurs,  qui  vont  du  point  de  contact  aux 
deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M  et  M'  (fig.  134)  sur  Tellipse; 
du  foyer  F  comme  centre,  arec  FM  pour  rayon,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupera  en  C  le  rayon  vecteur  FM'  :  la  lon- 

gaeur  M'C  représente  la  différence  des 
deux  rayons  vecteurs  FM  et  FM',  ou 
Taccroissement  qu*éprouve  le  rayon 
vecteur  FM  quand  on  passe  du  point  M 
au  point  voisin  M'.  De  même,  si  du 
foyer  F'  comme  centre,  avec  F'M  pour 
rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 

Fig.  (Î4.  ''  ^ 

coupera  on  D  le  rayon  vecteur  F'M' 
prolongé,  la  longueur  M'D  représentera  la  différence  des  deux 
rayons  vecteurs  F'M  et  F'M',  ou  la  diminution  qu'éprouve  le 
rayon  vecteur  F'M  quand  on  passe  du  point  M  au  point  M', 
Ainsi,  quand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  le  rayon  vec- 
teur FM  éprouve  un  accroissement  M'C,  tandis  que  l'autre 
rayon  vecteur  F'M  éprouve  une  diminution  M'D.  Puisque  la 
somme  des  deux  rayons  vecteurs  FM  +  F'M  reste  constante, 
l'augmentation  de  l'un  est  égale  à  la  diminution  de  lautre, 
et,  par  conséquent,  les  deux  longueurs  M'C  et  M'D  sont 
égales. 

Par  les  deux  points  M  et  M'  menons  la  sécante  MS;  dans 
les  deux  cercles  considérés  précédemment,  traçons  les  cordes 
MC  et  MD.  Sur  la  sécante  MS  portons  une  longueur  MG,  a^ 
bitraire,  mais  invariable,  et  par  le  point  G  menons  GH  parai- 
lèle  à  MC,  GK  parallèle  à  MD  ;  à  cause  des  parallèles,  on  « 
les  rapports  égaux 

M'C_M'M_M'D. 
M'H~M'G~M'K" 

puisque  les  deux  longueurs  M'C  et  M'D  sont  égales,  il  en  ré- 
sulte que  les  deux  longueurs  M'H  et  M'K  sont  aussi  égales. 
Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  indeH- 
niment  du  point  M  ;  la  sécante  MS  tend  vers  une  position 


Fig.  125. 
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limite  MT  (fig.  ia5),  qui  est  la  tangente  à  l'ellipse.  En  même 
temps,  les  points  C  et  D  se  rapprochant  du  point  M,  les  cordes 
MC  et  MD,  prolongées,  tendent  vers  les  tangentes  aux  cer- 
cles décrits  des  points  F  et  F'  comme  centres  avec  FM  et  F'M 
pour  rayons,  et,  par  conséquent,  deviennent  perpendiculaires 
aux  rayons  FM  et  F'M  ;  leurs  parallèles  GH  et  GK  prennent 
aussi  des  directions  perpendiculaires  à  ces  mêmes  rayons, 
et,  par  conséquent,  les  angles  H  et  K  deviennent  droits. 
Les  limites  des  deux  triangles  M'GH,  M'GK  (flg.  ia4)  son* 
deux  triangles  rectangles  MGH,  MQK  {fig.  ia5);  ces  deux 

triangles,  ayant  l'hypoténuse  MG 
commune  et  les  côtés  MH  et  ME 
égaux  entre  eux,  comme  limites  de 
longueurs  égales,  sont  égaux;  d*où 
Ton  conclut  Tégalité  des  deux  angles 
GMH,  GME.  Il  en  résulte  que  la  taib- 
gente  MT  à  l'ellipse  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  FME  formé 
par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolongement  de 
l'autre  FM. 

L'angle  F'Mr  étant  égal  à  son  opposé  par  le  sommet  GMK, 
on  voit  que  la  tangente  TT'  fait,  avec  les  deux  rayons  vec- 
teurs qui  vont  au  point  de  contact,  des  angles  égaux  FMT, 
F'MT. 

S23.  Corollaire  I.  Menons  au  point  M  (fig.  ia6)  une  per- 
pendiculaire MN  à  la  tangente  TT, 
nous  aurons  la  normale  à  l'ellipse.  Les 
deux  angles  FMN,  F'MN  sont  égaux 
comme  complémentaires  des  angles 
égaux  FMT,  F'MT;  ainsi  la  normale  à 
r ellipse  au  point  M  est  bissectnce  de  V angle 
FMF'  des  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce 
point  aux  deux  foyers. 

924.  Corollaire  II.  Supposons  qu'une  lumière  soit  placée 
au  foyer  F  (fig.  la^)  d'une  ellipse;  les  rayons  lumineux,  par- 
tant du  point  F,  se  réfléchissent  sur  l'ellipse  en  faisant  un 


Fig.  iS6. 
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angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence.  Soit  FM  l'un  de 

ces  rayons  ;  menons  la  tangente  TT  à 
l'ellipse  en  ce  point;  le  rayon  réfléchi, 
devant  faire  avec  IST  un  angle  égal  à 
FMT,  sera  dirigé  suivant  MF.  Ainsi 
les  rayons  réfléchis  viennent  tous  con- 
Fig.  it7.  courir  au  second  foyer  F',  où  ils  for- 

ment une  image  très-brillante  de  la  flamme  placée  au  premier 
foyer  F.  C'est  de  là  que  vient  la  dénomination  de  foyer. 

S2S.  Corollaire  III.  Réciproquement,  l'ellipse  est  la  seule 
courbe  qui  jouisse  de  la  propriété  que  les  rayons  vecteurs  qui 
vont  du  point  de  contact  à  deux  points  fixes  F  et  F  fassent 
des  angles  égaux  avec  les  deux  parties  de  la  tangente.  Cher» 
ehons,  en  effet,  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  bi-po* 
laires  (n®  4)>  et  désignons  par  uetv  les  deux  rayons  vecteurs 
MF,  MF'  (fig.  ia4)-  Quand  on  passe  d'un  point  M  de  la  courbe 
au  point  voisin  M',  les  deux  rayons  vecteurs  ti  et  t;  éprouvent 
des  variations 

Am  =  +  M'C    ,    At;  =  — MD, 

^,,  ^v  M'D  M'K 

etlona  _=__=__. 

Quand  le  point  M' se  rapprocho  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  MM'  devient  tangente  et  les  deux  angles  H  et  E,  comme 
nous  l'avons  dit,  deviennent  droits.  Nous  supposons  d'ailleurs 
les  deux  angles  GMH,  GME  (fig.  ia5)  égaux  entre  eux;  les- 
deux  triangles  rectangles  GMH,  GME  sont  donc  égaux;  on  a 

MH=ME,  et  le  rapport  r-  tend  vers  une  limite  égale  à  — i.. 

ÛM 

Si  l'on  considère  t;  comme  une  fonction  de  ti,  on  voit  que  la 
dérivée  de  cette  fonction  est  égale  à  —  i  ;  en  remontant  à  la 
fonction  primitive,  on  a  t; = — u + C  ;  et,  par  suite,  ti  + 1;  =  C. 
Donc  la  courbe  est  une  ellipse. 

SS6.  Corollaire  IV.  Le  Ueu  des  projections  des  foyers  sur 
tes  tangentes  à  C  ellipse  est  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre.  Prolongeons  le  rayon  vecteur  F1!if  d'une  longueur 
MH  égale  à  MF  ;  la  tangente  divisant  en  deux  parties  égales 
Tangle  FMH  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  I  de  la  droite 
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Fig.  128. 


FH(fig.  laS)  ;. joignons  ce  point  au  centre  0  de  Tellipse.  La 
droite  01,  qui  divise  en  deux  parties  égales  les  côtés  FP, 

FH  du  triangle  F'FH,  est  parallèle 
au  troisième  côté  F'H,  et  en  est  la 
moitié;  la  longueur  F'H  étant  égale 
au  grand  axe  AÂ',  la  distance  01  est 
constante  et  égale  à  OÂ.  Donc  le  lieu 
du  point  I  est  la  circonférence  de  cer- 
cle décrite  du  point  0  comme  centre» 
avec  OA  pour  rayon. 

S27.  Problème  I.  Mener  une  tangente  à  t ellipse  en  un  point  M 
dùnné  sur  F  ellipse. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème,  ainsi  que  les  suivants» 
en  considérant  l'ellipse  comme  la  production  d'un  cercle. 
Nous  traiterons  les  mêmes  questions  par  une  autre  méthode 
qui  pourra  être  appliquée  à  l'hyperbole  et  â  la  parabole. 

Prolongeons  le  rayon  vecteur  F'M  (âg.  lag)  d'une  longueur 
MH  égale  à  l'autre  rayon  vecteur  MF;  et  par  le  point  M  me- 
nons une  droite  TT  perpendiculaire  à  FH;  nous  aurons  la 
tangente  demandée.  Car,  dans  le  triangle  isocèle  FMH,  la 

droite  MT,  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  sur  la  base  FH,  divise  l'angle 
au  sommet  en  deux  parties  égales.  Cette 
droite,  étant  bissectrice  de  l'angle  FMH 
formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  le 
prolongement  de  l'autre,  coïncide  avec 
la  tangente  à  l'ellipse. 

SS8.  Remarque.  Il  est  bon  d'observer  que  tous  les  points 
de  la  tangente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés 
hors  de  l'ellipse.  Soit  P  un  point  quelconque  de  la  tangente  : 
joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  au  point  H.  La  tangente 
étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH,  la  distance  PF  est 
égale  à  PH,  et,  par  conséquent,  la  ligne  brisée  FP  -f  PF  est 
égale  à  la  ligne  brisée  F'P  +  PH  ;  mais  cette  dernière  est  plus 
grande  que  la  ligne  droite  F'H,  qui  est  égale  au  grand  axe  de 
Tellipse,  puisqu'on  a  prolongé  le  rayon  vecteur  FM  d^une 


Fig.  It9. 


230  LIVRE  III,  CHAPITRE  VII. 

longueur  MH  égale  i  MF.  La  somme  des  distances  du  point 
P  aux  deux  foyers  étant  plus  grande  que  le  grand  axe,  ce 
point  est  situé  hors  de  Tellipse. 

La  ligne  brisée  F'M  -\-  MF  est  le  plus  court  chemin  al- 
lant du  point  F'  au  point  F  en  passant  par  un  point  de  la  tan- 
gente. 

On  dit  qu*une  ligne  brisée  est  convexe^  lorsqu'elle  est  située 
tout  entière  d*un  même  côté  par  rapport  à  chacun  de  ses  côtés 
indéfiniment  prolongés.  De  même,  on  dit  qu'une  courbe  est 
convexe  lorsqu'elle  est  située  tout  entière  d'un  même  côté 
par  rapport  à  chacune  de  ses  tangentes  indéfiniment  prolon- 
gées. Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'ellipse  est  une  courbe 
fermée  convexe. 

S20.  Problème  II.  Mener  une  tangente  à  Tellipne  par  un  point 
extérieur  P. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  PM  (fig.  i3o)  une  tan- 
gente passant  par  le  point  P.  Si  l'on  prolonge  le  rayon  vecteur 

F'M  d'une  longueur  MH  égale  à 
FM,  on  sait  que  la  tangente  PM 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  droite  FH  ;  la  question  re- 
vient donc  à  déterminer  le  point 
H.  Puisque  la  droite  F'H  est  égale 
au  grand  axe  AA',  le  point  H 
*^'  est  situé  sur  la  circonférence  dé- 

crite du  foyer  F'  comme  centre  avec  AA'  pour  rayon.  D  autre 
part,  la  distance  PH  étant  égale  à  PF,  le  point  H  est  sur 
la  circonférence  décrite  du  point  P  comme  centre  avec  PF 
pour  rayon  ;  le  point  H  est  donc  à  l'intersection  de  ces  deux 
circonférences.  On  déduit  de  là  la  construction  suivante  : 
du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand 
axe,  décrivons  un  cercle.  Du  point  P  comme  contre,  avec  un 
rayon  égal  à  la  distance  PF  de  ce  point  à  l'autre  foyer,  dé- 
crivons un  second  cercle,  qui  coupera  le  premier  au  point  H. 
Joignons  FH,  et  du  point  P  menons  une  perpendiculaire  à  la 
droite  FH^  nous  aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  de 
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contact  M  sera  déterminé  par  l'intersection  de  la  tangente 
avec  )a  droite  F'H.  Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  se- 
cond point  H';  en  menant  de  même  du  point  P  une  per- 
pendiculaire i  FH',  on  aura  une  seconde  tangente  PM', 
dont  on  déterminera  le  point  de  contact  M'  à  laide  de  la 
droite  F'H'. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  constructions  peuvent  être  effec- 
tuées sans  que  l'ellipse  soit  tracée.  Il  suffit  que  Ton  connaisse 
les  foyers  et  le  grand  axe. 

S30.  Problème  III.  Mener  à  F  ellipse  une  tangente  parallèle  à 
nne  droite  donnée  KL. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ST  une  tangente  pa- 
rallèle à  KL  (fig.  i3i).  Si  Ton  prolonge  F'M  d'une  longueur 
L  MH  égale  à  MF,  on  sait  que  la  tan- 

T  ^'"""^"--^\  4       gente  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
^.J^^^^^=======»^M^  lieu  de  FH.  On  en  déduit  la  con- 

/  '''"'/'  \^S^s   struction  suivante  :   du  foyer   F 

(  rf""V""7o' '^'^  )    \      ^^^^^  centre,  avec  un  rayon  égal 

j>X*\  /         /y  j      au  grand  axe,  décrivons  un  cercle  ; 
M^V^s;:— -"7        /       par  l'autre  foyer  F   menons   une 
\        /^'^^'-sc!         droite  FH  perpendiculaire  à  la  droite 
\    /      /  '  »'         donnée  KL  ;  cette  droite  coupera  la 
\,V''  circonférence  en  un  point  H;   sur 

'/'"'  le  milieu  de  FH,  élevons  une  per- 

FifT.  131.  pendiculaire  ST,  nous  aurons  la  tan- 

gente demandée.  Le  point  de  contact  sera  déterminé  par 
l'intersection  de  la  tangente  avec  la  droite  F'H.  La  droite  FH 
prolongée  rencontre  la  circonférence  en  un  second  point  H'; 
en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH',  on  ob- 
tiendra une  seconde  tangente  S'T,  dont  on  déterminera  le 
point  de  contact  M' par  la  droite  F'H'. 

231.  PaOBLÈMB  IV.  Une  ellipse  étant  définie  par  ses  foyers  eê 
ion  grand  axe^  déterminer  les  points  oU  elle  est  coupée  par  uns 
droite  donnée  MM'. 

Soit  M  Fun  des  points  où  la  droite  donnée  coupe  l'ellipse 
(fig.  iSa)  ;  joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  prolongeons  le 
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rayon  yecteur  FM  d^une  longueur  MH  égale  à  MF  ;  le  point  H 

appartient  au  cercle  directeur 
décrit  du  foyer  F  commb  cen- 
tre  ;  si  du  point  M  comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  à  MF, 
on  décrit  un  cercle,  ce  cercle 
sera  tangenten  H  au  cercle  di- 
recteur ;  en  abaissant  du  foyer 
F  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  donnée  et  prolongeant 
cette  perpendiculaire  d'une 
longueur  égale  à  elle-même,  on  obtient  un  second  point  F« 
itppartenant  à  ce  même  cercle.  La  question  reyient  done 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points 
donnés  F  et  F«  et  tangent  au  cercle  directeur.  Pour  cela,  par 
les  deux  points  F  et  F^  on  fait  passer  un  cercle  quelconque  qui 
coupe  le  cercle  directeur  en  deux  points  K  et  E';  du  point  I, 
intersection  des  deux  droites  FF|  et  EE',  on  mène  une  tan- 
gente IH  au  cercle  directeur  ;  le  point  M,  où  la  droite  F'H 
coupe  la  droite  donnée,  sera  le  point  cherché. 

On  a,  en  effet. 


fiff.  13Î. 


IH=IEXIE'=IFXIF.; 

donc  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  F,  F|,  H,  est  tan- 
gent en  H  au  cercle  directeur.  Comme  on  peut  mener  du 
point  I  deux  tangentes  au  cercle  directeur,  on  aura  deux 
points  M  et  M'. 

Lorsque  le  point  F„  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  la 
droite  donnée,  est  situé  à  l'intérieur  du  cercle  directeur,  il  y 
a  effectivement  deux  solutions.  Lorsque  le  point  F,  est  situé 
sur  le  cercle,  la  droite  est  tangente  à  Tellipse.  Enfin,  quand 
le  point  F^  est  situé  hors  du  cerde,  la  droite  ne  rencontr# 
pasTellipse.   ^  '^ 
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FOYERS  ET  DIRECTRICES  DE  L'HYPERBOLE. 


S3S.  L'équation  de  Thyperbole  rapportée  i  ses  axes  étant 


TT  — TT  — >  =  ot 


il  surfit  de  remplacer  b^  par  —  i'  daus  les  résultats  trouvés 
pour  Tellipse.  On  a  ainsi  les  deux  solutions  réelles 

et  le  polynôme  du  second  degré  est  le  carré  du  polynôme  du 

premier  degré  a •  Les  deux  autres  solutions  sont  ima« 

ginaires. 
L*hyperbole  admet  donc  deux  foyers  réels  F  et  F ,  situés 

sur  Taxe  transverse  et  à  égale 
distance  du  centre  (fig.  i53).  On 
les  obtient  en  menant  par  le 
sommet  A  uue  perpendiculaire 
AG  à  Taxe  transverse  jusqu'à  Ta- 
symptote,  et  prenant  sur  Taxe 
transverse  des  longueurs  OF  et 
OF  égales  à  OG. 
Pig,  £13.  La  directrice  est  représentée 

a' 

par  réquation  4?=  — .  Au  foyer  F  correspond  la  directrice 

DEy  au  foyer  F  la  directrice  D'Ë'.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  OA  pour  rayon,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera 
l'asymptote  au  point  Ht  ce  point  appartient  à  la  directrice. 
En  effet,  les  deux  triangles  OAG,  OHF,  qui  ont  un  angle 
commun  0,  les  côtés  OA  et  OG  respectivement  égaux  à  OF 
et  OH»  sont  égaux,  et  l'angle  OHF  est  droit  ;  si  du  point  H 
on  abaisse  une  perpendiculaire  HD  sur  l'axe  transverse  OA,  ' 
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on  a  011  =0F  X  OD,  et,  car  suite,  0D  =  — .  Ainsi  la  droite 
DH  est  la  directrice. 


Le  rapport  constant  k = V^wi"  +  »»'  ©st  égal  à  -  ;  c'est  Y  excen- 
tricité de  rh jperbole  ;  on  la  représente  aussi  par  la  lettre  e. 


933.  Théorème  III.  La  différence  des  distances  de  chacun  des 
points  de  thyperbole  aux  deux  foyers  est  constante  et  égale  à  faxe 
transverse. 

La  distance  d*un  foyer  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 

a  pour  expression  àz(a j .  Les  abscisses  a  et  x  du  foyer 

et  d'un  point  de  Thyperbolo  étant  plus  grandes  que  a  en  va- 
leur absolue,  le  second  terme  en  valeur  absolue  est  plus  grand 
que  a.  Il  faudra  donc  faire  précéder  la  parenthèse  du  signe  — 
ou  du  signe  -}-»  suivant  que  le  point  M  est  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  celle  de  gauche,  et  que  Ton  prend  sa  distance 
à  Tun  ou  à  Tautre  foyer.  Pour  la  branche  de  droite,  on  a 

MF= — a+ea:    ,    MFssa  +  ear; 
d'où 

MF'  — MF  =  aa, 

Pour  la  branche  de  gauche,  on  a 

MF  =  a  — ca:    ,    MF'  =  — a  — ex; 
d'où 

MF  — Mt'  =  aa. 

234.  Corollaire  I.  La  différence  des  distances  d'un  point  situé 
entre  ks  deux  branches  de  l'hyperbole  aux  deux  foyers  est  plus 
petite  que  taxe  transverse;  lorsque  le  point  est  situé  dans  les  deux 
outres  parties  du  plan^  la  différence  est  plus  grande  que  Paxe 
transverse* 

Soit  P  un  point  situé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe 


FOYERS  ET  DIRECTRICES.  235 

(flg.  i34);la  droite  PF  rencontre  l'hyperbole  au  point  M.  On  a 

PF'— PM<MF; 

si  Ton  retranche   MF   de   part  et 
d'autre,  il  vient 

PF— PF<MÏ^  — MF; 

cette     dernière     différence     étant 
égale  à  aa,   la  première   est  plus 
Fig.  134.  petite  que  aa.   Considérons  main- 

tenant un  point  N  situé  à  droite  de  la  première  branche 
d'hyperbole;  la  droite  NF  rencontre  cette  branche  en  M; 
on  a 

NF<NM  +  MF, 
et,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  MF, 

NF+MF<NF+MF;    d'où    NF  — NF>MF  — MF. 

La  seconde  différence  étant  égale  à  aa,  la  première  est  plus 
grande  que  aa. 

Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  considérer  l'hyperbole  comme 
le  lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  aux  deux 
foyers  est  égale  à  aa.  C'est  sur  cette  propriété  que  repose  la 
construction  par  points  ou  d*un  mouvement  continu  que  nous 
avons  donnée  au  commencement  (n*  14). 

S38.  CoROLLAiRB  IL  La  distance  cPun  point  gnelcùnque  de 
thyperbok  au  foyer  F  est  égale  à  tune  des  normales  menées  de 
ce  point  au  cei^cle  décrit  de  Vautre  foyer  F'  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  Caxe  transverse.  Pour  un  point  M  de  la  première 
branche  (flg.  i35),  on  a 

MF  — MF  =  aa  =  F'N, 
et,  par  suite, 

MF  =  MF  — F'N  =  MN. 

Pour  un  point  M' de  la  seconde 
branche,  on  a 

M'F  — M'F=aa=F'N', 
et,  par  suite, 

K„.  „,.  M'F=M'F+F'N=M'N'. 
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Dans  le  premier  cas,  la  portion  MN  de  la  normale  mesure 
la  distance  du  point  M  au  cercle,  et  la  première  branche  d'hy- 
perbole  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur. 

236.  Théorème  IV.  La  tangente  d  r hyperbole  est  bmectrice  de 
r angle  des  rayons  vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux 
foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M  etM'  surrhyperbole  (flg.  i36). 
Du  foyer  F  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  FM,  décrivons 

un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  C  le 
rayon  vecteur  FM';  du  foyer  F  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  F'M, 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  cou- 
pera en  D  le  rayon  vecteur  F'M';  quand 
on  passe  du  point  M  au  point  M',  les 
deux  rayons  vecteurs  FM,  FM  éprou- 
Fïg.  m.  vent  des  accroissements  égaux  à  M'C 

«t  à  M'D  ;  puisque  la  différence  est  constante,  ces  deux  ac- 
croissements sont  égaux  entre  eux. 

Sur  la  sécante  MM^  prenons  une  longueur  arbitraire  MG, 
et  par  le  point  G  menons  GH  parallèle  à  la  corde  MO  et  GK 
parallèle  à  la  corde  MD.  A  cause  des  parallèles,  on  a 

M'C_M'M_M'D 
M'H~M'G~M'K' 

puisque  les  deux  longueurs  M'C  et  M'D  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  M'H  et  M'K  sont  aussi  égales.  Lorsque 
le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  sécante 
MM'  tend  vers  une  position  limite  qui  est  la  tangente  à  l'hy- 
perbole au  point  M;  en  même  temps,  les  cordes  MO  et  MD 
deviennent  tangentes  aux  cercles  décrits  des  foyers  comme 
centres  et,  par  conséquent,  perpendiculaires  àFM  et  F'M;  leurs 
parallèles  GH,  GE  prennent  aussi  des  directions  perpendicu- 
laires à  ces  mêmes  rayons,  et  les  angles  H  et  K  deviennent 
droits.  Les  deux  triangles  M'GH,  M'GK,  qui  ont  un  cAté  M'G 
commun  et  un  côté  M'H  égal  à  M'K,  deviennent  donc  rectan- 
gles et,  par  conséquent,  égaux  entre  eux  ;  il  en  résulte  que  les 
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angles  GM'H,  GM'E  deyiennent  égaux;  ainsi  la  tangente  à 
rhyperbole  au  point  M  est  bissectrice  de  Tangle  FMF. 

237.  Corollaire  I.  L'hyperbole  est  la  seule  courbe  qui 
jouisse  de  cette  propriété  ;  car  en  appelant  ti  et  t;  les  rayons  MF 
et  MF,  Ati  et  Av  leurs  Tariations,  on  a 

At;_M^D_M'K 
Au~M'C~M'H' 

Si  Ton  suppose  que  les  angles  GM'H,  GM'E  deviennent  égaux^ 
quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  les^ 
deux  triangles  GM'H,  GM'E  deviennent  aussi  égaux,  ainsi  que 
les  côtés  M'H  et  M'E;  il  en  résulte 

,.     At; 
lim  —  =  i 
Au 

En  remontant  à  la  fonction  primitive,  on  a 

t;=:tt  +  C,    d'où    «  — tt=C. 

238.  Corollaire  II.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  hamofo^ 
cales  se  coupent  à  angle  droit.   On  dit  que  deux  courbes  du 

second  degré  sont  homofocales,  lors- 
que leurs  foyers  coïncident  ;  on  ap- 
pelle angle  de  deux  courbes  l'angle 
de  leurs  tangentes  au  point  d'inter- 
section. Soit  Mie  point  d'intersection 
d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  qui 
ont  mêmes  foyers  F,  F'  (fig.  137);  la 
^''^'  *"•  bissectrice  MN  de  l'angle  FMF'  est, 

d'une  part  normale  à  l'ellipse,  d'autre  part  tangente  à  l'hyper- 
bole; donc  les  tangentes  MT,  MN  aux  deux  courbes  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 

230.  Probl&mb  y.  Mener  une  tangente  â  Fhyperiole  par  ta» 
point  M  donné  sur  V hyperbole. 

Sur  le  rayon  vecteur  MF  prenons  une  longueur  MH  égale  i 
l'autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M  menons  une  droite 
MP  perpendiculaire  à  FH  ;  nous  aurons  la  tangente  demandée 
(flg.  i38). 


Flg.    138. 
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Remarque.  Il  est  bon  d'observer  que  la  tangente  est  tout  en« 

tière  située  entre  les  deux  branches 
de  l'hyperbole.  Soit  P  point  quelcon- 
que de  cette  tangente^  on  a 

PF-PH<F'H, 

et,  par  suite, 

PF— PF<aa; 

donc  le  point  P  est  situé  entre  les 
deux  branches  de  l'hyperbole.  Une 

branche  de  l'hyperbole,  étant  située  d'un  même  côté  de  cha- 
cune de  ses  tangentes,  est  une  courbe  convexe. 

La  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  I  de  FH,  le 
point  I  est  la  projection  du  foyer  F  sur  la  tangente.  La  droite  01, 
qui  est  parallèle  à  F'H  et  égde  à  la  moitié  de  F'H,  est  constante  ; 
il  en  résulte  que  le  lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes est  le  cercle  décrit  sur  Vaxe  transverse  comme  diamètre, 

2240.  PROBL^siiE  YI.  Mener  une  tangente  à  Vhyperbole  par  un 
point  donné  P  situé  entre  les  deux  branches  de  t hyperbole. 

SoitPM  une  tangente  passant  par  le  point  P  (fig.  iSq);  si  du 

rayon  vecteur  MF  on  re- 
\  _    ^'7t  tranche  MH= MF,  on  sait 

que  la  tangente  PM  est per- 
\''!..^  V  /  \/p  ^  pendiculaire  sur  le  milieu 

de  FH.  La  question  revient 
à  déterminer  le  point  H  ;  ce 
point  se  trouve  à  l'inter- 
section du  cercle  décrit  du 
foyer  F  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  aa,  et 
du  cercle  décrit  du  point 
P  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  PF.  On  obtiendra  la 
tangente  en  menant  du  point  P  une  perpendiculaire  à  FH, 
et  on  déterminera  le  point  de  contact  M  par  le  rayon  vec- 
teur F'H.  - 
Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H^;  en  me- 


Fig.  139. 
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nant  du  point  P  une  perpendiculaire  à  FH^  on  aura  uoe  se- 
conde tangente  PM^  dont  on  déterminera  le  point  de  contact 
à  l'aide  de  la  droite  FH'. 

Lorsque  le  point  P  est  situé  sur  l'une  des  asymptotes, 
TuDO  des  tangentes  menées  par  le  point  P  coïncide  avec  cette 
asymptote,  et  le  point  de  contact  s'éloigne  à  l'infini. 

241.  Problème  VIL  Mener  à  f  hyperbole  une  tangent  paral- 
lèle à  une  droite  donnée  OL. 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  2a,  on 

décrira  le  cercle  directeur;  du 
foyer  F,  on  mènera  une  droite 
perpendiculaire  à  OL  (flg.  140); 
cette  droite  coupera  le  cercle  en 
deux  points  H  et  H'  :  par  les  mi- 
lieux des  droites  FH  et  FH',  on 
mènera  des  parallèles  à  OL;  ces 
F^-  tM.  parallèles  seront  les  tangentes  de- 

mandées. Les  droites  F'H,  F'H'  détermineront  les  points  de 
contact  M  et  M'. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  droite  don- 
née OL9  que  Ton  peut  supposer  menée  par  le  centre,  ne  ren- 
contre pas  rhyperbole;  alors  la  perpendiculaire  FH'  menée 
par  le  foyer  F  coupera  le  cercle  directeur  en  deux  points. 

242.  Problême  VIH.  Trouver  les  points  de  rencontre  d'une 
droite  et  d'une  hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  son  axe  transverse. 

La  construction  est  exactement  la  même  que  pour  Tel- 
lipse. 

FOYER  DE  LA.  PARABOLE. 

243.  L'équation  de  la  parabole,  rapportée  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet,  est 

y«  — 2paj:=o. 
Cette  équation  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy  ni  de  terme 
en  x*^  on  doit  avoir,  d'après  les  relations  générales  du 
no  ai6,  mn  =:  o,  i  —  w'  =  o  ;  d'où  «  =  o,  m  =  i .  Le  coefficient 
du  terme  en  y  et  le  terme  constant  devant  être  aussi  nuls, 
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on  a  p  =  o,  a*  —  *•  ==  o.  D'ailleurs  les  équations  (3)  du  n^  ai6 
se  réduisent  à  i  =  î^^t-  ;  on  en  déduit  a  +  A  =p.  L'équation 
a»  —  &•  =r  o  ou  (a  +  A)  (a — A)  =  o  devîen t p  (a  —  A)  r=  o,  c'est-à- 
dire  a  —  A=o;  il  en  résulte  a  =  A=- . 

On  n'a  ici  qu'une  solution.  Ainsi  la  parabole  admet  un  seul 

foyer  F  situé  sur  son  axe  à  une  distance 
y^^     du  sommet  A  égale  à  la  moitié  du  para- 
pJ!jZ_N      mètre  (fig.  i4i).  Le  polynôme  du  second 
y^/    /^        degré  étant  le  carré  du  polynôme  du  premier 

aI  i  degré  a;  +  -,  la  distance  FM  est  égale  à 

N.  0?+ - .  Au  foyer  correspond  une  directrice 

Fig.  ui.  j)g^  représentée  par  réqualiona;  =  — -; 

cette  directrice  est  perpendiculaire  à  Taxe  et  à  une  distance 
AD  du  sommet  égale  à  AF. 

Le  rapport  constant  i  =  v/w  +  w*  se  réduit  ici  à  Tunité; 
ainsi  chacun  des  points  de  la  parabole  est  également  distant 
du  foyer  et  de  la  directrice. 

244.  Théorème  V.  Tout  point  intérieur  à  la  parabole  est  plus 
rapproché  du  foyer  que  de  la  directrice;  tout  point  extérieur  est, 
au  contraire,  plus  rapproché  de  la  directrice  que  du  foyer. 

Considérons  d'abord  un  point  N  situé  à  l'intérieur  de  la  para- 
bole ;  joignons-le  au  foyer  et  abaissons  de  ce  point  une  perpen- 
diculaire NE  sur  la  directrice.  Cette  perpendiculaire  rencontre 
la  courbe  en  un  point  M  que  nous  joignons  au  foyer.  Le  point 
M  appartenant  à  la  parabole,  tes  distances  MF  et  ME  sont 
égales.  Mais  la  ligne  droite  NF  est  plus  courte  que  la  ligne 
brisée  NM-f-MF;  si  l'on  remplace  MF  par  son  égale  ME,  on 
voit  que  la  distance  NF  est  plus  petite  que  NE.  Ainsi  le 
point  intérieur  N  est  plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice. 
Considérons  maintenant  un  point  extérieur  P  situé  entre  la 
courbe  et  la  directrice.  Joignons-le  au  foyer  et  abaissons  sur 
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la  directrice  une  perpendiculaire  PE  que  nous  prolongerons 
jusqu'à  sa  rencontre  en  M  avec  la  courbe.  Le  point  M  appar- 
tenant à  la  parabole,  les  distances  MF  et  ME  sont  égales  ;  la 
ligne  droite  MF,  ou  son  égale  ME,  est  plus  courte  que  la  ligne 
brisée  MP+PF  ;  si  l'on  retranche  MP  de  part  et  d'autre,  on 
voit  que  PE  est  plus  courte  que  PF.  Ainsi  le  point  extérieur  P 
est  plus  près  de  la  directrice  que  du  foyer.  Lorsque  le  point  P 
est  situé  à  gauche  do  la  directrice,  il  est  évidemment  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer. 

n  résulte  de  laque  la  parabole  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  et  de  la  direc- 
trice. C'est  ainsi  qu'on  définit  la  parabole  en  Géométrie  élé- 
mentaire, et  c'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction 
de  la  parabole  par  points  ou  d'un  mouvement  continu,  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  (n^  16). 

248.  TsioRBKE  VI.  La  tangente  à  la  parabole  fait  des  anffies 
égaux  avec  la  parallèle  â  taxe  et  le  rayon  vecteur  menés  par  le 
point  de  contact. 

Prenons  sur  la  parabole  deux  points  voisins  M  et  M'  (flg.  143)» 
que  nous  joindrons  au  foyer  et  desquels  nous  abaisserons  des 
perpendiculaires  ME,  M'Ë'  sur  la  directrice.  Du  foyer  F  comme 

centre,  avec  FM  pour  rayon,  décrivons  un 
arc  de  cercle  MG,  et  par  le  point  M  menons 
une  parallèle  MC  à  la  directrice.  La  lon- 
gueur M'C  est  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  FM',  FM;  c'est  l'accroissement 
qu'éprouve  le  rayon  vecteur  FM  quand  on 
passe  du  point  M  au  point  M'.  De  même,  la 
longueurM'C  est  la  différence  des  deux  per^ 
Fi    142.  pendiculaires  M'E',  ME;  c'est  l'accroisse- 

ment qu'éprouve  la  perpendiculaire  ME  quand  on  passe  du 
point  M  au  point  M'.  Comme  le  rayon  vecteur  MF  reste  con- 
stamment égal  à  la  perpendiculaire  ME,  il  en  résulte  ojie  les 
deux  accroissements  M'C  et  M'C  sont  égaux  entre  eux. 

Menons  la  sécante  MS  par  les  deux  points  M  et  M' et  traçons 
la  corde  MC  dans  le  cercle  décrit  du  foyer  comme  centre.  Sur 

GéOH.  ANALTT.  16 
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la  sécante  portons  une  longueur  arbitraire  MG,  et  par  le  point 

Cx  menons  GH  par&llèle  à  MO  et  GK  parallèle  à  MC.  A  cause 

I  iiAi  1  *    /         M'C      M'M     M'C 

des  parallèles ,  on  a  les  rapports  égaux  z^^  =  ^tt^  =  c™r  ; 

puisque  les  deux  longueurs  M'G  et  M'G'  sont  égales,  les  deux 
longueurs  MIL  et  M'E,  qui  leur  sont  proportionnelles,  sont 
aussi  égales. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M' se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M  ;  la  sécante  MS  tend  vers  une  position  limite 
MT  qui  est  la  tangente  i  la  parabole  ;  la  corde  MC  prolongée 
tend  de  même  vers  la  tangente  au  cercle,  et,  par  conséquent, 
devient  perpendiculaire  au  rayon  FM  ;  la  parallèle  GH  prend 
aussi  une  direction  perpendiculaire  à  FM.  On  voit  par  là  que 
les  deux  triangles  M'GH,  M'GK  ont  pour  limites  deux  trian- 
gles rectangles  MGH,  MGE  (âg.  i43)  ;  ces  deux  triangles  rec- 
tangles, ayant  l'hypoténuse  MG  com- 
mune, et  les  côtés  MH  et  ME  égaux  entre 
eux  comme  limites  de  longueurs  égales, 
sont  égaux  ;  d*où  Ton  conclut  l'égalité  des 
deux  angles  GMH,  GME.  Ainsi  la  tan- 
gente MT  à  la  parabole  est  bissectrice  de 
l'angle  FME,  formé  par  le  rayon  MF  et  la 
perpendiculaire  ME  abaissée  du  point  de 
contact  sur  la  directrice.  Si  l'on  prolonge 
EM  suivant  ML,  les  deux  angles  GME, 
TML  étant  égaux  comme  opposés  par  le  sommet,  les  deux 
angles  TMF,  T'ML,  formés  par  la  tangente  avec  le  rayon  vec- 
teur et  la  parallèle  ML  à  l'axe,  sont  égaux. 

246.  Corollaire  I.  Supposons  qu'une  lu- 
^^^ — ^'  mière  soit  placée  au  foyer  F  (flg.  i44)  àe  la 
—  parabole;  les  rayons  lumineux,  partant  du 
foyer  F,  se  réfléchissent  sur  la  parabole  en  fai* 
santun  angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'in- 
cidence. Soit  FM  l'un  de  ces  rayons;  xnenona 
la  tangente  TT  à  la  parabole  en  ce  point  :  le 
rayon  réfléchi,  devant  faire  un  angle  LMT 
Fig.  144.        ég^  à  FMT,  sera  parallèle  à  l'axe  AB  de  la  pa- 


Fig.   143. 
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rabole.  Ainsi  tous  les  rayons  réfléchis  seront  parallèles  à 
Taxe. 

C'est  d'après  ce  principe  que  l'on  construit  les  réflecteurs 
employés  dans  les  réverbères  et  les  lanternes  des  voitures.  La 
surface  intérieure,  en  métal  bien  poli,  est  engendrée  par  une 
parabole  tournant  autour  de  son  axe;  la  lumière  est  placée  au 
foyer;  les  rayons  lumineux,  après  leur  réflexion,  devenant 
tous  parallèles  à  Taxe,  le  réflecteur  projette  un  faisceau  de 
rayons  parallèles  qui  se  propagent  sans  se  disperser  et  qui 
éclairent  à  une  grande  distance. 

CoROLLAiRB  U.  Supposous  au  Contraire  que  des  rayons  lumi- 
neux, parallèles  à  l'axe,  tombent  sur  un  miroir  parabolique  ; 
après  leur  réflexion,  ils  iront  tous  converger  au  foyer. 

On  emploie  les  miroirs  paraboliques  dans  la  construction 
des  télescopes  ;  l'axe  est  dirigé  vers  l'astre  ;  les  rayons  lumi- 
neux venant  de  l'astre  se  réfléchissent  sur  le  miroir,  et  forment 
au  foyer  une  image  très-brillante  de  l'astre. 

On  emploie  aussi  la  forme  parabolique  dans  la  construction 
des  porte-voix  et  des  cornets  acoustiques. 

247.  Corollaire  III.  Réciproquement,  la  parabole  est  la 
seule  courbe  qui  jouisse  de  cette  propriété  que  la  tangente  en 
chacun  de  ses  points  fasse  des  angles  égaux  avec  la  parallèle  i 
une  droite  flxe  et  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  fixe  au 
point  de  contact.  Imaginons  que  chacun  des  points  M  du  plan 
soit  déterminé  par  sa  distance  MF  au  point  fixe  F,  et  sa  dis- 
tance ME  à  une  droite  DE  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  FB 
(fig.  i4a);  désignons  par  u  et  v  ces  deux  coordonnées  (n*  17). 
Quand  on  passe  du  point  M  de  la  courbe  au  point  voisin  M',  ces 
deux  coordonnées  éprouvent  des  accroissements  Au = M'C, 
àv  =M'C',  et  l'on  a 

Av_W(y_U'K 
âLU~WG~Ull' 

Quand  le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  M'M  devient  tangente  et  l'angle  H  devient  droit.  Les 
deux  triangles  rectangles  limites  GMH,  GMK  (fig.  i43)  sont 
égaux»  comme  ayant  l'hypoténuse  commune  et  l'angle  GMH 
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égal  à  GMK  par  hypothèse.  On  a  donc 

lim— =  1, 
Au 

et  cm  remontant  à  la  fonction  primitive  t;  =  «  +  C.  En  dépla- 
çant la  droite  DE  d*une  quantité  égale  à  la  constante  C,  on 
aura  t;  =  u. 

'  iK48.  PBOBLÈBfE  IX.  Mener  une  tangente  par  vn  point  M  donné 
9ur  la  parabole. 

Première  méthode.  Soit  T  (fig.  i45)  le  point  où  la  tangente 

y  rencontre  le  prolongement  de  Taxe,  ME  la 
-j — z^:^^y^  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la 
A--y(j  directrice.  On  sait  que  la  tangente  est  bis- 

Wi  /  sectrice  de  l'angle  PME  ;  l'angle  FTM  étant 

-\^ égal  à  Fangle  alterne-interne  TME  et,  par 

\  suite  y  à  Tangle  FMT,  il  on  résulte  que  lo 

l    '   N.  triangle  TFM  est  isocèle,  et  les  deux  côtés 

^\^   FM,  FT  égaux  entre  eux.  Ainsi,  pour  con- 

Fig.  145.  struire  la  tangente  au  point  M,  il  suffit 

de  porter  sur  l'axe  une  longueur  FT  égale  au  rayon  vecteur 

FM  et  de  joindre  TM. 

Cotte  méthode  ne  convient  pas  quand  le  point  M  est  très- 
voisin  du  sommet  A  de  la  parabole,  parce  que  les  deux  points 
M  et  T,  étant  alors  très-rapprochés  l'un  de  l'autre,  ne  détermi- 
nent pas  la  tangente  avec  une  assez  grande  précision.  Dans  ce 
cas,  on  emploiera  de  préférence  la  méthode  suivante. 

Deuxième  méthode.  La  tangente  MT,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  l'angle  au  sommet  M  du  triangle  isocèle  PME,  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  base  PE.  Ainsi,  pour  con- 
struire la  tangente,  il  suffit  d'abaisser  du  point  M  une  per- 
pendiculaire ME  sur  la  directrice,  et  de  mener  du  point  M  une 
porpendiculaire  sur  la  droite  PE. 

11  résulte  de  cette  construction  que  la  tangente  au  sommet 
A  de  la  parabole  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole. 

Remarque.  Il  est  bon  d'observer  que  tous  les  points  de  la 
tangente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés  à  Texte- 
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rieur  de  la  parabole.  Soit  P  un  point  quelconque  de  la  tan- 
gente ;  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE. 
les  distances  PE,  PF  sont  égales  ;  mais  l'oblique  PE  est  plus 
grande  que  la  perpendiculaire  PK  ;  donc  la  distance  PF  est 
plus  grande  que  PK,  et,  par  suite,  le  point  P  est  à  Fexté- 
rieur  de  la  parabole.  Il  en  résulte  que  la  parabole  est  une  courbe 
convexe. 

240.  Corollaire.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  la  tan- 
gente à  la  parabole  est  la  tangente  au  sommet.  On  voit,  en  effet, 
que  le  point  I,  milieu  de  FE,  et  projection  du  foyer  sur  la  tan- 
gente, se  trouve  sur  la  parallèle  à  la  directrice  menée  par 
le  point  A,  milieu  de  FD,  c'est-à-dire  sur  la  tangente  au 
sommet  A. 

260.  Problème  X.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P. 
Supposons  le  problème  résolu  et  soit  PM  (fig.  i^6)  une  tan- 
^^    gente  passantparle  point  P.  SiFonabaisse 
%l/^       du  point  M  une  perpendiculaire  ME  sur  la 
\\yf  directrice  et  si  l'on  joint  FE,  on  sait  que  la 

^Cn  p  tangente  PMestperpendiculairesurlemi- 

T/]  lieu  de  FE;  il  en  résulte  que  la  distance 

^^^  PE  est  égale  à  PF,  et  Ton  en  déduit  la  con- 

X^^  struction  suivante  :  du  point  P  comme 

M^%.     centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance 
Fig.  140.  PF  de  ce  point  au  foyer,  décrivons  un 

cercle  qui  coupera  la  directrice  au  point  E.  Joignons  FE,  et 
du  point  P  menons  une  perpendiculaire  sur  la  droite  FE,  nous 
aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  de  contact  M  sera  dé- 
terminé par  Tintersection  de  la  tangente  avec  la  parallèle  à 
Taxe  menée  par  le  point  E. 

Le  cercle  coupe  la  directrice  en  un  second  point  E'.  On  mè- 
nera de  même  du  point  P  une  perpendiculaire  sur  FE'  et  l'on 
aura  une  seconde  tangente  PM'. 

Ces  constructions  peuvent  être  effectuées  sans  que  la  para- 
bole soit  tracée.  Il  suffit  que  l'on  connaisse  le  foyer  et  la 
directrice. 
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S81.  Problème  XI.  Mener  à  la parabok  une  tangente  parole 
à  une  droite  donnée  KL. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  MT  la  tangente  de- 
mandée (fig.  147).  Si  du  point  de  contact  M  on  abaisse  une 

perpendiculaire  ME  sur  la  directrice  et  que 
Ton  joigne  FE,  on  sait  que  la  tangente  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE.  On  en 
déduit  la  construction  suivante  :  du  foyer 
F  menons  une  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée  KL  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la 
directrice  en  E,  et  sur  le  milieu  de  FE 
élevons  une  perpendiculaire  MT,  nous  au- 
rons la  tangente  demandée.  On  détermi- 
nera le  point  de  contact  M  en  menant  par  le  point  E  une  pa- 
rallèle EM  à  Taxe. 


Fig.  147. 


2tt2.  Problème  XIL  Trouver  les  points  de  rencontre  d*une 

droite  donnée  et  d'une  parabole  définie  par  son  foyer  et  sa  directn'ce. 

Prenons  le  point  F,  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  la 

droite  donnée  (fig.  148).  Le  point  M,  étant  également  distant 

des  points  F,  F 1,  et  de  la  directrice,  est 
le  centre  d*un  cercle  passant  par  ces  deux 
points  et  tangent  à  la  directrice.  Pour 
avoir  le  point  de  contact  E,  on  porte  sur 
la  directrice,  à  partir  du  point  I ,  où  la 
droite  FFi  rencontre  la  directrice,  et  de 
part  et  d'autre,  une  longueur  lE  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  longueurs 
IF,  IF|;  on  en  déduit  les  deux  points  d'in- 
tersection M  et  M'. 
Lorsque  le  point  F„  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la 
droite  donnée,  est  situé  à  droite  de  la  directrice,  il  y  a  effecti- 
yement  deux  solutions.  Lorsque  le  point  Fi  est  sur  la  directrice, 
la  droite  est  tangente  à  la  parabole.  Enfin,  quand  le  point  F| 
est  à  gauche  de  la  directrice»  la  droite  ne  rencontre  pas  la  pa- 
rabole. 

Stt3.  Théorème  VII.  La  limùe  (Tune  ellipse  ou  d'une  hyperbole 


rîff.  148. 
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dont  le  paramètre  conserve  une  valeur  finie ^  tandis  que  le  grand  axe 
ou  taxe  iransverse  augmente  indéfiniment^  est  une  parabole. 

Dans  Ta  parabole  rordonnée  du  foyer  est  égale  au  para- 
mètre p;  par  analogie,  on  appelle  ;7aramè^e  d'une  ellipse  ou 

d'une  hyperbole  l'ordonnée  du  foyer,  qui  est  égale  à — ,  et  on 

désigne  ce  paramètre  par  p.  L'ellipse,  remportée  à  son  grand 
axe  et  à  la  tangente  au  sommet  (fig.  149)1  a  une  équation  de 
la  forme 


26*        6* 
y*  =  —  X ro:",    ou    y*=z2px — -x^. 


P^t 


Supposons  maintenant  que  k  sommet  A  restant  fixe,  et  le  pa- 
ramètre p  conservant  une  va* 
leur  finie,  on  fasse  augmenter 
le  grand  axe  aa  indéfiniment» 
réquation  de  l'ellipse  se  réduit 
à  réquation  y«=a/îa?,  qui  re- 
Y*  présente  une  parabole.  Si  l'on 
considère  les  points  qui  cor- 
respondent i  une  même  va- 
leur de  X,  on  voit  que  chaque 
point  de  la  parabole  est  la  posi- 
tion limite  vers  laquelle  tend 

le  point  correspondant  de  l'ellipse,  quand  on  fait  augmenter  a 

indéfiniment  ;  ce  qu*on  énonce  en  disant  que  la  parabole  est  la 

limite  de  l'ellipse. 
L'hyperbole,  rapportée  à  son  axe  transverse  et  i  la  tangente 

au  sommet  A,  a  de  même  pour  équation 

A  Ton  fait  augmenter  a  indéfiniment,  le  paramètre  p  conser- 
vant une  valeur  finie,  cette  équation  se  réduit  ausai  i 


Fig.  149. 


y'ssa^. 
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La  parabole  est  la  limite  de  la  branche  d'hyperbole  &  laquelle 
appartient  le  sommet  A;  l'autre  branche  s'est  éloignée  indéfi- 
niment vers  la  gauche. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  le  paramètre 
de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  conserve  une  valeur  finie.  On 
arrive  à  la  même  conclusion,  en  supposant  que  la  distance  AF 
du  sommet  A  au  foyer  voisin  F  conserve  une  valeur  finie. 
En  effet,  en  appelant  a  cette  distance,  on  a,  dans  Tellipse, 
e  =  a  —  a  et,  par  suite, 

6'      a*  —  c'      (a  —  c)(a4'C)         /        a\ 
;)  =  — = =  .i i^ — î — ^  =  a(  a )  ; 

'       a  a  a  \       a/ 

le  paramètre  p  ayant  pour  limite  la  quantité  finie  aa,  l'équa- 
tion de  l'ellipse  se  réduit  à  y*  =  ^ouv.  Il  en  est  de  même  pour 
l'hyperbole. 

254.  Remarque.  Cette  transformation  de  l'ellipse  en  pa- 
rabole a  de  l'importance.  Elle  permet  de  déduire  des  pro- 
priétés de  l'ellipse  celles  de  la  parabole  comme  cas  particu- 
liers. Ainsi,  dans  l'ellipse,  le  diamètre,  ou  le  lieu  des  milieux 
d'une  série  des  cordes  parallèles,  est  une  droite  passant  par  le 
centre;  si  l'on  suppose  que  le  centre  s'éloigne  à  l'infini,  l'ellipse 
se  change  en  parabole,  et  les  diamètres  deviennent  parallèles 
à  l'axe. 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  également  diatants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F  comme  centre  (n*^  aai). 
Le  foyer  F'  s'éloignant  à  l'infini,  le  cercle  directeur  devient  la 
directrice  de  la  parabole. 

La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  M  aux  deux  foyers 
(n®  aaa)  ;  le  foyer  F  s'éloignant  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  MF 
devient  parallèle  à  l'axe. 

IttUt.  Theorèmb  VIIL  Si  Von  mène  deux  tangentes  à  une  courbe 
du  second  degré ^  la  droite  FP,  qui  va  du  foyer  F  au  point  de  con* 
cours  P  dés  deux  tangentes^  est  bissectrice  de  V angle  des  rayons  vec- 
teurs FM,  FM',  qui  vont  de  ce  foyer  aux  points  de  contact  des 
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deux  tangentes  f  ou  de  P angle  extérieur^  suivant  que  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  mime  branche  de  la  courbe,  ou  deux  branches 
différentes. 

Considérons  deux  tangentes  PM,  PM'  à  une  ellipse  (fig.  i5o); 
prolongeons  le  rayon  F'M  d'une  longueur  MH  égale  à  MF,  et 
de  mémo  FM'  d'une  longueur  M'H'  égale  à  M'F;  les  tangentes 

étant  perpendiculaires  sur  les  milieux 
de  FH  et  de  F'H',  on  a 

PH  =  PF,  PH'=PF, 
^'^^  et  les  deux  triangles  F'PH,  H'PF 
sont  égaux,  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sa- 
voir   FH=FH'  =  2a,     PH=PF, 
Fig.  150.  pp'  —  pH'.  on  en  conclut  que  les 

angles  PEM,  PFM'  sont  égaux;  mais  l'angle  PHM  est  égal  à 
PFM  ;  donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux  et  la  droite  FP  est 
bissectrice  de  l'angle  MFM'. 

La  même  chose  a  lieu  dans  l'hyperbole,  quand  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche  :  mais  quand  les  tangentes 
touchent  deux  branches  différentes,  la  droite  FP  est  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  Ton  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le  pro- 
longement de  l'autre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole 
(fig.  i5i).  Des  points  de  contact  abaissons  des  perpendiculaires 

MH,  M'H'  sur  la  directrice  ;  les  tan- 
gentes étant  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  droites  FH,  FH',  les  an- 
gles PFM,  PFM'  sont  égaux  respec- 
tivement aux  angles  PHM,PH'M'.  Les 
droites  PH  et  PH',  égales  à  la  droite 
PF,  sont  égales  entre  elles,  et  le 
triangle  HPH' est  isocèle.  Les  angles 
PHM,  PH'M,'  complémentaires  des 
angles  égaux  du  triangle  isocèle, 
sont  égaux  entre  eux  ;  donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux. 
C'est  ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  conclure  immédiatement  en 
regardant  la  parabole  comme  limite  d'une  ellipse. 


Fig.  151. 
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286.  ThèorÈmb  IX.  Zes  tangentes  menées  (Ttm  point  exté- 
rieur P  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole ^  font  des  angles  égaux  avec 
les  droites  qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers» 

Dans  les  deux  triangles  égaux  FPH,  H'PF  (flg.  x5o),  on 
aies  angles  égaux  FPH,  H'PF;  en  retranchant  la  partie 
commune  F'PF,  on  a  FPH=FTH',  et,  en  prenant  la  moitié, 
FPM  =  FPM'. 

La  même  propriété  subsiste  dans  la  parabole,  limite  d*une 
ellipse  ;  il  suffit  de  remplacer  le  rayon  vecteur  PF  par  une 
droite  PI  parallèle  à  Taxe  (fig.  i5i).  Il  est  facile  d'ailleurs 
de  démontrer  directement  cette  propriété  :  si  du  point  P 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  PF,  on  décrit  un  cercle, 
ce  cercle  passera  par  les  points  H  et  H';  les  angles  MPI,  FHH' 
sont  égaux,  comme  ayant  leurs  côtés  respectivement  perpen- 
diculaires ;  mais  Tangle  inscrit  FHH'  est  moitié  de  Tangle  au 
centre  FPH'  et,  par  conséquent,  égal  i  l'angle  FPM'  ;  donc 
les  angles  MPI,  MTF  sont  égaux. 

287.  Théorème  X.  La  droite  FK,  qui  joint  le  foyer  d'une 
courbe  du  second  degré  au poi$^  ob  une  sécante  quelconque  rencontre 
la  directrice,  est  bissectrice  de  tangle  extérieur  des  rayons  vecteurs 
allant  du  foyer  aux  points  ou  la  sécante  coupe  la  courbe,  ou  bis^ 
sectriee  de  l'angle  même  des  rayons  vecteurs,  suivant  que  les  deux 
points  d^ intersection  M  et  M'  sont  situés  sur  la  mime  branche  de 
la  courbe  ou  sur  deux  branches  différente. 

Ces  points  M  et  M' abaissons  des  perpendiculaires  sur  la 

directrice  (fig.  i5a);  on  a 

MFMT 
ME  ~  M'E'  ' 

et,  par  suite, 

MF_ME  _MK 
M'F~M'E'~M'K' 

*'»•  *5«.  Lorsque  les  deux  points  M  et  M' 

appartiennent  à  une  même  branche  de  la  courbe,  le  point  K  étan  t 
situé  sur  le  prolongement  de  la  corde  MM',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  triangle  MFM'.  Lorsque  les 
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points  M  et  M'  appartiennent  à  4^ux  branches  différentes,  le 
point  K  étant  situé  entre  les  points  M  et  M',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  Tangle  MFM'. 

Corollaire.  Si  Ton  mène  des  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  M  et  M',  et  que  Ton  joigne  le  foyer  F  au  point  de  con- 
cours P  de  ces  tangentes,  les  deux  droites  FE,  FP,  étant  les 
bissectrices  de  deux  angles  supplémentaires,  sont  perpendicu- 
laires entre  elles. 

1ltt8.  Théorème  XI.  Sî,  par  un  point  P  prà  mr  la  directrice, 
on  mène  des  tangentes  à  une  courbe  du  second  degré,  la  droite 
des  contacts  MM'  passe  par  le  foyer  correspondant  F,  et  elle  est 

perpendiculaire  à  la  droite  FP  qu 
joint  le  point  P  au  foyer  (flg.  i53). 

Imaginons  que  la  tangente  PM 
soit  la  limite  d'une  sécante  dont  les 
deux  points  d'intersection  se  sont 
réunis  en  un  seul  ;  en  vertu  du  théo- 
rème précédent,  la  droite  FP  est 

perpendiculaire  à  FM  ;  elle  est  de  même  perpendiculaire  à  FM'; 

donc  la  ligne  MFM'  est  droite  et  perpendiculaire  à  FP. 

259.  Théorème  XII.  Le  produit  des  distancée  des  deux  foyers 
d  une  tangente  quelconque  de  r ellipse  ou  de  t hyperbole  est  constant. 

Soient  FH,  F'H'  les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur 

une  première  tangente  (fig.  i54)» 
FK,  F'K'  les  perpendiculaires  abais- 
sées sur  une  seconde  tangente,  P  le 
^point  de  rencontre  des  deux  tangentes. 
ËQ  vertu  du  théorème  IX,  les  triangles 
rectangles  FPH,  FPK'  sont  sembla- 
bles, ainsi  que  les  triangles  FP£^ 
F'PH'.etrona 


PIg.  153. 


Fig.  154. 


Fil 


FP 
FT 


FK 


4*où 


F'K'  —  FT^^F'H'* 
FHxFH'  =  FKxF'K'. 
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Si  la  courbe  est  une  ellipse,  en  menant  la  tangente  parallèle 
au  grand  axe,  on  reconnaît  que  le  produit  constant  est  égal 
à  6*.  Quand  la  courbe  est  une  hyperbole,  si  l'on  considère  Fa- 
symptote  comme  la  limite  d'une  tangente,  on  voit  aussi  que 
le  produit  est  égal  à  6". 

Îf60.  Problème  XIII.  Construire  une  courbe  du  second  degrés 
connaissant  le  foyer  F  et  trois  points  A,  B,  C 

Supposons  le  problème  résolu  et  les  trois  points  appartenant 
à  une  même  branche  ;  le  point  D,  où  la  sécante  AB  est  coupée 
par  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  triangle  AFB,  appar- 
tient à  la  directrice  (n**  26^)  ;  la  sécante  BC  donnera  de  même 
un  second  point  D'  de  la  directrice.  Le  foyer  F,  la  directrice 

DD'  et  le  point  A  définissent  une 
"^  courbe  du  second  degré  et  une  seule  ; 
ce  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  suivant  que  la  dis- 
^  tance  AF  sera  inférieure,  égale  ou 
supérieure  à  la  distance  AE  du  point 
"fÏT^iw.  a  à  la  directrice.  Il  est  facile  de  voir 

que  cette  courbe  passera  par  les  deux  points  B  et  C  ;  en  effet, 
à  cause  de  la  bissectrice  FD,  on  a 

AF_AD_AE 
BF~BD~BE'' 

AF     BF 
et,  par  suite,  Tjg = gg>  î 

donc  la  courbe  passe  par  le  point  B.  On  démontrera  de  même 
qu'elle  passe  par  le  point  C.  On  a  ainsi  une  première  solution. 
On  peut  supposer  que  les  trois  points  ne  sont  pas  sur  une 
même  branche;  si,  par  exemple,  les  deux  points  A  et  B  sont 
sur  une  même  branche  et  le  point  C  sur  l'autre  branche  de 
l'hyperbole,  les  bissectrices  des  angles  AFG,  BFC  donneront 
deux  points  de  la  directrice.  Les  trois  solutions  obtenues  de 
cette  manière  sont  des  hyperboles.  On  a  donc  en  tout  quatre 
solutions  ;  des  quatre  courbes  du  second  degré  qui  admettent 
le  foyer  donné  et  passent  par  les  trois  points  donnés,  trois  so»t 
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toxilours  des  hyperboles,  la  quatrième  est  une  ellipse,  uae 
hjperbole  ou  une  parabole,  suivant  la  disposition  des  points. 

801.  Le  calcul  conduit  à  la  même  conséquence;  soient» 
et  p  les  coordonnées  du  foyer,  oi  et  y',  x"  et  /,  ar*'  et  y*  les 
coordonnées  des  trois  points  donnés,  y,  y,  S*  leurs  distances 
au  foyer  ;  l'équation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a:-a)«  +  (y-p)«-(«w:  +  ny  +  A)»  =  o, 

et  alors  la  directrice  aura  pour  équation  mx+»»y  +  *=0' 
On  déterminera  les  trois  constantes m^n^hk Taide  des  trois 
équations  du  premier  degré 

8'=d:(wa?'+ny'+A), 

r=±(ma:^-f  ny^+A). 

Chaque  combinaison  de  signes  donne  un  système  d'équations; 
il  y  a  huit  combinaisons  :  mais  on  remarque  que,  si  l'on  change 
les  signes  dans  les  trois  équations,  les  valeurs  de  m,  n,  A  chan- 
gent de  signes,  et  la  courbe  reste  la  même  ;  on  a  donc  quatre 
solutions. 

La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  exprimée  par  une 
formule  renfermant  un  double  signe  ;  on  doit  prendre  le  même 
signe  pour  tous  les  points  situés  d'un  même  côté  de  la  droite, 
et  l'autre  signe  pour  tous  les  points  situés  de  l'autre  côté.  On 
sait  que  l'ellipse  est  située  tout  entière  d'un  même  côté  par 
rapport  à  chacune  de  ses  directrices  ;  la  parabole  est  située 
aussi  d'un  même  côté  de  sa  directrice,  tandis  que  chacune  des 
directrices  de  l'hyperbole  passe  entre  les  deux  branches  do  la 
courbe.  Ainsi,  prendre  le  même  signe  revient  à  supposer  que 
les  trois  points  appartiennent  à  une  même  branche;  prendro 
des  signes  différents,  que  deux  points  sont  sur  une  branche, 
le  troisième  sur  une  autre  branche. 

262.  Problème  XIV.  Construire  une  courbe  du  second  degrés 

m 

connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes. 
Supposons  le  problème  résolu  ;  si  du  foyer  F  on  abaisse  des 
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perpendiculaires  sur  les  trois  tangentes,  et  qu'on  prolonfi:» 
chacune  d'elles  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  on  obtient 
trois  points  H,  H',  H',  appartenant  au  cercle  directeur  (fig.  i50) 
qui  a  pour  centre  le  second  foyer  F'  ;  le  rayon  F'H  de  ce  cercle 
est  égal  à  l'axe  aa  qui  passe  par  les  deux  foyers.  Les  deux  foyers 

F,  F',  avec  la  longueur  aa  définissent 
une  courbe  du  second  degré  et  ur^ 
seule.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  courbe 
est  tangente  aux  trois  droites  données; 
en  efiet,  soit  M  le  point  où  le  rayon 
FH  coupe  la  droite  MT,  la  somme  ou 
la  différence  des  rayons  vecteurs  MF  et 
MF  étant  égale  à  F'H  ou  à  aa,  le  point 
M  appartient  à  la  courbe  ;  en  outre,  la 
Pig    ,5g  droite  MT,  étant  perpendiculaire  sur 

le  milieu  de  FH,  est  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Le  pro- 
blème admet  ainsi  une  solution  et  une  seule. 

Si  les  trois  points  H,  H',  H"  étaient  en  ligne  droite,  la  courbe 
cherchée  serait  une  parabole  ayant  pour  directrice  cette 
droite. 

ÉQUATION  TRINOME  COMMUNE  AUX  TROIS  COURBES   DU    SECOND 

DEGRÉ 

263.  Si  l'on  prend  pour  origine  un  point  0  d'une  courbe 
du  second  degré,  pour  axe  Ox  le  diamètre  qui  aboutit  en  ce 
point  et,  pour  axe  Oy,  la  tangente  en  ce  point,  Téquatiou  de 
la  courbe  prend  la  forme 

En  effet  soit 

Aar«-faBar.y-j-Cy«4-2Dx+aEy+F=o 

réquation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  indiqués.  Comme 
elle  passe  par  l'origine  et  qu'elle  est  tangente  à  l'axe  Oy  on  a 

F=E  =  o; 
on  outre  l'axe  Ox  étant  le  diamètre  conjugué  des  cordes 
parallèles  à  Oy,  Téquation  ne  doit  contenir  y  -qu'au  second 
degré,  car  à  chaque  valeur  de  x  répondent  deux  valeurs  de  y 
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égales  et  de  signes  contraires;  donc  B=o.  Le  coefficient  C 
n'est  pas  nul,  car  s'il  Tétait  la  conique  se  réduirait  à  deux 
droites  parallèles  à  Taxe  Oy.  On  peut  alors  résoudre  l'équa- 
tion par  rapport  à  y*  et  Ton  obtient  une  équation  de  la 
forme  indiquée*  La  courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole  suivant  que  q  est  négatif,  positif  ou  nul. 

Prenons  en  particulier  pour  origine  un  sommet  de  Taxe 
focal  et  pour  direction  positive  de  Taxe  Ox  celle  qui  va  du 
sommet  au  foyer  le  plus  voisin.  Alors  les  coefficients  />  et  y 
auront  les  valeurs  suivantes  : 

i<»  Ellipse.  En  appelant  a  et  6  les  axes  de  Tellipse,  on  doit 
avoir  y = o  pour  x=  aa^et  y*  =  é*  pour  a; = a.  Donc 

d'où  P  =— f  Q'= -=-T  —  i  =  e"  — 1 

a<>  Hyperbole.  On  doit  avoir  y  =  o  pour  or  =  —  2a,  et  y*  =  —  6* 
pour  x=--a;  donc 

— pfl+îû'  =  o     ,    — apa-f-?a*  =  — ^* 

3**  Parabole,  p  est  le  paramètre,  q  est  nul. 

En  résumé,  en  prenant  pour  origine  un  sommet  de  Taxe 
focal  et  pour  axe  des  x  la  droite  qui  va  de  ce  sommet  au  foyer 
le  plus  voisin,  on  mettra  les  équations  des  trois  courbes*  sous 
la  forme  commune 

y»  =  ^px-\-{e*  —  1)  X* 

p  désignant  le  paramètre  et  e  Texcentricité,  qui  est  supérieure 
à  l'unité  pour  l'hyperbole,  inférieure  à  l'unité  pour  l'ellipse 
et  égale  à  l'unité  pour  la  parabole. 

ÉQtTATION   DES  COURBES  DU  SECOND    DEGRÉ   EN  GOORDONNFES 

POLAIRES. 

264.  Nous  prendrons  pour  pôle  un  foyer  F  et  pour  axe  po  - 
laire  la  droite  qui  va  de  ce  foyer  au  sommet  voisin  A,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer 
sur  la  directrice  correspondante  DE. 
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CiOUsidéroDS  d^abord  une  ellipse.  Le  rapport  des  distancer 

d*aii  point  quelconque  M  de 
la  courbe  au  foyer  et  à  la 
directrice  étant  constant  et 
égal  à  Texcentriclté,  on  a 

^=e,  ouMF  =  MEXtf. 
La  distance  FD  du  foyer  à 
'^  **'  la  directrice  est  égale  à  — 

En  projetant  la  ligne  brisée  FME  sur  Vane^  on  a 


d*oA 


pcosft)-f  ME  =  FD  =  — , 

e 


MB= pcosw; 


en  remplaçant  ME  par  sa  valeur  dans  l'équation  précédentes 
on  en  déduit 


(0 


f=     ' 


1  -f-  e  COS  co 

Si  la  courbe  est  une  hyperbole  (fîg.  i58),  le  même  calcul 

s'applique  à  la  branche  A, 
dont  le  sommet  est  voisin  du 
foyer  F  pris  pour  pôle.  Quant 
à  la  branche  A' située  de  l'au- 
tre côté  de  la  directrice,  la 
projection  de  la  ligne  brisée 
FM'E  donne 


^-—-^F  A 


ng.  iM. 


pcosw— M'E  =  FD, 
ce  qui  conduit  à  l'équation 


(«) 


f — ^^^ 

1  —  €  COS  ft» 
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Mais  si  Ton  conyient  de  porter  les  rayons  yecieurs  Bégatifs 
en  sens  contraire  de  la  direction  indiquée  par  Tangle  w,  il  est 
facile  de  voir  que  l'équation  (i)  représente  à  elle  seule  les 
deux  branches  de  l'hyperbole.  Soit  M' un  point  quelconque 
de  la  seconde  branche,  w'  Tangle  correspondant  ATM',  / 
le  rayon  vecteur  FM';  en  vertu  de  Féquation  (9),  on  a 

p'= L — ..  Dans  réquation  (i),  donnons  à  Tangle  «•  la 

^      1 — ecos»  1  \  /»  o 

valeur  «l'+it,  il  viendra 

P 


9= 


1  —  e  cos  » 


on  obtient  ainsi  pour  p  une  valeur  négative — f\  Mais  la  valeur 
«I  -)-  ic  attribuée  à  «0  indique  la  direction  FMi  opposée  i  FM'; 
si  p  avait  une  valeur  positive,  il  faudrait  la  porter  dans  la  di- 
rection FMi  ;  p  ayant  une  valeur  négative  —  p',  on  convient 
de  porter  la  valeur  absolue  p'  en  sens  inverse,  c'est-à-dire  dans 
la  direction  FM',  ce  qui  donne  le  point  M'.  Il  résuite  de  là  que 
réquation  (i)  suffit  pour  représenter  les  deux  branches  de 

l'hyperbole,  la  première  par  les  valeurs 
positives  de  p,  la  seconde  par  les  va- 
leurs négatives. 

Le  calcul  effectué  pour  l'ellipse  s'ap- 
plique à  la  parabole  (fig.  159)  ;  il  suffit 
de  faire  e=  1.  Il  en  résulte  que  l'équa- 
tion (1)  représente  les  trois  courbes 
du  second  degré;  la  courbe  est  une 
ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyper- 
^'^'  **••  bole,  suivant  que  l'excentricité  e  est 

Inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'unité, 


EXERCICES 

i«  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  parabole,  P  le  point  de  eon- 
conrs  des  tangentes  en  ces  deux  points  et  F  le  foyer,  démontrer  que 
l'on  a 


MF        M'F 
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3*  Dans  nne  courbe  au  second  degré,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  une  corde  et  le  diamètre  conjugué  de  la  corde  se  coupent  sur 
la  directrice. 

3®  Un  demi  diamètre  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  est  moyen 
proportionnel  entre  les  droites  qui  joignent  les  foyers  à  Textrémité  dn 
diannètrc  coîijugué  du  premier. 

4^  Dans  l'hyperbole  équilatère,  la  distance  d*un  point  quelconque  do 
la  courbe  au  centre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  do 
ce  point  aux  foyers. 

S<>  Trouver  dans  le  pian  d'une  ellipse  un  carde  tel  que  la  longueur 
de  la  tangente  menée  au  cercle  de  chacun  des  points  de  l'ellipse  soit 
nne  fonction  rationnelle,  entière  et  du  premier  degré,  des  coordonnées 
de  ce  point. 

Démontrer  que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  de 
chacun  des  points  de  l'ellipse  à  deux  cercles  jouissant  de  la  propriété 
précédente  est  constante. 

6^  Lieu  du  sommet  d*un  angle  constant  circonscrit  à  une  parabole* 

70  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  corde,  et  sur  la  corde 
comme  diamètre  on  décrit  un  cercle,  puis  on  mène  au  cercle  des  tan- 
gentes parallèles  à  une  droite  donnée  ;  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact. 

80  Un  angle  constant  tourne  autour  du  foyer  d'une  conrbe  du  second 
degré;  au  point  où  les  côtés  de  l'angle  rencontrent  la  courbe,  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de 
ces  tangentes. 

90  Étant  donnée  une  ellipse,  en  un  point  quelconque  M,  on  mène 
la  tangente  que  Ton  prolonge  jusqu'aux  points  P  et  Q,  où  elle  ren- 
contre les  tangentes  aux  extrémités  dn  grand  axe;  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  N  des  droites  PP  et  FQ,  et  du  point  de  rencontre 
H'  des  droites  FP  et  WQ,  Démontrer  que  les  deux  points  N  et  N'  sont 
situés  sur  la  normale  au  point  M. 

iqo  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré,  une  sécante  tourne 
autour  d'un  point  fixe  P  ;  on  joint  au  foyer  F  les  points  M  et  M' où  elle 

coupe  la  courbe;  démontrer  que  le  produit  tang tang  — —  est 

constant. 

Il**  L'angle  sous  lequel  du  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  on 
voit  la  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre  deux  tangentes 
fixes  est  constant. 

l'A^  Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  parabole,  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  est  sur  la  directrice,  et  le  cercle  circonscrit  an 
triangle  passe  par  le  foyer. 
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i5®  Si,  en  un  point  qaeloonque  M  d'une  ellipse,  on  mène  une  nor- 
male, la  portion  de  cette  normale  comprise  entre  le  point  M  et  le  petit 
axe  a  pour  projection  snr  les  rayons  vectears  menés  du  point  M  aux 
deux  foyers  une  longueur  égale  au  demi-grand  axe. 

140  La  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  M  et  le  grand 
axe  a  pour  projection  sur  les  rayons  yecteurs  une  longueur  égale  au 
paramètre  de  l'ellipse. 

150  Deux  courbes  du  second  degré  ont  un  fbyer  commun  ;  si  Ton 
mène  de  ce  foyer  des  rayons  yecteurs  aux  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  de  Tune  des  courbes,  la  somme  ou  la  différence  des  rap- 
ports de  ces  rayons  aux  rayons  de  la  seconde  courbe  qui  ont  la  même 
direction,  est  constante* 

16®  On  prolonge  les  rayons  vecteurs  qui  vont  d'un  point  quelconque 
M  de  l'ellipse  aux  deox  foyers  F  et  P  jusqu'à  leur  rencontre  en  P  et  Q 

ayec  la  courbe  ;  démontrer  que  la  somme  -k  +  ^tk  ^t  constante. 

170  Une  rose  des  vents  formée  de  m  rayons  tourne  autour  de  son 
centre  placé  au  foyer  d'une  ellipse  ;  démontrer  que  la  somme  des  in- 
verses des  longueurs  comptées  sur  chaque  rayon  depuis  le  foyer  jus- 
qu'au point  où  il  coupe  l'ellipse,  est  constante. 

i8<>  D'un  point  quelconque  P  situé  dans  le  plan  d'une  ellipse,  on 
mène  des  tangentes  à  cette  ellipse  ;  on  abaisse  du  point  P  une  perpen- 
diculaire PC  sur  la  corde  des  contacts  AB  ;  les  droites  PC  et  AB  cou* 
peut  le  petit  axe  en  D  et  E  ;  démontrer  que  le  cercle  décrit  sur  DE 
comme  diamètre  passe  par  les  deux  foyers. 

X90  Étant  données  deux  ellipses  homofocales,  par  un  point  P  on 
mène  &  Tune  d'elles  des  tangentes  qui  rencontrent  la  seconde,  Fui^e  en 
A  et  B,  l'autre  en  G  et  D  ;  démontrer  que  l'on  a 

I    .  _i Il 

PÂ      PB  ""  PC      PD' 

%o^  On  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  d'une  ellipse  comme  dia- 
mètre, l'ordonnée  d'un  point  quelconque  M  de  l'ellipse  rencontre  le 
cercle  en  un  point  N;  si  l'on  appelle  w  l'angle  que  fait  avec  le  grand 
axe  le  rayon  vecteur  FM,  et  u  l'angle  que  fait  avec  le  grand  axe  le  rayon 
ON  du  cercle,  on  a  les  relations 

p  =  a(x  — ecosti)    ,    tang-  =  wi-i-?tang-• 
En  désignant  par  S  l'aire  du  secteur  elliptique  AFM,  on  a  aussi 

%i^  Une  hyperbole  éqnilatère  homofocale  à  une  ellipse  intercepte 
sur  les  oètés  d'un  angle  droit  circonscrit  à  l'ellipse  deux  cordes  égales. 
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tt*  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  parabole,  si  l'on  appelle  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  an  triangle,  c^t^yd'  les  cordes  menées  par 
le  foyer  parallèlement  aux  côtés,  e,  6',  ^  les  angles  que  font  les  côtés 
arec  l'axe,  on  a 

R  sin  e'.  sin  0*  =  p,     8pR*  =  cc^ff, 

a5o  Soient  A  le  sommet,  F  le  foyer  d'une  parabole,  (p,  »),  p'»  »')  les 
coordonnées  de  deux  points  M  et  M'  de  la  courbe,  •  Fangle  MFM',  S 
Faire  du  secteur  AFM,  A  celle  du  secteur  MFM',  l  la  longueur  de  ia 
corde  MM';  démontrer  les  formules  suivantes  employées  en  astronomie  " 

0 
app'  sin*  ^ 

P= ' 5    »    av^'cos-=v^(p  +  p7-.i«, 

p  +  P'  —  a  Vpp^cos- 
S=J-(P+P)V^;lï;^=f^tang|(I+tang•^)t 
^-\>/W  sin?^p  +  p'  +  /pp'cosjj 


«§(p  +  p'  +  v/pp'cos  Jj  y  «p(p  +  p'-a y/^'cos?) 

^y/apr/p  +  p^-h/y    /p  +  p^-/\n 

i4«  Considérons  une  ellipse  rapportée  à  ses  deux  axes  et  un  point 
extérieur  P  dont  les  coordonnées  sont  a  et  p;  du  point  P  on  mène  de» 
tangentes  à  l'ellipse  et  l'on  joint  chacun  des  points  de  contact  aux  deux 
foyers.  Démontrer  :  x*  que  la  distance  8  du  point  P  à  l'une  quelconque 

des  quatre  droites  ainsi  obtenues  est  égale  à  -  V^a*p*+ÔV— a*6«,. 

a  et  6  désignant  les  demi-axes  de  la  courbe;  %^  que  la  sonmie  oa 
ia  di£férence  des  tangentes  menées  des  deux  foyers  à  la  circonférence 
décrite  de  P  comme  centre  avec  8  pour  rayon  est  égale  à  ao. 

a5*  Calculer  le  paramètre  et  rexcentricité  d'une  courbe  du  second 
degré  définie  par  son  équation  générale.  (On  se  servira  des  formules 
du  n«  i/|5.) 


SECTIONS  CONIQUES. 

CHAPITRE  Vni 


888.  Théorème  I.  La  section  d'un  cylindre  circulaire  droit  par 
Hti  plan  quelconque  oblique  à  la  base  est  une  ellipse. 
Par  l'axe  00'  dn  cylindre  {fig.  i6o)  menons  un  plan  perpen- 
diculaire an  plan  sécant;  nous 
prendrons  ce  plan  pour  plan  de 
la  figure.  Ce  plan  coupe  le  cy- 
lindre suivant  deux  géaératri- 
cesopposéesGO'.HH'.etleplan 
sécant  suivant  la  droite  AA'. 
Dans  le  plan  de  la  figure,  décri- 
vons deux  cercles  0  et  0'  tan- 
gentsàladroiteAA'etauxdeux 
génératrices  GG'.HH'ducjlin- 
Fig.  110.  dre  ;  il  suffit  pour  cela  de  mener 

les  bissectrices  des  angles  A  et  A'  jusqu'à  leur  rencontre  en  0 
et  0'  avec  l'axe  du  cylindre  ;  si,  du  point  0  comme  centre,  avec 
le  rayon  du  cylindre,  on  décrit  on  cercle,  ce  cercle  touchera 
lea  génératrices  en  G  et  H,  et  la  droite  AA'  au  point  F;  1« 
cercle  décrit  du  point  0'  comme  centre  touchera  de  même  lea 
génératrices  en  G'  et  H',  et  la  droite  AA'  au  point  F".  Ima- 
ginons mfdntenant  que  la  figure  tourne  autour  de  l'axe  00'; 
la  génératrice  GG'  engendrera  la  surface  du  cylindre,  tandis 
que  les  deux  cercles  engendreront  deux  sphères  inscrites  dans 
le  cylindre  et  le  touchant  intérieurement,  la  première  suivant 
la  circonférence  de  grand  cercle  GLH,  la  seconde  suivant  la 
circonférence  de  grand  cercle  G'L'H'.  En  outre,  les  deux  sphères 
sont  tangentes  an  plan  proposé,  la  première  au  point  F,  la 
•econde  au  point  F'.  En  effet,  le  plan  de  la  âgnre  et  le  plan 
proposé  sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  la  droite  OF,  qui  est 
tracée  dans  le  premier  plan  perpendiculairement  à  leur  inter- 
jection AA',  est  perpendiculaire  au  second  plan;  le  plan 
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A.MÂ',  étant  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  OF,  est 
tangent  à  la  sphère  0  au  point  F.  On  vendait  de  même  que  ce 
plan  est  tangent  à  la  sphère  0'  au  point  F'. 

Cela  posé,  soit  AMA'  la  courbe  suivant  laquelle  le  plan  sécant 
coupe  le  cylindre;  nous  allons  démontrer  que  cette  courbe 
est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  F  et  F.  Joignons 
un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  aux  deux  points  F  et  F; 
par  le  point  M  passe  une  génératrice  LU  du  cylindre  ;  cette 
génératrice  touche  la  sphère  supérieure  au  point  L,  la  sphère 
inférieure  au  point  L'.  Les  deux  droites  MF,  ML,  tangentes 
menées  du  même  point  M  à  la  sphère  0,  sont  égales  ;  de  même, 
les  deux  droites  MF',  ML',  tangentes  menées  du  point  M  à  la 
sphère  inférieure,  sont  égales.  Ainsi  la  somme  des  rayons 
vecteurs  MF + MF,  est  égale  à  ML + ML',  c'est-à-dire  à  la  por- 
tion LL'  de  la  génératrice  comprise  entre  les  deux  cercles  de 
contact;  longueur  constante,  car,  dans  le  mouvement  de  ré- 
volution autour  de  00',  la  génératrice  GG' vient  coïncider  avec 
LL'.  On  voit  par  là  que  la  somme  des  distances  de  chacun  des 
points  de  la  courbe  aux  deux  points  fixes  F  et  F'  est  constante 
et^égale  à  GG';  on  en  conclut  que  la  courbe  est  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  F  et  F'. 

CoROiiLàtRB.  Les  droites  DE,  D'E',  intersections  du  plan 
sécant  et  des  plans  des  cercles  GH,  GH',  suivant  lesquels 
les  sphères  inscrites  touchent  )e  cylindre,  sont  les  directrices 
de  l'ellipse.  En  effet,  par  le  point  M  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe  du  cylindre  ;  ce  plan  coupera  le  cylindre  suivant 
un  cercle  NMN'.  La  droite  DE,  intersection  de  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  figure,  est  elle-même  perpendicu- 
laire à  ce  plan  et,  par  suite,  à  la  droite  AA'  ;  il  en  est  de  même 
de  la  droite  MP,  intersection  du  plan  du  cercle  et  du  plan 
sécant.  Le  rayon  vecteur  MF  étant  égal  à  ML  ou  à  NG,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la  directrice  DE  étant 
égale  à  PD,  le  rapport  des  distances  du  point  M  au  foyer  et  à  la 

NG 
directrice  est  ^  ;  mais ,  à  cause  des  paraUèles  PN ,  GD,  os 

rappcMTt  est  égal  à  celui  de  AG  à  AD»  ou  de  AK  à  AA',  rapport  coa* 
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ftant,  pnîsqae  ces  dénx'dernières  longueurs  sont  eonstantea. 
Au  foyer  F  correspond  U  directrice  DE;  au  foyer  F  la  di- 
rectrice IXE'. 

966.  ThÉobÈME  n.  La  tection  d'un  eône  circulaire  droit  par 
un  plan  est  une  courbe  du  second  degré. 
UenoDs  par  l'axe  du  cône  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
sécant  ;  ce  plan  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices 
SO,  SH,  et  le  plan  sécant 
suivant  la  droite  AA'. 

i"  Considérons  d'abord  le 
cas  où  la  droite  AA'  rencon- 
tre les  deux  génératrices  SG, 
SIl  d'un  même  c6té  du  som- 
met S  (fig.  161).  Décrivons 
deux  cercles  0  et  0'  tangonts 
à  la  droite  AA'  et  aux  deux 
arêtes  SG',  SH'.  Si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de 
^'  '"■  l'axe  SO',  pendant  que  l'arête 

SG'  engendre  le  cône,  les  deux  cercles  engendrent  deux  sphères 
tangentes  au  cône  suivant  les  cercles  de  contact  GH,  G'H'. 
Le  plan  sécant  est  tangent  à  l'une  des  sphères  au  point  F, 
comme  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  OF  ;  il  est  aussi 
tangent  à  l'autre  sphère  an  point  F* 

Gela  posé,  soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'intersec- 
tion ;  la  génératrice  SM  qui  passe  en  ce  point  touche  les  sphères 
aux  points  L  et  L';  menons  les  droites  MF,  MF*.  Les  droites 
MF  et  ML  sont  égales  comme  tangentes  menées  du  même 
point  M  à  la  sphère  0;  les  droites  MF  et  ML'  sont  égales 
comme  tangentes  menées  du  point  M  à  la  sphère  0'  ;  on  a  donc 

tfF-fMF'=ML  +  ML'  =  LL' 

Or,  la  portion  LL'  de  la  génératrice  comprise  entre  les  cercles 
parallèles  GH,  G'H'  est  constante  et  égale  à  GG';  donc  la 
sgtnme  des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux  deux 
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poicfa  fixes  F  et  F  est  constante,  et,  par  conséquent,  oett« 
courbe  est  une  ellipse  dont  les  points  F  et  F  sont  les  foyers. 
La  somme  constante  GG'  est  égale  an  grand  axe  ÀA'.  Si  par 
le  point  A'  On  mène  A'K  parallèle  à  GH,  on  détermine  sur  la 
géuératrice  une  portion  AK  égale  à  la  distance  focale  FF  ;  car, 
si  des  longueurs  égales  GG',  AA'  on  retranclio,  d'une  part  AG 
et  KG',  d'autre  part  les  longueurs  égales  AF  et  A'F',  il  reste 
deux  longueurs  égales  AI^,  FF*. 

Considérons  les  droites  DE,  H'W,  suivant  lesquelles  le  plan 
sécant  est  coupé  par  les  plans  dos  cercles  de  contact  GH,  G'H'. 
Si  du  pointM  on  abaisse  une  pcrpendiculairo  MP  sur  le  grand 
axe,  la  distance  du  point  M  à  la  droite  DE  est  égaleàPD.  Soit 
N&fN'  le  cercle  parallèle  qui  passe  par  lo  point  M  ;  la  longueur 
MF  ou  ML  est  égale  à  GN.  À  cause  des  parallèles  DG,  PN,  on  a 
mj_AG_AK 
DP  AD~AA'' 
Ainsi,  les  distances  de  chacun  des  points  de  l'ellipse  au  foyer  F 
et  à  la  droite  DE  sont  entre  elles  comme  la  distance  des  foyers 
au  grand  axe.  Cette  droite  DE  est  une  directrice  de  l'ellipse; 
la  droite  D'E"  est  la  seconde  directrice. 

a*  Lorsque  la  droite  AA'  rencontre  les  deux  génératrices  SG 
et  SH  de  part  et  d'autre  du  sommet  (âg.  161),  on  a 
MF'  —  MF  =  ML'  —  ML  =  LL'  =  GG'. 

La  différence  des  distances  de  cha- 
cun dos  points  de  la  courbe  aux 
deux  points  F  et  F  est  constante; 
cette  courbe  est  une  hyperbole 
qui  a  pour  foyers  les  deux  points 
F  et  F.  Les  droites  d'intersection 
du  plan  sécant  et  des  plans  de 
contact  sont  de  même  les  direc- 
trices de  l'hyperbole. 

3°  Supposons  enfin  que  la  droite 

AA'  soit  parallèle  à  l'arête  SH 

(fig.  i63}.  Décrivons  une  sphère' 

Rf.  i«-  tangente  au  cône  suivant  le  cercle 

OH  et  an  plan  sécant  en  F.  Soit  DE  l'intersection  du  plan  té- 
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cant  et  du  plan  du  cercle  de  contact  6H.  Par  le  point  M  de  la 

section  menons  la  droite  ME  per- 
pendiculaireàDE,  et  la  génératrice 
SM,  qui  rencontre  en  L  la  courbe 
de  contact;  la  droite  ME  sera  pa- 
rallèle à  AA'  et  à  SH  ;  donc  les  trois 
droites  ME,  SM,  SH  sont  dans  un 
même  plan,  et  les  trois  points  H,  L, 
E  sur  la  droite  d'intersection  du 
plan  de  contact  et  du  plan  précé- 
dent. Lies  deux  triangles  MLE» 
HSL  sont  semblables  ;  puisque  SL 

est  égale  à  SH,  on  a  aussi  ML = ME;  mais  ML=MF,  comme 

tangentes  menées  du  point  M  à  la  sphère;  par  conséquent, 

MF=ME.  Ainsi  la  courbe  est  une  parabole  dont  le  point  F 

est  le  foyer  et  DE  la  directrice. 
Cette  méthode  si  élégante,  pour  trouver  les  propriétés  des 

foyers  et  des  directrices  dans  les  courbes  du  second  degré, 

est  due  à  Dandeun. 


Fig.  163. 


267.  Placer  une  courbe  du  second  degré  eur  un  cdne  donné.  — 
I*  La  courbe  est  une  ellipse.  Dans  le  triangle  AA'E  (fig.  lôo), 
on  connaît  deux  côtés  AA',  AK,  qui  sont  le  grand  axe  et  la 
distance  des  foyers,  ainsi  que  Tangle  opposé  à  AA'  qui  est  le 
complément  de  la  moitié  de  Tangle  au  sommet  du  cône.  Comme 
le  grand  axe  surpasse  la  distance  focale,  on  peut  toujours  con- 
atruire  ce  triangle;  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  A'K 
détermine  le  point  S,  et  par  suite  tout  ce  qui  fixe  la  position 
du  plan  sécant. 

a^  La  courbe  est  une  hyperbolo.  Dans  le  triangle  AA'K 
(fig.  i6a),  on  connaît  également  deux  côtés,  ainsi  que  Tangle 
opposé  à  l'un  d'eux;  mais  comme  le  côté  opposé  à  l'angle 
donné  est  le  plus  petit,  la  construction  du  triangle  n'est  pas 
toujours  possible.  Il  faut  que  l'on  ait  a  >  c  cos  y  (2a  étant  l'axe 
transverse,  2c  la  distance  des  foyers  de  l'hyperbole,  sy  l'angle 


au  sommet  du  cône)  ;  d'où  cosy<-  et,  par  suite,  cos  y<cosO, 
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en  appelant  0  l'angle  de  Tasjmptote  avec  le  grand  axe  ;  donc 
l'angle  (les  asymptotes  doit  être  plus  petit  que  l'angle  du  cône. 

3®  La  courbe  donnée  est  une  parabole.  En  joignant  le  centre 
0  de  la  sphère  au  point  G,  on  forme  un  triangle  rectangle  0A6 
(âg.  i6S),  dans  lequel  on  connaît  le  côté  AG  qui  est  le  demi- 
paramètre  de  la  parabole»  et  l'angle  OAG  complémentaire  de  0. 
Après  avoir  construit  ce  triangle»  on  élèvera  OS  perpendicu- 
laire sur  OA  jusqu'à  la  rencontre  de  AG;  une  fois  connue  la 
distance  SA»  le  problème  est  résolu. 

En  résumé,  sur  un  cône  donné  on  peut  placer  toutes  les 
ellipses,  toutes  les  paraboles,  et  toutes  les  hyperboles  dans 
lesquelles  l'angle  des  asymptotes  est  plus  petit  que  l'angle  du 
cône 

268.  Remarque.  Supposons  que  les  sphères  employées 
précédemment  soient  toujours  inscrites  dans  le  cône,  mais 
coupent  le  plan  sécant;  il  suffit  pour  cela  que  les  cercles  gé- 
nérateurs soient  tangents  aux  deux  lignes  SA,  SA'  et  coupent 
AA'  ;  les  intersections  des  sphères  par  le  plan  sécant  sont  des 
cercles,  et  l'on  verra  que,  dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole, la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  à  ces 
cercles  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  est  constante  ;  que, 
dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  menée  au  cercle  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  la  distance  de  ce 
point  à  une  certaine  droite. 

Les  géomètres  grecs  connaissaient  les  courbes  du  second 
degré  comme  sections  d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 
Apollonius  (247  ans  avant  J.-C.)  a  fait  sur  les  sections  coni- 
ques un  traité  en  huit  livres,  dans  lequel  il  rapporte  ce  qui  a 
été  trouvé  avant  lui,  et  expose  ses  propres  découvertes  sur 
cette  matière.  Le  traité  d'ApoLLONius  contient  les  principales 
propriétés  des  sections  coniques;  nous  citerons  les  deux 
théorèmes  sur  les  diamètres  conjugués  (n""  16a,  i63  et  191), 
les  propriétés  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  les  propriétés 
élémentaires  des  foyen. 
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CHAPITRE  IX 

Oéterml nation  doii  «ectlonfi  conique». 

269.  L'équation  générale  du  second  degré . 

Ax*  +  aRry  -f  Cy*  +  2Dz  +  aEy  +  F=<> 

contient  six  coefficients  ;  mais,  comme  on  peut  diviser  tous  les 
termes  par  l'un  des  coefficients,  pourvu  que  ce  coefficient  soit 
différent  de  zéro,  l'équation  ne  renferme  que  cinq  paramètres 
arbitraires,  savoir  les  rapports  de  cinq  coefficients  au  sixième. 
Pour  déterminer  une  courbe  du  second  degré,  il  faut  donner 
les  valeurs  des  cinq  paramètres,  ou  bien  cinq  relations  entre 
ces  cinq  paramètres  ;  mais,  dans  ce  cas,  il  est  nécessaire  d*exa- 
miner  si  les  cinq  équations  de  condition  admettent  un  sys* 
tème  de  solutions  réelles,  et  si,  en  outre,  l'équation  du  second 
degré  correspondante  représente  bien  une  courbe  ;  autant  les 
cinq  équations  de  condition  admettront  de  systèmes  de  solu- 
tions réelles  jouissant  de  cette  propriété,  autant  il  y  aura  de 
courbes  du  second  degré  satisfaisant  aux  conditions  proposées. 
En  général,  les  relations  entre  les  paramètres  proviennent 
de  conditions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe. 
Ainsi,  on  peut  assujettir  la  courbe  à  passer  par  des  points 
donnés,  à  être  tangente  à  des  droites  données,  etc.  On  expri- 
mera que  la  courbe  passe  par  un  point  donné,  en  écrivant  que 
les  coordonnées  du  point  vérifient  l'équation  de  la  courbe,  ce 
qui  donne  une  relation  du  premier  degré  entre  les  coefficients. 
On  exprimera  que  la  courbe  est  tangente  à  une  droite  donnée, 
en  écrivant  que  l'équation  qui  fournit  les  abscisses  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  a  deux  racines  éga- 
les, ce  qui  donne  une  relation  du  second  degré  entre  les  coef- 
ficients. Une  condition  géométrique  qui  se  traduit  par  une 
relation  entre  les  coefficients  est  regardée  comme  une  condi^ 
tion  simple.  Une  condition  géométrique  qui  se  traduirait  par 
deux  relations  serait  regardée  comme  double.  Si,  par  exemple» 
on  assujettissait  la  courbe  i  toucher  une  droite  donnée  en  un 
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point  donné,  Téquation  qui  donnerait  les  abscisses  des  points 
d'intei'section  de  la  droite  et  de  la  courbe  devrait  admettre 
deux  racines  égales  à  une  quantité  donnée  ;  il  en  résulterait 
deux  relations  du  premier  degré  entre  les  coefficients  ;  la  con- 
dition géométrique  énoncée  devrait  donc  compter  comme 
deux  conditions  simples.  D'après  cela,  on  dira  qu'il  faut  cinq 
conditions  géonîétriques  pour  déterminer  une  courbe  du  se- 
cond degré. 

Si  l'on  veut  que  la  courbe  soit  une  parabole,  les  coefficients 
devant  vérifier  la  relation  AC  —  B'  =  o,  l'équation  ne  con- 
tiendra plus  que  quatre  paramètres  arbitraires  et  la  parabole 
sera  définie  par  quatre  conditions. 

De  même,  si  l'on  veut  que  la  courbe  soit  une  hyperbole 
équilatère,  il  faudra  que  les  deux  droites  représentées  par  l'é- 
quation Ââ?'-l-2Bxy+Gy*=o,  droites  parallèles  aux  asymptotes 
(n**  i3o),  soient  perpendiculaires  entre  elles,  ce  qui  donne  une 
relation  entre  les  coefficients;  lorsque  les  axes  des  coordonnées 
sont  rectangulaires,  cette  relation  est  A-f-C=o,  Quatre  condi- 
tions suffisent  donc  pour  déterminer  une  hyperbole  équilatère. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  do  généraliser  les  défini- 
tions, afin  d'éviter  les  restrictions  qu'apporteraient  les  solu- 
tions imaginaires  dans  les  énoncés  des  théorèmes. 

POINTS    BT    DROITES    IMAGINAIRES. 

970.  Un  système  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  y  détermine 
un  point  du  plan  ;  par  analogie,  nous  appellerons  point  ùnagi- 
noire  un  système  de  valeurs  imaginaires  attribuées  à  x  et  y. 
Si  deux  systèmes  de  valeurs  imaginaires  sont  de  la  forme 
xs=a-|-&t,  y=c+rfi  et  x=a — bi,  y=ic — dt,  nous  dirons 
que  les  deux  points  imaginaires  sont  conjugués. 

Une  équation  du  premier  degré  Ax-|-By-|~C=o,  à  coeffi- 
cients réels,  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'une  infinité  de 
points  réels,  dont  le  lieu  est  une  ligné  droite  ;  mais  elle  est 
vérifiée  aussi  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  imagi- 
naires attribuées  à  or  et  à  y  ;  car,  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur 
Wnaginaire  quelconque,  on  en  déduira  pour  y  une  valeur 
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imaginaire  correspondante;  si  Ton  donne  à  x  deux  valeimi 
imaginaires  conjuguées,  les  deux  valeurs  correspondantes  de  y 
seront  aussi  conjuguées. 

Par  analogie,  nous  appellerons  droite  imaginaire  l'ensemble 
des  solutions  d'une  équation  du  premier  degré  à  coefficients 
imaginaires.  Il  est  à  remarquer  qu'une  droite  imaginaire  passe 
par  un  point  réel.  Soit,  en  e£fet, 

(A'  +  A"Oa?  +  (B'  +  B'Oy  +  (C'  +  (ri)  =  o, 
ou  (A'x  +  B'y  +  C')  +  i(A'a:  +  BV  +  CO  =  o, 

une  droite  imaginaire.  Cette  équation  sera  vérifiée  par  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  deux  droites  réelles 
A'ar  +  BV  +  C'  =  o  ,  A'x  +  B'y  +  C  =  o. 
L'équation  générale  du  premier  degré,  renfermant  trois  coef« 
ficients  et  par  suite  deux  paramètres  arbitraires,  deux  points^ 
réels  ou  imaginaires,  détermineront  la  droite.  Si  l'on  appelle 
^f  }fy  **>  }f  ï^s  coordonnées  des  deux  points  donnés,  la  droite 
qui  passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation 

x—x'_y  —  %f 
oT—x'     \f—y'^ 
La  droite  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  conjugués 
est  réelle.  Soient,  en  effet,  a?' = a  -f-  *t',  y' = c + rfi ,  a:'' = a — fti, 
%fz=^c—di\  l'équation  de  la  droite  se  réduit  à 

X  —  a y  —  c 

Le  point  qui  a  pour  coordonnées 

x'-^-x"         y'+y 

9  f 

sera  dit  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés  ; 
lorsque  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués,  le  milieu 
est  un  point  réel. 

Une  équation  algébrique  f  {x,  y) = o,  à  coefficients  réels,  est 
yérifiée  en  général  par  les  coordonnées  d'une  infinité  de  points 
réels,  formant  une  courbe;  elle  est  vérifiée  aussi  par  les  coor- 
données d'une  infinité  de  points  imaginaires,  conjugués  deux 
i  deux.  Si  les  coefficients  sont  imaginaires,  l'équation  admet 
toigours  une  infinité  de  solutions  imaginaires,  mais  seulement 
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un  nombre  limite  de  solutions  réelles  ;  l'ensemble  de  ces  solu- 
tions formera  ce  que  nous  appellerons  une  courbe  imaginaire. 
Deux  équations.  Tune  du  premier  degré,  Tautre  du  second 
degré  en  x  et  y,  admettent  deux  solutions.  On  dira  donc 
qu'une  droite  rencontre  une  courbe  du  second  degré  en  deux 
points,  réels  ou  imaginaires.  Une  droite  réelle  rencontre  une 
courbe  du  second  degré  réelle  en  deux  points,  qui  sont 
réels  ou  imaginaires  conjugués.  Ceci  permet  d'expliquer  un 
fait  qui  s'est  présenté  déjà  plusieurs  fois;  quand  on  cher- 
che, par  exemple,  le  lieu  des  milieux  d'une  série  de  cordes 
parallèles  dans  l'ellipse,  on  trouve  par  le  calcul  une  droite  in- 
définie, et  cependant  le  lieu,  tel  qu'il  est  défini  géométrique- 
ment, ne  se  compose  que  de  la  partie  intérieure  à  l'ellipse  ; 
les  sécantes  extérieures  rencontrent  l'ellipse  en  deux  points 
imaginaires  conjugués,  le  milieu  de  la  corde  est  encore  un 
point  réel,  et  le  diamètre  se  prolonge  ainsi  en  dehors  de  la 
courbe. 

« 

INTERSECTION  DE  DEUX  COURBES  DU  SECOND  DEORé. 

271.  Nous  remarquerons  d'abord  que,  si  les  deux  courbes 
coïncident,  c'est-à-dire  si  les  deux  équations  sont  vérifiées  par 
les  mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x  et  y,  les  coef- 
ficients sont  proportionnels.  En  effet,  les  équations 
(i)  Cy«  +  2(Bx  +  E)y-t-(Ax*  +  aDx-}-F)  =  o, 

(a)  Cy\+  a(B'x  +  E')y  +  (AV  +  aD'x  +  F')  =  o , 

admettant  les  mêmes  racines  pour  une  même  valeur  de  x, 

on  a 

C  _Bx  +  E  _AV-faD^ar-fF 

C'""B'a?-hE'"~  Ax"-|-aI>«+F  ' 
et,  comme  ceci  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  x,  on  en  conclut 

<C_B^_E_A_^_F 

C'~B'~E'""A'~D'""F" 
lia  réciproque  est  vraie  :  lorsque  les  coefficients  sont  propor- 
tionnels, les  deux  équations  sont  identiques,  et  les  deux 
courbes  coïncident. 
Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  les  courbes  diSérentMf 
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c'est-à-dire  les  coefficients  non  proportionnels.  Considérons 
d^abord  le  cas  où  les  deux  coefficients  G  et  C  sont  différents 
de  zéro;  si  Ton  retranche  les  équations  membre  à  membre, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  C  et  G,  on 
élimine  jr*  et  l'on  obtient  une  équation  de  la  forme 
(5)  2(B,  jr  +  Ei)y  +  (Aiar*  +  aDio:  +  Fi)  =  o, 

qui,  avec  l'équation  (i),  forme  un  système  équivalent  au  sys- 
tème des  deux  équations  proposées  (i)  et  (a).  Les  cinq  coeffi- 
cients B|,  E|,  Âi,  Di,  Fi  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois;  car  si 
cela  avait  lieu,  les  coefficients  des  deux  équations  (i)  et  (a)  se- 
raient proportionnels.  Si  les  deux  coefficients  Bi  et  E|  étaient 
nuls,  l'équation  (5)  deviendrait  Ai«* -f-  aDi«-}-  Fi  =o  ;  elle  don- 
nerait pour  X  deux  valeurs  ;  à  chacune  d'elles,  d'après  l'équa- 
tion (i),  correspondraient  deux  valeurs  de  y;  en  tout  quatre 
solutions.  Supposons  que  les  deux  coefficients  B  i  et  Et  ne  soient 

El 
pas  nuls  à  la  fois;  en  général,  la  valeur  x= — — ,  qui  annule 

le  coefficient  de  y  dans  l'équation  (3),  n'annule  pas  le  poly- 
nôme Âi2r*-|-aDfjr -f-Fi;  dans  ce  cas^  la  quanti  té  BiX-|-Ei  étant 
différente  de  zéro  pour  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3), 
on  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

_      A,g«H-aD,a;+Fi 
^^^  ^~  a(B|ar  +  Ei)      ' 

en  portant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  (i),  on  obtient  une 
équation  du  quatrième  degré 
(5)  ûo^?*  +  aiX*  -f-  a%x*  -J-  atx  +  04  =  o, 

qui,  jointe  à  l'équation  (4),  forme  un  système  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (1)  et  (3),  et,  par  conséquent,  au 
système  proposé.  Les  cinq  coefficients  de  l'équation  (5)  ne  peu- 
vent être  nuls  à  la  fois  ;  car,  si  cela  avait  lieu,  l'équation  (5)  de- 
venant une  identité,  les  deux  équations  proposées  seraient 
vérifiées  par  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  ar  et  y  qui  satis- 
font i  l'équation  (4}  ou  à  l'équation  (3)  ;  les  deux  courbes  coïn- 
cideraient avec  la  courbe  représentée  par  l'équation  (3)  et, 
par  conséquent,  auraient  leurs  coefficients  proporticmnels. 
L'équation  (5)  donne  quatre  valeurs  pour  x;  à  chacune  déciles 
correspond,  d'après  l'équation  (4)1  une  valeur  de  y,  ce  qui  fait 
quatre  solutions  du  système  proposé. 

E 
Si  la  valeiip«=— ^*  annulait  le  polynôme  Af«*-faD|â>f^Pi« 
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réquation  (3)  se  mettrait  sous  la  forme 

(B,a:  +  EJ(y  +  »w?  +  n)  =  o, 
et  se  décomposerait  en  deux  équations  distinctes,  B,a?+E,=o^ 

y  +  wM?  -f  n  =  o;  la  première  donne  la  valeur  a?  =  —  5l  A 

B,' 
laquelle,  d'après  l'ëquation  (i),  correspondent  deux  valeurs  de 
y;  de  la  seconde  on  déduit  t/z=z—mx—n,  et,  remplaçant  y 
par  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  obtient  une  équation 
du  second  degré  en  x,  qui  fournit  deux  nouvelles  solutions; 
en  tout  quatre  solutions.  Cependant  il  peut  arriver  que  cette 
dernière  équation  du  second  degré  en  x  se  réduise  à  une  iden- 
tité ;  dans  ce  cas,  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  droite 
y  -f  »ur  -f  n = 0  vérifient  les  deux  équations  proposées,  qui  re- 
présentent alors  des  couples  de  droites,  dont  deux  coïncident. 

Si  un  seul  des  coefficients  C  ou  C  était  nul,  l'une  des  équa- 
tions proposées  serait  de  la  forme  (3),  et  on  répéterait  ce  qui 
vient  d'être  dit. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  coefficients  C  et  C 

E' 
sont  nuls  à  la  fois.  Sila  valeur  x=— g;,  qui  annule  le  coeffi- 
cient de  y  dans  l'équation  (a),  n'annule  pas  le  polynôme 
A'ar»  +  aD'a:  -f-  F,  on  déduira  de  cette  équation 

_     AV  +  2D^a?  +  F 
^  a  {B'x  +  E')     • 

et,  substituant  dans  l'équation  (i),  on  arrivera  à  une  équation 
du  troisième  degré  en  x,  ce  qui  donne  trois  solutions.  Si  la 

E' 
valeur  «=— g;  annule  le  polynôme  AV+aD'or-f-F',  l'équa- 
tion (a)  se  met  sous  la  forme 

(B'a:  +  E')(y  +  ma?  +  n)  =  o, 

et  représente  deux  droites  B'a:+E'=o,  y-|-iiM?-)-n=o,  qui 
coupent  la  courbe  (i),  la  première  en  un  point,  la  seconde  en 
deux  points.  Il  peut  arriver  que  Tune  de  ces  droites  appar- 
tienne à  la  ligne  (i);  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  re- 
présentent des  couples  de  droites,  dont  deux  coïncident. 
.  On  conclut  de  ce  qui  précède,  que  deux  lignes  du  second  degré 
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ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  points  communs^  à  moins  que  ces 
lignes  ne  soient  des  couples  de  droites^  dont  deux  coïncident.  Lors- 
que les  deux  équations  proposées  ont  leurs  coefficients  réels, 
les  quatre  points  communs  sont  réels  ou  imaginaires  conju- 
gués. 

279.  Il  est  facile  de  former  Téquation  (5)  qui,  dans  le  cas 
général,  donne  les  abscisses  des  quatre  points  communs  à 
deux  courbes  du  second  degré.  Soient  Aoy'  +Aiy+A,=o, 
A',y'+Ajy+A',=o,  les  deux  équations  proposées,  daas  les- 
quelles Ao  et  A«  désignent  des  constantes  A|  et  A'^  des  po- 
lynômes du  premier  degré  en  x.  A,  et  A',  des  polynômes  du  se- 
cond degré.  En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  A',  et  A©,  on  a 
(Ao  A',  —  A,A|)  y  +  AoA;  —  A;A,  =  o. 

En  multipliant  par  A,  et  A'„  retranchant  et  supprimant  le 
facteur  y,  on  a  de  même 

(Aa a;  -  a;a.)  y + (A,  a;  -  a;  a.) = a. 

L'élimination  de  y  entre  ces  deux  dernières  équations  conduit 
à  l'équation  du  quatrième  degré 

(Ao a;  -  a;a,)  (A, a;  -  a; a,)  -  (a^a;  -  a; a.)« = o. 

S73.  Corollaire.  Une  équation  du  second  degré,  à  coeffi- 
cients imaginaires,  ne  peut  admettre  plus  de  quatre  solutions 
réelles.  En  eiSet,  le  premier  membre  de  l'équation  est  de  la 
forme  S  +  ^Sj,  S  et  S^  désignant  des  polynômes  réels  du  se- 
cond degré;  si  l'équation  est  vérifiée  par  des  valeurs  réelles 
attribuées  à  x  et  à  y,  on  aura  séparément  S=o,  Si=o;  les 
points  réels  du  lieu  sont  donc  les  points  communs  aux  deux 
courbes  réelles  S=:o,  S|  =  o,  et  ces  points  sont  en  général 
au  nombre  de  quatre. 

n  n*y  a  exception,  d'après  le  numéro  précédent,  que  lorsque 
ces  ligaes  sont  des  couples  de  droites  dont  deux  coïncident;  dans 
ce  cas^  réquation  du  second  degré  représente  elle-même  deux 
droites,  dont  une  est  réelle.  Enfin,  si  les  deux  lignes  S  =o^ 
Si  =  0  coïncidaient,  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
serait  divisible  par  nn  facteur  constant  imaginaire, ^t  les  coef' 
ficients  de  Téquation  deviendraient  réels. 

GÉOM.    ANALYT.  18 
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S74.  Lbmme.  Toim  système  de  n  équatûms  du  premier  degré  ha^ 
mogènes  etàn+i  inconnues,  est  vérifié  par  une  infinité  de  système 
de  valeurs  des  incmnues,  dont  fune  au  moins  est  différente  de  zéro. 

ConsidéroDA  d'abord  une  équatioa  à  deux  inconnues. 

(m:  +  *y  =  0. 

Si  les  deux  coefficients  a  et  6  étaient  nuls,  l'équation  serait 
vérifiée  par  des  valeurs  arbitraires  de  x  et  y.  Supposons  que 
l'un  des  coefficients,  par  exemple  b,  ne  soit  pas  nul  ;  l'équation 

pouvant  être  mise  sous  la  forme  y  =  —  -^x,  on  attribuera  à  x 

une  valeur  arbitraire  ;  à  chaque  valeur  de  x  correspond  une 
valeur  de  y.  Ainsi  l'équation  proposée  est  vérifiée  par  une 
infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y,  dont  l'une  au  moins 
est  différente  de  zéro. 
Considérons  maintenant  deux  équations  à  trois  inconnues 

ax  -\'by  -^-cx  =^0, 
a'x  -f-  b'y  +  c'z  =  o. 

Si  les  six  coefficients  étaient  nuls  à  la  fois,  les  équations  se- 
raient vérifiées  par  des  valeurs  tout  à  fait  arbitraires  de  x ,  y ,  i. 
Supposons  que  l'un  au  moins  des  coefficients,  par  exemple  c, 
ne  soit  pas  nul  ;  on  pourra  remplacer  le  système  des  deux 
équations  proposées  par  le  système  équivalent 

ax-\-by 

%  srr  — —  — — — , 
C 

{ad  —  €(f)X'\-  (bc'  —  cb')  y  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  seconde  équation  est  véri- 
fiée par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  o;  et  y ,  dont 
l'une  au  moins  est  différente  de  zéro  ;  à  chacun  d'eux  corres- 
pond une  valeur  de  z  donnée  par  la  première  équation.  Ainsi, 
le  système  des  deux  équations  proposées  est  vérifié  par  une 
infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x  ,y ,  z,  dont  l'une  au  moins 
est  différente  de  zéro. 
Le  même  raisonnement  peut  être  continué  indéfiniment. 
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Soieut  trois  équations  à  quatre  inconnues 

(M?  +  iy  -f"  ^*  +  *  =  ®» 

o^ar  +  é'y  +  (?*«  +  cTf  =  o . 

Si  les  douze  coefficients  étaient  nuls  à  la  fois»  les  équations 
seraient  vérifiées  par  des  valeurs  tout  à  fait  arbitraires  de 
X,  y  y  z,  t.  Supposons  que  l'un  au  moins  des  coefficients,  par 
exemple  d,  ne  soit  pas  nul  ;  on  pourra  remplacer  le  système 
des  équations  proposées  par  le  système  équivalent 

ax -{- by -]- cz 

{a(r'---dar)x  +  {bd!'^db'^y  +  {ccr-^dcr)z  =  o. 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  le  système  des  deux  dernières 
équations  est  vérifié  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
de  X,  y,  z,  dont  Tune  au  moins  est  différente  de  zéro  ;  à  chacun 
d'eux  correspond  une  valeur  de  t  donnée  par  la  première 
équation. 

275.  Théorème  I.  Par  cinq  points  donnés,  dont  trois  ne  sont  pas 
en  ligne  droite^  on  peut  faire  passer  une  courbe  du  second  degré ^  et 
on  n'en  peut  faire  passer  qu'une. 

Appelons  {x^,y^),  (a?„y,),  (ar„y,),  [x^,y^),  {x^,y^)  les  coor- 
données des  cinq  points  donnés.  Pour  qu'une  ligne  du  second 
degré 

(i)  Ax*  +  2Ba:y  +  Cy*-f-2Da?+2Ey  +  F=o 

passe  par  ces  cinq  points,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les 
cinq  équations 

A^î  +  ^Bx,y,  +  Cy;  +  ^Dx,  +  aEy.  +  F  =  o, 

Ax\  +  aBx,y,  +  Cy;  +  aDx,  +  aEy.  +  F  =  o, 

(2)        i    Aar;  +  2Barj^,+Cy;  +  2Dx,+  2Ky.  +  F=:o, 

1    Aar;  +  2Bx,y,  +  Cy:  +  2Da:,-f  2Ey,  +  F  =  o, 

\    Ax|  +  2Bxj^,  +  Cy;  +  2Da:.  +  2Ey.+F  =  o 

soient  satisfaites.  Nous  avons  ainsi  cinq  équations,  homogènes 
et  du  premier  degré,  entre  les  six  inconnues  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
U  résulte  du  lemme  précédent  que  ces  équations  sont  vérir 
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fiées  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  des  inconnue;, 
dont  Tune  au  moins  est  différente  de  zéro.  Nous  remarquons 
que  dans  aucune  de  ces  solutions,  les  cinq  premières  incoii  - 
nues  ne  sont  nulles  à  la  fois;  car  alors,  en  ycrtu  do  Tune 
quelconque  des  équations  (a),  on  aurait  aussi  F=o.  Nous 
remarquons  en  outre  que,  si  les  cinq  points  donnés  ne  sont 
pas  en  ligne  droite,  les  trois  premières  inconnues  A ,  B ,  C 
ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois;  car  Téquation  (i)  se  rédui- 
rait au  premier  degré  et  représenterait  une  ligne  droite 
passant  par  les  cinq  points.  En  attribuant  aux  six  coefficients 
les  valeurs  qui  constituent  Tune  des  solutions  précédentes, 
on  obtient  une  ligne  du  second  degré  passant  par  les  cinq 
points  donnés.  Ainsi,  par  les  cinq  points  donnés  on  peut  faire 
passer  au  moins  une  ligne  du  second  degré. 

Je  dis  maintenant  que,  si  parmi  les  cinq  points  donnés  il 
n'y  en  a  pas  trois  en  ligne  droite,  on  no  peut  faire  passer  par 
ces  cinq  points  qu'une  seule  ligne  du  second  degré  ;  car,  s'il 
y  en  avait  deux,  ces  deux  lignes  auraient  cinq  points  communs  ; 
mais  nous  avons  vu  {u9  271)  que  deux  lignes  du  second  degré, 
qui  ne  se  composent  pas  de  lignes  droites,  ne  peuvent  avoir 
plus  de  quatre  points  communs. 

Les  diverses  solutions  du  système  des  équations  (a),  devant 
donner  la  même  courbe  du  second  degré,  sont  formées  de 
quantités  proportionnelles.  Après  avoir  reconnu  que  Tune  des 
inconnues  est  différente  de  zéro,  on  cherchera  les  rapports 
des  cinq  autres  à  celle-là,  et  on  aura  à  résoudre  un  système 
de  cinq  équations  du  premier  degré  à  cinq  inconnues. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  au  cas  où  trois  des 
points  donnés,  et  trois  seulement,  sont  en  ligne  droite.  Le 
lieu  du  second  degré  est  formé  de  cette  droite  et  de  celle  qui 
passe  par  les  deux  autres  points.  ^ 

Lorsque  quatre  des  points  donnés  sont  en  ligne  droite,  il  y  a 
indétermination.  Le  lieu  du  second  degré  se  compose  de  cette 
droite,  et  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  cinquième 
point. 

976.  Remarque.  On  peut,  à  l'aide  d'un  déteiminant,  former 
l'équation  delà  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  cinq 
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points  donnes.  Considérons,  en  effet,  le  déterminant 


Ar= 


X* 

xy 

y* 

X 

y 

^, 

«iVi 

y\ 

X, 

Vi 

a'î 

«ly» 

y\ 

X, 

Vt 

x\ 

«.y. 

y\ 

^t 

Vt 

xj 

a^iV» 

y\ 

^4 

y* 

x\ 

x^Vi 

y\ 

^5 

y. 

C'est  un  polynôme  entier  du  second  degré  par  rapport  aux 
deux  variables  x  et  y.  Il  s*annule  quand  on  y  remplace  x  Qiy 
par  X|  et  y^  ;  car  alors  les  éléments  de  la  première  ligne  hori- 
zontale deviennent  égaux  à  ceux  de  la  seconde.  Il  en  est  de 
même  quand  on  remplace  or  et  y  par  x,  et  y,,  et  ainsi  de  suite. 
On  en  conclut  que  l'équation  A = o  représente  une  courbe  du 
second  degré  passant  par  les  cinq  points  donnés. 

277.    Corollaire  I.  Étant  donné  un  quadrilatère  abcd 
(flg.  164),  désignons  par  a=o,  p  =  o  les  équations  de  deux 

côtés  opposés  ai,  crf,  par  y = 0 ,  fi  ==  o 
celles  de  deux  autres  côtés  opposés 
bc^ad;  l'équation 


dans  laquelle  les  coefficients  A  et  B 
sont  arbitraires,  représente  toutes  les 
lignes  du  second  degré  qui  passent  par 
Fig.  164.  les  quatre  points  a,  *,  c,  d.  Les  lettres 

«>  P>  Y>  ^  désignant  des  polynômes  du  premier  degré  en  x  et  y, 
réquation  est  du  second  degré  ;  les  coordonnées  du  point  a, 
intersection  des  droites  ab  et  ad,  annulent  les  deux  poly- 
nômes a  et  8  et  par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5) ;  il  en  est  de  même  des  trois  autres  points  b  ,c,d. 
Ainsi,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefficients  A  et  B, 
la  courbe  représentée  par  l'équation  (5)  passe  par  les  quatre 
points  0,  *,  c,  d.  Cette  équation  représente  toutes  les  courbes 
du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre  points;  car  un 
cinquième  point  e  détermine  la  courbe,  et  on  peut  attribuer 
au  rapport  des  coefficients  tme  valeur  telle  que  la  courbe  passe 
par  ce  cinquième  point  pris  à  volonté  dans  le  plan. 
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L'équation  (3)  a  une  signification  géométrique  très-simple  r 
les  polynômes  a,  p,  x,  ^  étant  proportionnels  aux  distances  d*un 
point  quelconque  (x,  y)  aux  côtés  du  quadrilatère,  elle  indique 
que  k  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à 
deux  côtés  opposés  ab,  cd  du  quadrilatère  ùucrit  est  au  produit  dez 
distances  de  ce  même  point  aux  deux  côtés  opposés  bc,  ad  dans  un 
rapport  constant.  La  valeur  de  ce  rapport  détermine  la  courbe. 

En  général,  si  Ton  désigne  par  S  =  o,  Si  =  o  les  équations 
de  deux  courbes  du  second  degré,  l'équation  S+tS,=o,  dans 
laquelle  k  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes  les 
courbes  du  second  degré  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

278.  CioROLLAiRE  IL  Proposons-uous  de  déterminer  une 
parabole  passant  par  quatre  points  réels  donnés  a,  i,  c,  d.  Si 
l'on  joint  ces  points  deux  à  deux  par  deux  droites  ai,  cd  qui 
se  coupent  et  que  l'on  prenne  ces  droites  pour  axes  d<^s  coor- 
données, l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  quatre  points  est 

aetb  étant  les  abscisses  des  points  aeibyceid  les  ordonnées 
des  points  e  et  d.  Pour  que  le  lieu  soit  une  parabole,  il  faut 
que  le  paramètre  k  satisfasse  à  la  condition 

^*)  (*-à-fc)'-«-è5=»- 

Lorsque  le  produit  abcd  est  négatif ,  on  trouve  pour  k  deux 
valeurs  imaginaires,  et  il  est  impossible  de  faire  passer  une 
parabole  réelle  par  les  quatre  points.  Lorsque  le  produit  est 
positif,  ce  qui  revient  à  dire  que  l'on  peut  former  un  quadrila- 
tère convexe  ayant  pour  sommets  les  quatre  points,  on  obtient 
pour  k  deux  valeurs  réelles  différentes,  et,  par  conséquent, 
deux  lignes  réelles  du  genre  parabole  passant  par  les  quatre 
points.  Si  Ton  pouvait  réunir  les  points  deux  à  deux  par  des 
droites  parallèles,  chaque  couple  de  droites  parallèles  consti- 
tuerait une  solution. 
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a79.  CoEOLLAiRE  III.  Il  est  facile  de  former  l'équation  gé- 
nérale des  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  trois  points 
donnés  a,  *,  c.  Si  l'on  désigne  par  a= o,  p= o,  y — o  les  équa- 
tions des  trois  droites  bc^  ca^  ab^  Féquation 

(6)  Apr+Br«  +  Ca?=o 

représente  une  courbe  du  second  degré  passant  par  les  trois 
points  donnés.  Cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbi- 
traires, les  rapports  de  deux  des  coefficients  au  troisième, 
et  Ton  pourra  disposer  des  deux  paramètres  de  manière  à 
faire  passer  la  courbe  par  deux  autres  points  pris  à  volonté 
dans  le  plan. 

980.  Theobehs  II.  On  peut  mener  une  courbe  du  second  degré 
tangente  à  deux  droites  données,  en  deux  points  donnés,  et  passant 
par  un  autre  point  donné,  et  on  n'en  peut  mener  qu'une. 

Pour  qu'une  courbe  du  second  degré 

(7)  A«iy)=Ax*  +  aB«y+Cy«+aDa:-fa%+F=o 

soit  tangente  à  une  droite 

(8)  a(«— ari)  +  *(y— y,)=o, 

au  point  (x^y  y^)^  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  courbe 
passe  par  le  point  (X|,  y^)  et  que  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  en  ce  point  soit  égal  à  celui  de  la  droite,  ce  qui 
donne  deux  équations 

homogènes  et  du  premier  degré,  par  rapport  aux  coefficients 
A,  B,  C,  D,  E,  F. 

Nous  aurons  ainsi  cinq  équations,  homogènes  et  du  premier 
degré,  entre  ces  six  coefficients.  Nous  ayons  vu  qu'un  pareil 
système  d'équations  admet  une  infinité  de  solutions  dans  les- 
quelles l'une  au  moins  des  inconnues,  autre  que  F,  est  dif- 
férente de  zéro;  i  l'une  de  ces  solutions  correspond  une 
courbe  du  second  degré  satisfaisant  aux  conditions  énoncées. 

Il  n'existe  qu'une  courbe  du  second  degré  satisfaisant  à  ces 
conditions;  car,  s'il  7  en  avait  deux,  l'équation  du  quatrième 
^•gré  i  laquelle  on  arrive  quand  on  cherche  leurs  pointa 
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communs,  aurait  deux  racines  doubles  et  une  racine  simple, 
ce  qui  est  impossible. 

281.  CoROLLAiRB  I.  L'équatiou 
(lo)  ap  —  Ay*  =  o, 

dans  laquelle  *  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré  tangentes  aux  deux  droites 
a=o  ,p  =  o,  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  la  droite 
7=0  (flg.  i65).  La  courbe  est  tangente  à  la  première  droite  ; 

car  si  Ton  fait  a  =  o  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe,  on  a  y*  =  o,  et, 
par  conséquent,  les  deux  points 
d'intersection  de  la  droite  et  de  la 
courbe  coïncident.  Elle  est  de  même 
tangente  à  la  seconde  droite,  et  les 
deux  points  de  contact  sont  situés 
sur  la  droite  y=o.  L'équation  (lo) 
représente  toutes  les  courbes  jouissant  de  ces  propriétés  ;  car 
on  peut  déterminer  le  paramètre  k  de  manière  que  la  courbe 
passe  par  un  autre  point  situé  à  volonté  dans  le  plan. 

Cette  équation  signifie  que  le  produit  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  à  deux  tangentes  est  au  carré  de  la  di$^ 
tance  de  ce  point  à  la  corde  des  contacts  dans  un  rapport  constant. 
En  général,  si  l'on  désigne  par  S= o  l'équation  d'une  courbe 
du  second  degré,  l'équation  S — *y*=o  représentera  toutes 
les  courbes  du  second  degré  tangentes  à  la  première  en  deux 
points  situés  sur  la  droite  y  =  o. 

Corollaire  IL  On  peut  déterminer  le  paramètre  A;  par 
la  condition  que  la  courbe  soit  une  parabole.  Si  l'on  prend 
les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées,  l'équation  (lo) 
devient 


Fig.    165. 


(>•) 


(!+!-')*  ~"*'^=°' 


Pour  que  la  courbe  soit  une  parabole,  il  faut  que  la  condition 
(*  "~  5ï)  ""  ?&*  ^^  ^  ®^^*  vérifiée  ;  ce  qui  donne  les  deux  so- 
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lutions  jfc==  o,  *  =  —  ;  à  la  première  correspond  la  droite  ab; 
à  la  seconde  une  parabole  dont  Téquation  peut  6tre  mise  sous 

laformey^j+^|-i=o. 

288.  ÀppLiGiLTioN.  Comme  application,  formons  Téquation 
du  second  degré  qui  représente  Tensemble  des  deux  tangentes 
menées  d'un  point  p  de  coordonnées  x^,y^  (fig.  i65)  à  une 
conique  ayant  pour  équation 

f{x,y)  =  Aa?«  +  !iBxy  +  Cy*  +  aDa?  -|-  aEy + F  =  o. 

Kéquation  de  la  corde  des  contacts  ab  est  comme  nous 
Tavons  vu  n®  i  a5 

dont  nous  désignons  le  premier  membre  par  y-  Les  deux 
tangentes  pa  et  pb  constituent  une  conique  bitangente  à  la 
coniquedonnée  /(x,y) =o  aux  points  situés  sur  la  droite  y=o  : 
elles  sont  donc  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

(6)  r(^,y)-r*Y'=o 

OÙ  k  désigne  un  coefficient  constant  qui  reste  à  déterminer. 
Pour  cela  il  suffit  d'exprimer  que  la  courbe  {b)  passe  par  un 
point  pris  sur  la  conique  formée  par  les  deux  tangentes  pa 
et  pb;  exprimons  qu'elle  passe  par  le  point  p  de  coordonnées 
(a?,, y,),  c'est-à-dire  que  l'équation  (ft)  est  satisfaite  par 
x=x^,y  =  y^.  Si  dans  y  on  fait  rc  =  a:i,y  =  y,,  y  se  réduit  à 
f(Xi,y^);  on  a  donc  la  condition 

qui  donne  pour  k  la  valeur -r r ,  et  Féquation  demandée  est 

enfin 

W  A^.»)/(^i»yi)  — Y*  =  o> 

où  Y  doit  être  remplacé  par  Texpression  (a).  Cette  équation 
se  nomme  Véqtiatim  quadratiqite  des  tangentes  isst^s  du  point 
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882  bis.  Bornons-nous  à  indiquer  les  résultats  suivants 
qu'il  est  facile  de  vérifier  (voyez  n^»  3o3  et  33 1). 

Soient  a=o,  p  =  o,  y  =  o  les  équations  des  trois  côtés  d'ua 
triangle.  L'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  ce 
triangle  est 

X,[x,v  désignant  des  paramètres  variables.  Cette  équation  peut 
s'écrire  sous  forme  irrationnelle 

{\/ïi+\/^^s/^  {i^^^s/^+i/;:^  (v/xî+v^-v^vD  •x;-v/iIp-.^i^=o 

L'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  quadri- 
latère dont  les  quatre  côtés  ont  pour  équations 

est  _.4._Z.__,.=o, 

X  étant  un  paramètre  variable.  (Voir  m  33 1,  exemples.) 

CONDITIONS  MULTIPLES 

283.  Reprenons  l'examen  des  conditions  géométriques  par 
lesquelles  on  peut  définir  une  courbe  du  second  degré.  Jus- 
qu'ici nous  n'avons  parlé  que  des  conditions  simples,  comme 
les  points  et  les  tangentes.  Le  centre  équivaut  à  deux  con* 
ditions;  car  si  l'on  prend  le  centre  pour  origine  des  coordon- 
nées, réquation  du  second  degré,  étant  privée  des  termes  du 
premier  degré,  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbi- 
traires; ainsi  la  courbe  est  définie  par  son  centre  et  trois 
points. 

Un  diamètre,  avec  la  direction  des  cordes,  équivaut  & 
deux  conditions  ;  car  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  axe  des  ss 
et  une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  y,  Téquation,  étant 
privée  des  deux  termes  du  premier  degré  en  y,  ne  contient 
plus  que  trois  paramètres  arbitraires. 

Un  système  de  diamètres  conjugués  équivaut  à  trois  condi- 
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tioQS  ;  car  si  on  les  prend  pour  axes  des  coordonnéas,  l'équation» 
devant  se  réduire  à  la  forme  ax^  -{-  by^'-\-e=Oy  no  contient  plus 
que  deux  paramètres  arbitraires.  En  général,  soient  « = o , 
^=0,  les  équations  de  deux  diamètres  conjugués»  lesdis» 
tances  a  et  p  de  chaque  point  aux  deux  diamètres  conjugués 
étant  proportionnelles  aux  coordonnées  de  ce  point  relatives 
à  ces  diamètres,  la  courbe  sera  représentée  par  l'équation 

avec  deux  paramètres  arbitraires. 
L'équation 

{i3)  ««+*p  =  o 

est  réquation  générale  des  paraboles  dont  la  droite  a  =  o  est 
un  diamètre,  et  la  droite  p=o  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre. 

On  sait  que  Téquation  de  l'hyperbole,  rapportée  à  ses  deux 
asymptotes,  est  xy  =  k.  En  général,  soient  a  =  o,  p=u,  les 
équations  des  deux  asymptotes^  l'hyperbole  sera  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

(i4)  «p  — *=o, 

ne  renfermant  qu'un  paramètre  arbitraire  i.  Ainsi  les  deux 
asymptotes  équivalent  à  quatre  conditions,  et  la  courbe  est 
déterminée  par  les  deux  asymptotes  et  un  point  ou  une  tan* 
gente.  Si  l'on  ne  donnait  qu'une  asymptote  a = o,  réquation 
p=:o  de  l'autre  asymptote  étant  indéterminée,  l'équation  (14) 
contiendrait  trois  paramètres  arbitraires,  de  sorte  qu'une 
asymptote  équivaut  à  deux  conditions. 

Nous  avons  vu  que  toute  courbe  du  second  degré  a  un  foyer 
et  une  directrice  ;  il  en  résulte  que  l'équation 

(i5)  {x  —  my  +  {tf-^y-{fnx  +  ni/  +  hy  =  o, 

par  laquelle  on  exprime  la  propriété  du  foyer  en  coordonnées 
rectangulaires,  et  qui  renferme  les  cinq  paramètres  arbitrai- 
res oc,  f ,  m,  n,  A,  représente  toutes  les  courbes  du  second 
degré.  Un  foyer  équivaut  à  deux  conditions;  car,  si  l'on 
donne  un  foyer,  ses  coordonnées  a  et  ^  étant  connues,  l'équar 
tien  (i5)  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbitraires. 
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De  même,  une  directrice  équivaut  à  deux  conditions;  car,  en 
donnant  l'équation  de  la  directrice,  on  détermine  les  rap- 
ports de  deux  des  paramètres  m,  n,  h  au  troisième. 

On  peut  se  rendre  compte  d*une  autre  manière  des  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir.  Il  est  clair  que  les  deux  coordon- 
nées d'un  point  remarquable  d'une  courbe  du  second  degré, 
comme  le  centre,  un  foyer,  un  sommet,  etc.,  sont  déterminées 
lorsqu'on  connaît  les  coefficients  de  Téquation  du  second  degré 
et,  par  conséquent,  qu'il  existe  deux  équations  entre  ces  coor- 
données et  les  coefficients  ;  si  donc  on  donne  un  pareil  point, 
on  aura  deux  relations  entre  les  coefficients.  Il  en  est  de  même 
des  deux  paramètres  d'une  droite  remarquable,  comme  la 
directrice  ou  un  axe ,  etc.  ;  si  cette  droite  est  donnée,  on  aura 
encore  deux  relations  entre  les  coefficients. 

Ainsi,  par  exemple,  si  f{x,t/)  =  o  est  l'équation  de  la  courbe, 
on  exprimera  qu'un  point  donné  est  centre  en  écrivant  que  ses 
coordonnées  vérifient  les  deux  équations  /i=o, /y  =  o.  Pour 
exprimer  qu'un  point  donné  est  un  sommet,  il  suffit  d'écrire 
que  ses  coordonnées  vérifient  l'équation  de  la  courbe  et  que  la 
normale  en  ce  point  passe  par  le  centre. 

Il  est  à  remarquer  que  les  formes  précédentes,  sous  lesquelles 
nous  avons  mis  l'équation  du  second  degré,  rentrent  dans  la 
forme  ap  —  Ay*  =  o,  composée  avec  trois  polynômes  du  pre- 
mier degré  a,  p,  y  qui  se  rapportent,  les  deux  premiers  aux 
tangentes  menées  d'un  point  arbitraire  p  du  plan,  le  troisième 
à  la  corde  des  contacts.  Lorsque  le  point  p  coïncide  avec  le 
centre  de  l'hyperbole,  les  tangentes  a  et  p  sont  les  asymptotes  ; 
la  droite  des  contacts  s'éloignant  à  l'infini,  le  polynôme  y  se 
réduit  à  une  constante,  et  l'équation  ap  —  Ary*  =  o  devient 
ap  —  A:  =  o.  L'équation  (la)  mise  sous  la  forme 

(av/a  +  pv^)    {oi>/a  —  ?\/~à)  +  c~o, 
se  ramène  à  l'équation  (14). 

284.  Détermination  des  foyers  d'une  conique.  Soient  a,p  les 
coordonnées  d'un  foyer  d'une  conique  ayant  pour  équation 
f(x,  y)  =  o.  Nous  avons  vu  (n<>  a  16)  que  l'équation  de  la  courbe 
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peut  se  mettre  en  coordonnées  rectangulaires  sous  la  forme 

05)  (a;-.a)«  +  (y--p)«  — (twj?  +  ny  +  A)«  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

[(y-P)-«(^-ûL)][(y-p)  +  t(a?-a)]-(inj?  +  ny  +  A)*  =  o 

équation  de  la  forme 

PQ-R«=o 

PyQiR  désignant  trois  fonctions  linéaires  de  x  et  y.  On  peut 
donc  dire  que  la  conique  représentée  par  l'équation  (i5)  est 
tangente  aux  deux  droites 

(a)  y  — p  — t(a;- a)  =  o,    y  — p  +  t(a?— a)  =  o 

la  corde  des  contacts  étant  la  directrice 

lX'}-my-\-h  =  o. 

Les  deux  droites  (a)  passent  par  le  foyer  (a,p)  et  ont  pour 
coefficients  angulaires  4-  i  et  —  î;  comme  elles  sont  tangentes 
à  la  courbe,  ce  sont  les  deux  tangentes  menées  du  foyer  (a,  p) 
à  la  conique.  On  peut  donc  dire  que  le  foyer  est  un  point  tel 
que  les  deux  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  conique  ont  pour 
coefficients  angulaires ±i:  la  directrice  est  la  corde  des  contacts. 
On  peut  dire  aussi  que  Tensemble  des  deux  tangentes 
menées  du  foyer  (a,p)  à  la  conique  a  pour  équation,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

équation  identique  à  celle  d'un  cercle  de  rayon  nul.  Les  deux 
tangentes  issues  du  foyer  forment  donc  une  conique  dont 
l'équation  présente  les  caractères  de  l'équation  d'un  cercle  : 
coefficient  dexy  nul,  coefficients  de  x*  et  y'  égaux. 

De  là  une  méthode  nouvelle  pour  déterminer  les  foyers 
d'une  conique»  méthode  qu'on  peut  présenter  sous  Tune  ou 
Tautre  des  formes  suivantes  : 

1^  Si  l'on  pose 

Y  =  (Aa  +  Bp  +  D)a?  +  (Ba  +  Cp  +  E)y  +  Da  +  Ep  +  P, 

'l'équation  quadratique  des  tangentes  menées  du  point  (a,p) 
à  la  conique  f{Xy  y)  =  o  est  (n^  28a) 

/(^,y)/(*.P)-ï*=o 
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Pour  exprimer  que  le  poiat  (a,p)  est  ua  foyer,  il  suffit 
d'exprimer  que  cette  équation  présente  les  caractères  de 
réquation  d'un  cercle  :  en  coordonnées  rectangulaires,  coeffi- 
cient de  xy  nul»  coefficients  de  x*  et  y'  égaux.  On  a  ainsi  les 
deux  équations 

(C)  Bf(a,p)-(Aa4-Bp  +  D)(B(x  +  Gp  +  E)  =  o 

AAa,  p)  -  (A«  +  HP  +  D)«  =  C^a,  P)  -  (Ba  +  Cp  +  E)» 

qui  déterminent  a  et  p.  Si  dans  ces  équations  on  regarde  oc  et  p 
comme  des  coordonnées  courantes,  elles  représentent  deux 
coniques  dont  les  points  d'intersection  sont  les  foyers  :  ainsi, 
lorsque  la  courbe  donnée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
ces  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points  distincts  à 
distance  finie  qui  sont  les  deux  foyers  réels  et  les  deux  foyers 
imaginaires  de  la  courbe.  On  peut  remarquer  que  l'élimina- 
tion de  /(a>P)  entre  les  équations  précédentes  fournit  une 
équation  qu'on  peut  écrire  sous  forme  abrégée 

B(C-^p')-(A-c)r.rp=o. 

Cette  équation,  qui  représente  une  conique  passant  par  les 
foyers,  est  Téquation  de  l'ensemble  des  axes  de  la  conique 
(no  i37,  éq.  24). 

20  La  recherche  des  foyers  se  trouve  simplifiée  si  Ton  a 
formé  la  condition 

{d)  aw*  +  abut?  +  et?'  +  adtt  +  aer  +  f  =  o 

qui  exprime  que  la  droite  itX'\-vy'\'i  =  o  qsI  tangente  à  la 
conique  donnée  (no  ia6).  Soit  (a,p)  un  foyer,  les  axes  étant 
rectangulaires;  la  droite 

y  — p  — i(a?  — a)=o 

doit  ôtre  tangente  à  la  courbe.  Or,  pour  cette  droite  particu- 
lière on  a 

1  — I 

tt=T .       V  = 


P^ia     '  p  — ia 

Exprimant  que  ces  valeurs  de  ti  et  t?  vérifient  la  condition  (d) 
on  a,  en  développant  et  remplaçant  t*  par  —  i 

(é)    f(a«  — p«)— ada+aep+a-o-fîï*(f»P— ea  — dp+b) 
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La  droite 

y  — P  +  t(.T  — a)=:o 

devant  aussi  être  tangente  à  la  conique,  on  obtient  une 
deuxième  condition  qui  se  déduit  de  la  précédente  par  le 
changement  de  î  en  —  t.  Donc,  si  le  point  réel  ou  imaginaire 
(a,  p)  est  foyer,  le  coefficient  de  tet  le  terme  indépendant  de  t 
doivent  être  nuls  séparément  dans  la  condition  (c),  et  on  a 
les  deux  équations 

f(a*  —  p*)  —  ada+  26?+  a  —  C  =  o, 

fap  — ea— dp+b  =  o, 

déjà  obtenues  plus  haut  (éq.  c)  sous  une  autre  forme. 

Quand  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  Tangle  0,  on 
exprime  que  les  deux  droites 

y  — p=(cos6±:îsin6)(a?  — tt) 
sont  tangentes  à  la  conique. 


RECHERCHE  DES  SÉCANTES  COMMUNES  A  DEUX   COURBES 

DU  SECOND  DEGBÉ. 

988.  Nous  avons  vu  que  deux  courbes  du  second  degré, 
S  =-  o,  Si  =0,  ont  en  général  quatre  points  communs;  par 
ces  quatre  points,  que  nous  supposerons  d*abord  distincts,  on 
peut  faire  passer  trois  couples  de  droites.  Lorsque  les  courbes 
sont  réelles,  les  points  communs  sont  réels,  ou  imaginaires 
conjugués  deux  à  deux.  Il  y  à  trois  cas  à  considérer  :  i"*  si  les 
quatre  points  communs  a,  i,  c,  d  sont  réels,  les  trois  couples  de 
sécantes  communes  sont  évidemment  réelles;  a*  si  les  quatre 
points  sont  imaginaires  et  conjugués  deux  à  deux,  par  exem- 
ple a  et  6,  c  et  d^  les  deux  droites  ab  et  cd^  qui  passent  par  deux 
points  imaginaires  conjugués,  sont  réelles;  mais  les  quatre 
autres  droites  sont  imaginaires  ;  car,  si  Tune  d'elles  ac  était 
réelle,  les  points  a  et  c  où  elle  coupe  les  deux  droites  réelles 
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ab  et  cd  seraient  réels.  La  droite  bd,  qui  pas^e  par  les  deux 
points  i  eid  respectivement  conjugués  des  points  a  et  c,  est 
conjuguée  de  ac;  de  même  la  droite  ad  est  conjuguée  de  bc; 
ainsi,  dans  ce  cas,  on  a  un  couple  de  sécantes  réelles  ab  et  ed 
et  deux  couples  ac  et  bd,  ad  et  bc,  formés  chacun  de  deux 
droites  imaginaires  conjuguées;  3*  lorsque  deux  des  points 
d'intersection  a  et  i  sont  réels,  les  deux  autres  c  et  d  imagi- 
naires conjugués,  les  deux  droites  ab  et  cd  sont  encore  réelles, 
et  les  quatre  autres  imaginaires  ;  mais  les  deux  droites  ima- 
ginaires d*un  môme  couple  ne  sont  pas  conjuguées;  car  on 
sait  qu'une  droite  imaginaire  n'a  qu'un  point  réel,  qui  appar- 
tient aussi  à  la  droite  conjuguée  ;  les  deux  droites  imaginaires 
ac  et  bd,  passant  par  deux  points  réels  différents  a  et  b,  ne  sont 
pas  conjuguées. 

286.  La  recherche  des  points  d'intersection  des  deux  cour- 
bes dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  de- 
gré; mais  on  peut  ramener  la  question  à  la  résolution  d'une 
équati6n>  du  troisième  degré.  L'équation  S-]-XSt  =  o,  dans 
laquelle  le  paramétre  X  est  arbitraire,  représentant  toutes  les 
lignes  du  second  degré  qui  passent  par  les  points  communs 
aux  deux  premières,  on  peut  déterminer  le  paramètre  X  de 
manière  que  cette  équation  représente  deux  droites;  les  deux 
courbes  admettant  trois  couples  de  sécantes  communes,  la 
valeur  de  X  sera  donnée  par  une  équation  du  troisième  degré. 

Soient 

^^^  j  A'««+2B'ary  +  Cy-f  aD'ar  +  aEry  +  F'rirOt 

t 

les  équations  des  deux  courbes.  L'équation  nouvelle  sera 

» 

(17)  (A  +  XAOa:*  +  a(B-fXB')a?y...=o; 

pour  qu'elle  représente  deux  droites,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  le  discriminant  soit  nul  (n**  124)  et  par  conséquent 
qjxe  la  constante  X  satisfasse  à  l'équation  du  troisième  degré 


\ 
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(A+UO(C  +  XCO(P  +XtO-(A  +  >A')(E  +  >F)« 

-  (C+XC)  (D  +  xiy)«-.{F  +  xn(B+xBO» 

+  2(B  +  XB')(D  +  Xiy)(E  +  XEl=o. 

Ed  ordonnaDt  par  rapport  à  X  nous  aurons  nne  équatioa  de 
la  forme 

(18)  A+ex+©'x«+AV=:o 

où  A  et  A'  sont  les  discriminants  de  S  et  S  j  et  où  6  et  O'  ont 
les  valeurs 

e  =  A'a+aB'b+C'c+aD'd+aE'e+FT 

d'=Aa'+aBb'+Co'+2Dd'+2Ee'+Fr, 

a,  b,  o,  d,  e,  f  étant  les  quantités  déjà  employée»;  précé- 
demment (n'i24)  et  a',  b^  o',  d',  e',  f  les  quantités  analogues 
formées  avec  les  coefficients  de  la  conique  S|. 

Une  valeur  réelle  de  X  donne  deux  droites  réelles,  lorsqu'elle 
rend  négative  la  quantité 

(A  +  XAOiC  +  XCO-CB  +  XBO». 

et  deux  droites  imaginaires  conjuguées,  lorsqu'elle  rend  cette 
quantité  positive;  car  le  premier  membre  de  l'équation  (17) 
a  ses  coefficients  réels  et  il  se  décompose  en  un  produit  de 
deux  polynômes  du  premier  degré,  dont  les  coefficients  sont, 
dans  le  premier  cas,  réels,  dans  le  second  cas,  imaginaires 
conjugués  (n^  laS). 

Une  valeur  imaginaire  de  X  donne  deux  droites  imagi- 
naires non  conjuguées.  En  efiet,  deux  droites  réelles  ou  deux 
droites  imaginaires  conjuguées  sont  représentées  par  une 
équation  du  second  degré, 

(19)       A"ar»  +  aB'ary  +  C'y"  +  aD'a?  +  aWy  +  F"  =  o , 

à  coefficients  réels.  Les  équations  (17)  et  (19)  représentant  la 
tnème  courbe  ont  leurs  coefficients  proportionnels;  et  comme 
>.  est  une  quantité  imaginaire,  on  en  conclut 

GEOV.  AIÏALTT.  ^^^ 
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AT       Ç!_<i^5[  =  E  =  ?!. 

A  "b  ""  G~D       fi        F  . 

Lesdenx  équations  (16)  coïncideraient. 

Supposons  que  réqaation  (18)  ait  ses  trois  racines  Inégales. 
Les  trois  couples  de  droites  étant  distincts,  les  deux  courbes 
ont  quatre  points  communs  distincts.  Diaprés  ce  que  nous 
avons  dit  précédemment,  lorsque  les  trois  racines  sont  réelles, 
les  quatre  points  sont  tous  réels  ou  tous  imaginaires;  lors- 
qu'une seule  racine  est  réelle^  deux  points  sont  réeld  et  deux 
imaginaires.  Pour  distinguer  les  deux  premiers  cas,  on  exami- 
nera  si  les  trois  racines  ou  une  seule  rendent  la  quantité  —  f 
positive;  dans  le  premier  cas,  les  quatre  points  sont  réels, 
dans  le  second,  ils  sont  imaginaires. 

S87.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  les  quatre  points 
communs  distincts.  Si  les  deux  points  a  et  6  coïncident,  les 
deux  autres  étant  distincts,  les  deux  courbes  sont  tangentes 
au  point  réel  a;  le  couple  {ab^cd)  se  compose  de  la  tangente 
en  a  qui  est  réelle,  et  de  la  droite  réelle  cd;  les  deux  autres 
couples  (oc,  bd)  {bcj  ad)  se  confondent.  L^équation  du  troi- 
sième degré  admet  donc  une  racine  simple  et  une  racine 

double,  toutes  deux  réelles  :  la  premiéredonne  les  deux  droites 
réelles  ab  t:t  cd,  la  seconde  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires 

conjuguées,  suivant  que  les  deux  points  e  et  d  sont  réels  ou 

imaginaires. 

Supposons  que  les  deux  points  a  et  c  coïncident,  ainsi  que 

les  deux  points  b  et  d;  les  deux  courbes  sont  tangentes  aux 

points  a  et  b^  qui  sont  réels  ou  imaginaires  conjuguées.  L'uo 

des  couples  de  droites  est  formé  des  tangentes  en  a  et  é>  qui 

isont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  les  deux  autres  se 

confondent  avec  la' droite  double  ab  qui  est  réelle.  L'équation 

du  troisième  degré  a  encore  une  racine  simple  et  une  racine 

double,  toutes  deux  réelles  ;  la  première  donne  les  deux  tan* 

gentes,  la  seconde  la  droite  des  contacts.  (Vojea  pour  une 

discussion  complètCi  le  chapitre  xii.) 
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988.  Pour  montrer  une  application  de  ce  qui  précède» 
considérons  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun.  Ces  deux 
«Uipses  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points  réels; 
car,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n""  a6o,  deux  ellipses  qui 
ont  un  foyer  commun  et  trois  points  communs  coïncident  ; 
«lies  admettent  donc  seulement  deux  sécantes  communes 
réelles. 

Soient  («—«)•  +  (y  -  PY  —  *Y  =o, 

les  équations  des  deux  ellipses  ;  les  deux  sécantes  communes 
réelles  h{:=±kfY  passent  par  le  point  d'intersection  I  des 
directrices  DI,  IXI  (flg.  166),  et  il  est  facile  de  les  déter- 
miner géométriquement* 
Supposons  que  les  deux 
ellipses  se  coupent  en  deux 
points  réels  A  et  B  ;  Tune 
des  sécantes  communes 
réelles  est  la  droite  AB  qui 
passe  par  ces  deux  points  : 
l'autre  IL  ne  rencontre  pas 
les  courbes.  Pour  détermi- 
ner cette  seconde  droite, 
joignons  le  point  A  au  foyer  F  et  abaissons  de  ce  point  des  per- 

AP         AP 
pendiculairesAEjAE' sur  les  directrices;  ona*=-rrp»  kf=-—, 

et, par  suite,  7-=-T-r;7.Prolongeonsla perpendiculaire  AEd'une 

longueur  EH  égale  à  elle-même;  par  le  point  H  menons  une 
parallèle  EL  à  la  première  directrice  et  par  le  point  A  une 
parallèle  AL  à  la  seconde  directrice  ;  le  point  d'intersection  L 
de  ces  deux  parallèles  appartiendra  à  la  seconde  sécante  corn- 
oinne  réelle  IL. 

989.  Un  cercle  coupe  une  courbe  du  second  degré  en  quatre 
points  réels  ou  imaginaires  ;  soit 


Fig.  164. 


(a.-.a)«  +  (y  — *)•  — r«  =  o 
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rëquation  du  cercle,  a=Oy  et  p=o  celles  d*an  couple  de 
sécantes  communes  réelles,  Téquation  de  la  courbe  du  second! 
degré  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 

(ar-.a)»  +  (y  — *)•  — r«  =  Aap. 

Le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  longueur  de  la 
tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au  cercle  ; 
il  en  résulte  ce  théorème  :  tin  cerck  étant  placé  cTune  manière 
quelconque  dans  le  plan  d*une  courbe  du  second  degrés  la  tangente 
menée  de  tout  point  de  la  courbe  au  cercle  est  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  ce  point  à  deux  sécantes  communes 
réelles  dans  un  rapport  constant. 

Supposons  que  le  cercle  soit  tangent  à  la  courbe  en  doux 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués,  la  droite  des  contacts 
sera  réelle,  et  l'équation  de  la  courbe  prendra  la  forme 

Ainsi,  lorsqu'un  cercle  est  doublement  tangent  à  une  courbe  du 
second  degré,  la  tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
au  cercle  est  à  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  des  contacts  dans 
un  rapport  constant. 

Le  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  d'un  rayon  nul  ayant  avec  la  courbe  un 
double  contact  imaginaire;  la  directrice  est  la  corde  des 
contacts. 

290.  A  l'aide  de  la  théorie  précédente  on  détermine  d'une  manière 
très-simple  le  nombre  des  normales  que  l'on  peut  mener  d'un  point 
donné  à  une  courbe  du  second  degré.  Soit,  par  exemple,  l'ellipse  défi* 
nie  par  l'équation 

(i)  M»«  +  aV  =  «•&•, 

et  P  un  point  dont  les  coordonnées  sont  Xx  et  y,  (ûg.  iGy).  Désignons 
parx  et  y  les  coordonnées  du  pied  M  do  Tune  des  normales;  ces  iik^ 

connues  deyront  vérifier  l'équation  (i)  et  aussi  l'équation 


DÉTERMINATIONS  DES  SECTIONS  CONIQUES.    2Î» 


qoi  exprime  que  la  normale  an 
poittt  M  passe  par  le  point  P.  Il 
résulte  de  là  que  le  point  M  est 
déterminé  par  la  rencontre  de 
Tellipse  (i)  et  de  l'hyperbole 
éqnilatère  définie  par  l'équation 
(s);  l'une  des  branches  de  l'hy- 
perbole passant  au  centre  de 
l'ellipse,  les  deux  courbes  ont 
au  moins  deux  points  réels  com- 
muns. L'équation  du  troisième 
degré,  de  laquelle  dépend  la  re- 
cherche des  sécantes  commu- 
nes aux  deux  courbes,  est 

(5)  4o*6"X»  +  {a*x^*  +  fc"y  i*  —  c*)X  —  c«aj,y|  =  o. 

Si  l'équation  (3)  n'admet  qu'une  racine  réelle,  nous  avons  vu  (n*  s86) 
que  les  courbes  (i)  et  (a)  n'ont  que  deux  points  réels  communs;  il 
l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles,  les  courbes  (i)  et  (2),  ayant 
au  moins  deux  points  réels  communs,  se  coupent  en  quatre  points 
réels.  On  doit  ayoir,  dans  le  premier  cas, 

(a'a?;  +  ôVî  — c*)*  +  a70«6>c*ar;y;>o, 
et  dans  le  second  cas, 

(5)  (a»x;  +  ô«y  ;  —  c*)»  +  27  a*b*c^x\y\  <  o. 
Si  les  coordonnées  âP|,  y^  vérifient  la  relation 

(6)  (a*x\  +  bYi  —  c*)'  +  «7  a^ly^c^x]y\  =  o, 

les  racines  de  l'équation  (3)  sont  encore  réelles,  mais  il  y  a  une  ra- 
cine double,  et  l'on  ne  peut  mener  du  point  P  que  trois  normales  dis- 
tinctes. Les  points  P  qui  satisfont  à  cette  condition  forment  une  courbe 
CDG'D'  qui  présente  quatre  points  de  rebroussement  en  G»  C,  D,  D\ 
L'équation  (6)  prend  la  forme  plus  simple 

a«a?|«  +  6»y,»=c»; 

on  Toit  aisément  que  pour  tout  point  intérieur  à  cette  courbe  la  re- 
lation (S)  est  vérifiée,  c'est-à-dire  que  par  ce  point  on  peut  mener 
quatre  normales  réelles,  tandis  que  l'on  ne  peut  mener  que  deux  nor» 
maies  réelles  par  tout  point  extérieur  à  la  même  courbe. 
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I*  Gonsimire  xvuè  combe  du  second  degré,  connaissaDt  la  directrice 
•t  trois  points. 

s*  Construire  une  parabole»  connaissant  le  foyer  et  deux  points,  ou 
un  point  et  nne  tangente. 

3*  Constmire  une  parabole,  connaissant  la  directrice  et  deux 
points. 

40  Construire  une  byperbole,  connaissant  trois  points  et  les  di- 
rections des  asymptotes. 

5^  Construire  une  byperbole,  connaissant  nne  asymptote,  un  sommet 
et  un  point. 

6^  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'une  parabole  ayant  un  foyer  donné 
et  tangente  à  une  droite  donnée. 

7*  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  ayant  son  sommet  en  un 
point  donné  et  tangente  à  une  droite  donnée. 

8*  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  du  second  degré  inscrites 
dans  un  parallélogramme  donné. 

90  Une  corde  tourne  autour  de  Tun  des  foyers  d'une  courbe  du  se- 
cond degré;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  me- 
nées à  la  courbe  par  ses  deux  extrémités. 

co^  Deux  courbes  du  second  degré  ayant  un  foyer  commun,  un  an- 
gle de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  situé  an 
foyer  commun  ;  trouver  le  lion  du  point  de  rencontre  des  tangente» 
menées  respectivement  aux  deux  courbes  aux  points  où  elles  sont  cou- 
pées  par  les  cétés  de  l'angle. 

11^  Trouver  le  lieu  du  point  de  reooontre  des  droites  menées  parsl- 
lèlement  à  deux  directions  iixées  par  les  extrémités  d'une  corde  de 
longueur  donnée  inscrite  dans  une  circonférence  donnée. 

is<*  Trouver  le  lieu  du  centre  d'one  byperbole  équilatère  drconscrifts 
à  un  triangle  donné. 

i3<>  Trouver  le  lieu  des  foyers  ou  des  sonunets  d'une  byperbole, 
ayant  une  asymptote  et  une  directrice  données. 

i4*  IVouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré  qn 
passent  par  les  quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques  données. 
Ce  lien  ne  change  pas  quand  chacune  des  coniques  varie  en  restant 
semblable  et  concentrique  à  elle-même. 

iS*  Un  cercle  variable  touche  une  ellipse  donnée  en  un  point  donné; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes  anx 
deux  courbes. 
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i6*  Trouver  le  liea  do  oentro  d'una  hyperbole  qai  a  un  foyer  donné 
et  qui  coupe  en  un  point  donné  une  droite  donnée  parallèle  à  Tune 
^Qi  asymptotes. 

17^  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  touche  deux  droites 
données.  Tune  en  un  point  fixe,  Tantre  en  un  point  variable. 

i8«  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  paraboles,  qui 
admettent  pour  foyer  un  point  donné,  qui  touchent  une  droite  donnée 
et  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

19®  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  G  et  une  droite  indéfinie,  on 
prend  sur  cette  droite  un  segment  ^variable  MN»  vu  du  point  A  sons 
un  angle  constant;  trouver  le  lieu  du  point  d'interseetion  des  deux 
droites  fiM  et  CN. 

90*  Deux  angles  de  grandeurs  constantes  tournent  autour  de  leurs 
sommets  placés  aux  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse,  le  point 
de  rencontre  de  deux  des  cétés  décrit  Tellipse  ;  trouver  le  lieu  du  point 
de  rencontre  des  deux  autres  cétés. 

ai^  Trouver  le  lieu  des  sommets  d*une  hyperbole  éqnilalère  passant 
en  un  point  donné  et  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée. 

33^  Étant  donnés  un  système  de  coniques  ayant  pour  foyers  F  et  f, 
et  une  droite  fixe  passant  par  le  foyer  F  ;  les  tangentes  à  ces  diverses 
coniques,  aux  points  où  chacune  d'elles  est  coupée  par  cette  droite, 
sent  tangentes  à  une  même  parabole,  qui  a  pour  foyer  le  point  F*,  et 
pour  direotriee  fa  sécante. 

La  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  la  conique  et  la 
parabole  est  vue  du  foyer  F  sous  un  angle  droit. 
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CHAPITRE  X 

Théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

flOl.  Considérons  une  équation  algébrique  du  degré    m, 

f{x,  y)  =  o, 
mise  sous  forme  entière.  La  tangente,  au  point  dont  les  coor  ' 
données  sont  x  et  y,  est  représentée  par  Téquation 
(1)  (X«^)/:+(Y-y)/;  =  o, 

ou  x/;;+T/';-(«/:;+y/;)=o. 

Cette  équation  renferme  aussi  les  coordonnées  du  point  de 
contact  au  degré  m  ;  mais  on  peut,  au  moyen  de  la  relation  (i), 
faire  disparaître  les  termes  du  degré  m.  On  opère  aisément 
cette  réduction  à  Taide  d'une  notation  particulière,  que  nous 
ferons  connaître.  Concevons  que  dans  Téquation  (i)  on  rem- 

X        ti 

place  X  et  y  par  -  et  -,  et  que  Ton  multiplie  tous  les  termes 

z      z 

par  t",  le  polynôme  /  {x,  y)  se  transforme  en  un  polynôme 
homogène  et  du  degré  m  par  rapport  aux  trois  lettres  x,y,  x^ 
polynôme  que  nous  représenterons  par  /(r,  y,  z).  Il  est  évi- 
dent que,  si  dans  ce  dernier  polynôme  on  fait  x  :=  i,  on  repro- 
duit le  polynôme  proposé  f[x^  y).  On  sait  que  si  une  fonction 
f(Xf  y  y  z,)  est  homogène  et  du  degré  m  par  rapport  aux  trois 
lettres  x^  y,  i,  on  a  identiquement 

^r:+yr;+^f:=fnnx,y,z). 

On  en  déduit 

^/;+y/;=»»/ (a?,  y,  *)  —  «/;'. 

La  valeur  du  second  membre,  quand  on  y  fait  x=  i,  est  égale 
à  la  quantité  xf^ + y/y»  telle  qu'elle  entre  dans  Téquation  de  la 
tangente  ;  mais  le  point  de  contact  étant  sur  la  courbe,  le  pre- 
mier terme  tnf{x,  y,  z)  se  réduit  à  zéro  ;  l'expression  xfg  ^yfy' 
est  donc  égale  à  la  valeur  que  prend — 1/]|,  quand  on  fait  x  =  i  • 
On  peut  ainsi  mettre  Téquation  de  la  tangente  sous  la  forme 

x/;'+Y/;+*/;=o. 

Pour  plus  de  symétrie,  on  écrira 

(a)  x/L'+Y/;+z/;=o. 

Quand  on  aura  pris  les  trois  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion homogène  f{x^  y,  2),  on  remplacera  x  et  Z  par  l'unité  dans 
réquation  (a). 
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99JI.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  par  un  point 
donné  p»  ayant  pour  coordonnéâ  Xi  et  yi,  des  tangentes  i  la 
courbe  donnée.  Appelons  â?  et  y  les  coordonnées  de  l'un  des- 
points de  contact;  la  tangente  en  ce  point  deyant  passer  par 
le  point  p,  l'équation  (a)  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  X| 
et  ifi  du  point  p^  ce  qui  donne  la  relation 

que,  pour  plus  de  symétrie,  on  mettra  sous  la  forme 
(5)  ^i/x  +  yi/;  +  «i/;  =  o, 

en  convenant  de  remplacer  z  et  z^  par  l'unité.  Les  points  de 
contact  seront  déterminés  par  les  deux  équations  simultanées 
(i)  et  (3).  Ces  deux  équations  étant»  l'une  du  degré  m,  l'autre 
du  degré  m  —  i,  le  nombre  des  solutions  sera  au  plus  m  (m— i) . 
Ainsi  par  un  point  p  on  peut  mener  au  plus  m  (m —  i)  tan- 
gentes, réelles  ou  imaginaires,  à  une  courbe  du  degré  m. 

Lorsque  la  courbe  estdu  second  degré,  l'équation  (3)  est  du  pre- 
mier degré,  et  Ton  a  deux  solutions,  réelles  ou  imaginaires  con- 
juguées. Quand  les  deux  solutions  sont  réelles,  on  peut  mener 
du  pointp  à  la  courbe  deux  tangentes  réelles.  Quand  les  deux  so- 
lutions sont  imaginaires  conjuguées,  les  deux  tangentes  sont  ima- 
ginaires conjuguées,  mais  la  droite  des  contacts  (3)  reste  réelle. 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré  tangentes  à 
une  courbe  du  second  degré  représentée  par  l'équation /(j?,  y) 
=  0,  aux  points  où  elle  est  coupée  par  la  droite  (3),  est  (n""  aSi) 

/(x,y)-X(a:,/;  +  y,/ï  +  z./3«  =  o, 
"k  désignant  un  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  détermine  X  de 
façon  que  cette  ligne  passe  au  point  Xi,yi,  elle  se  réduira  né« 
cessairement  au  système  des  deux  tangentes  issues  de  ce  point 
qui  sont  ainsi  représentées  par  l'équation 

4A^t»  tfi)  A^>  y)  —  i^ifx +yifif+ «j  /«/)* =o. 

PROPORTION  HARMONIQUE. 

It93.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  on  sait  qu'il  existe 
A  0       G     B  D         sur  la  droite  AB  deux 


Fig.  m.  points  G  et  D  telsque  le 

rapport  de  leurs  distances  aux  deux  points  A  et  B  est  égal  à 
un  rapport  donné  (fig.  i68).  Ces  deux  points  C  et  D  sont  dits 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  A  et  B» 
D'après  cela,  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  points  conjugués 
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harmoniques  de  deux  points  donnis^  on  peut  prendre  Ton  des 
points  à  volonté.  Lorsque  le  point  C  se  rapproche  dn  milieu  O 
de  la  droite  AB»  le  point  conjugué  D  8*éIoigne  à  Tinfini,  et 
réciproquement. 

Nous  conviendrons  de  représenter  par  le  symbole  AB  la 
distance  du  point  A  au  point  B,  affectée  du  signe + ou  du 
signe  — ,  suivant  que  le  point  B  est  à  droite  où  à  gauche  du 
point  A.  D'après  cette  convention  on  a  AB= — BA.  et  la  pro- 
priété des  points  G  et  D  s'exprime  par  la  relation 
IL\  AC_     AÔ 

Cette  relation  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

CA CB 

DA~     DB' 
on  voit  que,  réciproquement,  les  deux  points  A  et  B  sont  con- 
îugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  C  et  D. 

Si  Ton  détermine  les  positions  relatives  des  quatre  points  par 
les  distances  de  Tun  d'eux  A  aux  trois  autres,  la  relation  pré* 
cédente  devient 

^^^  ÂB=ÂC  +  ÂD' 

En  comptant  les  distances  à  partir  du  point  0,  milieu  de  AB^ 
OB  a 
(6)  0C.0D=0B'. 

1194.  THÉoniMB  I.  Étant  donnée  une  section  conique^  si  par  tut 
point  p  du  plan  on  mène  une  sécante  quelconque  mm'  (fig.  i6g),  le 
Heu  du  point  p'  conjugué  harmonique  du  point  p,  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  m  et  m'  de  la  sécante  et  de  la  courbe,  est 
une  ligne  droite.  Soient 

f{x,y)  =  Ax^  +  %Bzy  +  Cy*  +  aDa:-f  aEy +  F  =  o 

l'équation  de  la  courbe,  ar|  et  yi  les 
coordonnées  du  point  ;>;  une  sécante 
quelconque  menée  par  le  pomt  p 
pourra  être  représentée  par  le» 
équations 

Pif.  iM.  ^^'  a  • 
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dans  lesquelles  a  et  6  désignent  deux  constantes,  et  p  la  dis- 
tance du  point  p  à  un  point  quelconque  m  de  la  droite,  dis- 
tance affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  Is 
point  m  est  par  rapport  au  point  p  d'un  cAté  ou  de  l'autre  ; 
on  en  déduit  x  s  jP|  +  ^»  9 =yi  +  ^-  ^^  portant  ces  yaleurs 
dans  réquation  de  la  courbe,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  en  p, 

A^i  +  ûp^yi  +  ^p)  =  o, 

qui  donne  les  distances  p'  et  p'  du  point  p  aux  deux  points 
m  et  m'.  L'équation  développée  devient 

(Aa»  +  2Bab  +  W)  p«  +  {afx,  +  */^y.)  p  +  f{x,  ,y  0  =  o, 

on,  si  l'on  prend  pour  inconnue  -, 

P 

r(^»i  y^)  i  +  (û/x,  +  A/rO  -  +  (Aa»  +  ^Bab  +  C*»)  =  o. 
P  p. 

Appelons  r  la  distance  du  point  p  au  point  coigugué  harmo- 
nique p'.  D'après  la  relation  (5),  on  doit  avoir 

r-p'  +  p- 
Mais,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

on  en  déduit  — = y: r-  • 

ou  arf:^  +  ^fi,  +  a^(a?i ,  yi)  =  •• 

Le  point  p'  appartenant  i  la  droite  pmm',  ses  coordonnées  x 
et  y  vérifient  les  équations  (7)  de  cette  droite,  c'est-à-dire  que 
Ton  a  a?— Xj=ar ,  y — yj=4r;  en  remplaçant  ar  et  br  par 
ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  âimine  les  para- 
mètres variables  a  et  6  et  l'on  obtient  l'équation  du  lieu 

qui  est  du  premier  degré.  Ainsi  le  lieu  cherché  est  une  droite; 
cette  droite  P  est  appelée  la  jM>latre  du  point  p  et  le  point  p  le 
p6k  de  la  droite  P. 
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Si  Ton  fait  les  calculs,  lo.  terme  constant 

ie  réduit  à  QDjPi+2Eyt+aF  et  l'ëquation  précédente  devient 

Mais  on  peut  effectuer  cette  réduction  d*ane  autre  manière  ; 
imaginons,  comme  précédemment,  que  dans   le  polynôme 

f{x,  y)  on  remplace  x  et  y  par-  et ^,  et  que  l'on  multiplie 

tous  les  termes  par  z*,  ce  polynôme  se  changera  en  un  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré,  que  nous  représenterons 
par  /"(.T,  y,  z).  On  a  identiquement,  d'après  la  propriété  des 
fonctions  homogènes  que  nous  avons  rappelée  (n**  sgt), 

^/x+y/y+«/s  =  a/(^,y,5); 
on  en  déduit  ^f{x,  y,  *)—xf,—yfy—zf,, 
ou  bien,  en  remplaçant  or,  y,  z  par  jti,  y^,  2^, 

a/C^i  >  y  1  »  «i)  —  a:,/;^  —  yfy^  =  z,/;^. 
On  peut  donc  écrire  l'équation  (8)  sous  la  forme 

ou,  pour  plus  de  symétrie, 

(9)  ^/*,+y/;.+v.;=o, 

en  convenant  de  remplacer,  après  les  dérivations,  z  et  z^  par  Tu- 
nité.  Si  Ton  développe  cette  équation,  on  reconnaît  qu'elle  ne 
change  pas  quand  on  y  permute  les  lettres  at  et  a?i,  y  et  yi^  i 
et  «1,  et  l'on  obtient  ainsi  l'équation  (3)  de  la  corde  des  con- 
tacts. Ainsi  la  polaire  du  point  p  coïncide  avec  la  corde  des 
contacts  relative  à  ce  point. 

90S.  Examinons  les  positions  relatives  du  pôle  et  de  la  po- 
laire. Par  le  point  p  menons  une 
sécante  mm'  (fig.  170)  parallèle 
aux  cordes  que  le  diamètre  pas- 
sant par  le  point />  divise  en  deux 
parties  égales;  le  point  p  étant 
au  milieu  de  mm\  le  point  coa- 
jugué  harmonique  est  à  l'infinj 
sur  cette  sécante;  on  en  conclut 
"»•  *^*-  que  la  polaire  P  est  parallèle  à 
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la  corde  mm'^  c'est-à-dire  à  la  direction  conjuguée  du  diamè- 
tre passant  par  le  point  p. 

Soit  0  lé  centre  de  la  courbe  et  p' le  point  de  la  polaire  situé 
sur  le  diamètre  op,  c'est-à-dire  le  point  conjugué  harmonique 
du  pointp  par  rapport  aux  deux  extrémités  c  et  c'  du  diamètre, 
on  a  op.  op' = oc' .  Si  l'on  fait  mouvoir  le  pôle  p  sur  le  diamè  tre  oc, 
la  polaire  P  se  meut  parallèlement  à  elle-même  ;  quand  le  pôle 
ya  de  o  en  c,  la  polaire,  d'abord  située  à  l'infini,  se  rapproche  de 
plus  en  plus  de  la  courbe  et  devient  tangente  en  c  ;  si  le  pôle  sort 
de  la  courbe  et  s'éloigne  indéfiniment,  la  polaire  coupe  la  courbe 
en  deux  points  réels  et  se  rapproche  du  centre  de  plus  en  plus. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  le  point  e'  étant  situé 
à  l'infini,  le  point  c  est  le  milieu  de  pp\ 

On  voit  aisément  que,  réciproquement,  toute  droite  admet 
un  pôle  et  un  seul,  excepté  dans  le  cas  de  la  parabole,  lorsque 
la  droite  est  parallèle  à  Taxe.  La  courbe  étant  rapportée  à  des 
axes  quelconques,  pour  déterminer  les  coordonnées  x^  et  ^i  du 
pôle  p  d'une  droite  donnée  ux-^vy-^'WTszo^  il  suffira  d'iden- 
tifier cette  équation  avec  l'équation  (9),  qui  représente  la  po- 
laire du  point  py  ce  qui  donne  les  deux  relations, 

(10)  (lL=(h=fk. 

U         V         w 

En  appelant  -^  la  valeur  commune  de  ces  rapports  et  dére* 

loppant  les  calculs  on  aura 

AXari-fBXy,-fDX=tt 
BXar,4-CXy,+EX=:w 
DXa:,-f  EXy,+FA=K; 

équations  du  premier  degré  en  Xâ?^,  Xyi,  X.  Si  la  conique  n'est 
pas  réduite  à  deux  droites,  le  déterminant  Àdescoefficients  des 
inconnues  n'est  pas  nul  et  en  employant  les  formules  géné- 
rales de  la  résolution  des  équations  du  premier  degré,  l'on  à 

AXa?i  =  ati + bv  +  dw 
AXy  4  =  bu  +  Cv  +  ©tt? 

AX    =  du -|- et? + ftt?. 
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Quand  la  valeur  trouvée  pour  X  n'est  pas  nulle,  ces  équations 
donnent  ar,  et  yi.  La  valeur  de  X  est  ivaiïe  quand  les  ooeffl- 
eients  de  la  droite  vérifient  la  conditions 

c*est-à-dire,  en  supposant  f  différent  de  zéro,  quand  la  droite 
passe  par  le  centre  de  la  conique  dont  les  coordonnées 

sont  f  j  -^  ;  ou  en  supposant  f  égal  à  zéro,  cas  de  la  parabole^ 

quand  la  droite  est  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole. 

Remarque.  Si  la  courbe  du  second  degré  est  réduite  à 
deux  droites  distinctes  ayant  pour  équation 

a=te  +  wîy  +  n  =  o    ,    p=/'a?4-»»'y  +  *»'=o 
on  aura  identiquement 

et  en  faisant 

a,  =  tet  +  »*yi+«    t    Pi='a?i+»»'yi+«'t 
la  polaire  du  point  de  coordonnées  âri,  yx  aura  pour  équation 

équation  d'une  droite  passant  par  le  point  de  concours  des 
deux  droites  a=0y  p=o  ou  parallèle  à  ces  deux  droites  dans 
le  cas  où  elles  seraient  parallèles  entre  elles.  On  conclut  de 
cette  forme  de  l'équation  de  la  polaire  que  : 

La  polaire  d'un  point  quelconque  du  plan,  autre  que  le 
point  de  concours  des  deux  droites,  passe  par  ce  point  de 
concours.  La  polaire  du  point  de  concours  est  indéterminée. 
Si  le  pôle  décrit  une  droite  passant  par  l'intersection  des 
deux  droites  p— -moe=o,  la  polaire  reste  fixe  et  a  pour 
équation  p^-^^^^o-  Inversement  une  droite  ne  passant  pas 
par  le  point  de  concours  a  ce  point  pour  pôle.  Une  droite 
p-^m^^^o  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites 
a  une  infinité  de  pôles  situés  sur  la  droite  p  — ma=o. 
(Voyez  n®  io3.) 

896.  Théorème  IL  Les  polaires  de  tous  les  points  (Tune  droite 
passent  par  le  pôle  de  cette  droite,  et»  réciproquement,  les  pôles 
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de  toute»  le»  draiie»  qui  ptmetU  par  tm  mime  point  »oni  siiui»  Hut 

la  polaire  de  ce  point. 

Sur  la  droite  P,  dont  le  p61e  est  p, 
prenoDS  an  point  quelconque  q  (flg. 
171  );  la  droite  pq  coupe  la  conique  en 
deux  points  m  et  m'  ;  les  deux  points  p 
et  q  étant  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  m  et  m\  la 
polaire  Q  du  point  q  passe  par  le  pointp. 
Réciproquement,  soit  q  le  pôle  d*une 
droite  quelconque  Q  passant  par  le 
point  p;  les  deux  points  9  et  p  étant 

conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  p  et  m' 

où  la  droite  pq  coupe  la  conique,  le  point  q  appartient  i  la 

polaire  P  du  point  p. 
Droite»  conjuguée».  On  dit  que  deux  droites  sont  conjuguées 

par  rapport  à  une  conique  quand  le  pôle  de  l'une  se  trouve 

sur  l'autre.  Soient 

deux  droites  conjuguées.  En  écrivant  que  le  pôle  (x^,  y,)  de 
la  première  est  sur  la  seconde,  on  a 

u'Xj  +t?'yi  -|-  ti;' = o 

OU,  d'après  les  valeurs  précédentes  de  Xi,  y^ 

atii/ + h{uv' + wT)  -f  cvi/ + d{uw' + ani*) 
+  e(!otv  4-  wv")  +  tww' =0. 
Cette  condition  peut  encore  s'écrire  si  l'on  pose 

f  (11,  »,  ici)s=aii*  •^%huv'\'  et?*  +aduie?  -f  sevtp -)-  fur* 

t^^u  -f-  t/cpi  +  w\w  =  0 

W9»'-|-  rç»' -f- ^9»*  =  ^* 

897.  Théorème  III.  Étant  donnée  une  eection  conique j  m  par 
un  point  p  on  mène  deux  sécante»  quelconque»  pmm',  pnn',  qui  cou- 
pent  la  courbe  en  m,  m' n,  n'  (flg.  173)  ;  le»  point»  d^intenection  n 
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et  q'  des  droites  mm»  m'uf  ou  m'n^  mn',  appartiennent  n  la  polaire 
du  point  p. 

Nous  remarquons  d'abord  que 
le  théorème  I  subsiste,  lorsque 
le  lieu  du  second  degré  se  ré- 
duit au  système  de  deux  droites; 
mais  alors  la  polaire  du  point  p 
passe  par  le  sommet  de  Tangle; 
car,  si  Ton  considère  la  sécante 
qui  passe  par  le  sommet,  les 
deux  points  m  et  m'  coïncident 
avec  ce  point,  de  même  que  le 
point  p'  conjugué  harmonique  ng.  m. 

du  point  p. 

Gela  posé,  considérons  le  système  des  deux  droites  mn, 
mV,  qui  se  coupent  en  q.  La  droite  pmm'  coupent  la  section 
conique  et  les  deux  côtés  de  l'angle  mqm'  aux  mêmes  points 
m  et  mf;  le  point  je>',  conjugué  harmonique  du  point  p,  est  le 
même  sur  la  sécante  pmm\  lorsqu'on  regarde  cette  sécante 
comme  appartenant  à  la  section  conique  ou  à  Tangle.  Le  point 
p',  conjugué  harmonique  du  point /?,  sera  aussi  le  même,  dans 
les  deux  cas,  sur  la  sécante  pnn'.  Les  polaires  du  point  p,  par 
rapport  à  la  section  conique  et  à  Tangle,  ayant  deux  points 
communs  p' et  p',  coïncident;  mais  on  sait  que  la  polaire  rela- 
tive à  Tangle  passe  par  le  sommet  q;  donc  le  point  q  appar- 
tient à  la  polaire  du  point  p  par  rapport  à  la  courbe.  Par  la 
même  raison,  le  point  q'  appartient  à  cette  même  polaire. 

Corollaire.  La  courbe  étant  tracée,  on  déduit  de  ce  théo- 
rème le  moyen  de  construire  la  polaire  du  point  p.  On  mènera 
par  le  point  p  deux  sécantes  pmm\  pnn\  à  l'aide  desquelles 
on  déterminera  deux  points  q  et  /  de  la  polaire. 

Si  le  point  p  est  extérieur,  la  polaire  coupe  la  courbe  en 
deux  points,  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  du  point  p. 

Remarque.  Dans  la  figure  17a  la  polaire  du  point  q  est  la 
droite  pq'  et  la  polaire  du  point  q'  la  droite  pq.  Le  triangle 
ayant  pour  sommets  les  points  p,q,q'  possède  donc  cette  pro-* 
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priÂté  remarquable  que  chacun  de  ses  côtés  est  la  polaire  du 
sommet  opposé  par  rapport  à  la  courbe  du  second  degré.  On 
dit  qu'un  tel  triangle  est  un  triangle  autopolaire  ou  un  triangle 
conjugué,  par.rapport  à  la  courbe  du  second  degré.  Inverse* 
ment  on  dit  aussi  que  la  courbe  est  conjuguée  au  triangle. 

FIGURES  POLAIRES  RÉCIPROQUES. 

S88.  Étant  donnée  dans  un  plan  une  figure  composée  de 

points  a,  *,  c,...  et 
de  droites  A,  B,  C, . . . , 
si  l'on  prend  les  po- 
laires A',  B',  C, ...  des 
points,  et  les  pôles  a', 
b'  (?',...  des  droites, 
par  rapport  à  une 
section  conique  dé- 
terminée, on  forme 
une  seconde  figure 
composée,  comme  la 
première,  de  droites 
et  de  points.  En  opé- 
rant de  la  même  manière  sur  la  seconde  figure,  c'est-à-dire  en 
prenant  les  pôles  des  droites  et  les  polaires  des  points,  on  re- 
trouve la  première.  Ces  deux  figures  ont  été  nommées  pour 
cette  raison  figures  polaires  réciproques  (fig.  173). 

La  droite  ab,  qui  joint  deux  points  a  et  i  de  l'une  des  figu- 
res, a  pour  pôle  le  point  d'intersection  des  droites  A'  et  B'  de 
l'autre  figure  ;  et  réciproquement  le  point  d'intersection  de  deux 
droites  A'  et  B'  de  l'une  des  figures  a  pour  polaire  la  droite  ai 
de  l'autre  figure.  Si  plusieurs  points  a,  6,  c,...  sont  en  ligne 
droite  dans  l'une  des  figures,  les  droites  A',  B',  G',...  de  l'autre 
figure  passent  par  un  même  point,  qui  est  le  pôle  de  la  droite. 
Réciproquement,  si  plusieurs  droites  A,  B,  G,...  passent  par 
un  même  noint  dans  l'une  des  figures,  les  points  a\  b',  c\... 
de  l'autre  figure  sont  en  ligne  droite. 

Étant  donnée  une  courbe  plane  S,  menons  une  tangente  A 
i  cette  courbe  et  prenons  le  pôle  a'  de  cette  tangente  (fig.  174). 

OÉOM.   ANALTT.  20 


Figf.  174. 
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Si  Ton  fait  rouler  la  tangente  A  sur  la  courbe  S,  le  pôle  a 

décrit  une  autre  courbe  S?. 
Soient  A  et  B  deux  tangentes 
.  a  la  couri)e  S,  af  et  V  leurs 
/^' pôles;  le  point  d'intersection 
m  des  deux  droites  A  et  B 
est  le  pôle  de  la  droite  a'b'. 
Si  la  tangente  B  se  rappro- 
che indéfiniment  de  la  tan- 
gente A,  le  point  m  tend  vers 
le  point  de  contact  a  de  la  tan- 
gente A;  en  même  temps  la  sécante  a'b'  tourne  autour  du 
point  0*  et  devient  tangente  à  la  courbe  S'  au  point  a'.  Ainsi, 
réciproquement,  la  courbe  S  est  le  lieu  du  pôle  a  d'une  tan- 
gente mobile  A'  à  la  courbe  S'.  Les  points  a  et  a'  se  correspon- 
dent, de  telle  sorte  que  la  tangente  en  l'un  de  ces  points  est  la 
polaire  de  Tautre.  Les  deux  courbes  S  et  S'  sont  dites  pour 
cette  raison  polaires  réciproques. 

Soit        (il)  F{x,y)  =  o 

réquation  d'une  courbe  algébrique  S  du  degré  m;  la  tangente 
A  au  point  a,  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y,  est  représentée 
par  réquation 

Appelons  x^  etyi  les  coordonnées  du  pôle  a'  de  la  droite  A,  par 
rapport  à  une  courbe  directrice  du  second  degré  f{x,j/)=o; 
l'équation  de  la  polaire  du  point  a'  est 

(i3)      ^n,+'fr,,+zn=o. 

Les  deux  équations  (la)  et  (i3),  qui  représentent  la  même 
droite, doivent  être  identiques,  et  l'on  a  les  relations 

f:~f;    f; 

Si,  entre  les  trois  équations  (ii)  et  (i4),  on  élimine  x  et  y,  on 
obtient  l'équation  de  la  courbe  S',  lieu  du  point  a*. 

Cherchons,  par  exemple,  la  courbe  polaire  réciproque  delaseetiofi 
conique  Ax*  +  By*  —  i  =  o,  par  rapport  an  cercle  directeur 

«•  +  y*  —  X  SB  o. 


<«4) 
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s  Ton  remplace  »  et  y  par  -  et  -,  ces  deax  équations  prennent  la 
forme  homogène  Aas*  +  By* —  *■  =  o,  05*  +  y*  —  ^*  =so,  et  les  éqaa- 

X  V  X 

tiens    (i4)   deviennent  ~-  =  ^=s-^;  on  en   déduit,    en  faisant 
t=iXi=^ifX=  -^f  y=:^\  en  portant  ces  Talenrs  dans  réquation 


de  la  conrbe  proposée,  on  obtient  Féquation  ~r~  +  -^ 

A  15 


1  =  0.  La 


conrbe  polaire  réciproque  est  une  nouvelle  section  conique. 

S99.  Nous  avons  appelé  degré  ou  ordre  d'une  courbe  algé- 
brique le  degré  de  l'équation  qui  la  représente  en  coordonnées 
rectilignes,  ou  le  nombre  des  points,  réels  ou  imaginaires,  sui- 
vant lesquels  la  courbe  est  coupée  par  une  droite  quelconque. 
On  appelle  de  même  classe  de  la  courbe  le  nombre  des  tangen- 
tes, réelles  ou  imaginaires,  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe 
par  un  point  quelconque  du  plan.  On  sait  que  Ton  peut  mener 
d'un  point  quelconque  deux  tangentes  à  une  courbe  du  second 
ordre  ;  les  courbes  du  second  ordre  appartiennent  donc  i  la  se- 
conde classe. 

n  est  aisé  de  voir  que  deux  courbes  polaires  réciproques  S 
et  S'  (fig.  175)  sont  telles  que  l'ordre  de  l'une  est  égal  à  la 

classe  de  l'autre. 
Une  droite  quel- 
conque P  coupe 
la  courbe  S  en 
m  points  a,    b, 

c, ;  à  ces  m 

points  correspon- 
dent m  droites  A', 
B',  G'....  tangen- 
tes à  la  courbe  S 
«t  passant  par  le  point  p',  pôle  de  la  droite  P;  réciproque- 
ment, à  chaque  tangente  A'  menée  du  point  p'  Hbl  courbe  S' 
•correspond  un  point  a  appartenant  à  la  courbe  S  et  situé  sur 
la  droite  P.  Ainsi,  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  du  point  p'  à  la  courbe  S' est  égal  au  nombre  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  S  par  la  droite  P,  et,  par  consé- 


\ 
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quenti  la  classe  de  la  courbe  S'  est  égale  à  Tordre  de  la 
courbe  S.  De  même.  Tordre  de  la  coUrbe  S'  est  égal  à  la  classe 
de  la  courbe  S. 

Une  courbe  du  second  ordre  étant  de  la  seconde  classe,  il  en 
résulte  que  la  courbe  polaire  réciproque  d*une  courbe  du  se- 
cond  ordre  est  aussi  du  second  ordre. 
Il  est  même  facile,  dans  ce  cas,  de  déterminer  Tespèce  de  la 

courbe.  Si  le  centre  o  de  la 
courbe  directrice  est  situé  en 
dehors  de  la  courbe  S,  on 
peut  de  ce  point  mener  deux 
tangentes  réelles  A  et  B  à  la 
courbe  S  (flg.  176);  les  pôles 
de  ces  tangentes  s'éloignant  à 
Tinflni,  on  en  conclut  que  la 
*^'*'  "••  courbe  S' a  des  branches  infi- 

nies dans  deux  directions  différentes  ;  c*est  donc  une  hyper- 
bole. Soient  a  et  i  les  points  de  contact  des  tangentes  A  et  B  ; 
les  polaires  A'  et  B'  de  ces  deux  points  sont  les  tangentes  à  la 
courbe  S' aux  points  situés  à  Tinflni  ;  ce  sont,  par  conséquent» 
les  asymptotes.  Lorsque  le  centre  0  de  la  courbe  directrice  est 
situé  sur  la  courbe  S,  les  points  a  et  6  coïncident  avec  le  point 
0,  la  polaire  de  ce  point,  ou  Tasjmptote,  est  rejetée  à  Tinflni» 
et  la  courbe  S' est  une  parabole.  Enfin,  si  le  centre  0  de  la 
courbe  directrice  est  situé  à  Tintérieur  de  la  courbe  S,  la  courbe 
S' est  une  ellipse. 

A  deux  points  quelconques  a  et  i  de  la  conique  S  et  aux  tan- 
gentes A  et  B  en  ces  points  correspondent  deux  tangentes  A 
et  B'  à  la  conique  S' et  leurs  points  de  contact  a'  et  b\  Au  point 
d'intersection  c  des  droites  A  et  B  correspond  la  droite  a'b',  et 
à  la  droite  ab  le  point  d'intersection  c'  des  droites  A'  et  B'.  Ainsi 
à  un  point  c  et  à  sa  polaire  ab  dans  la  première  figure  corres- 
pondent dans  la  seconde  figure  une  droite  a'b'  et  son  pôle  c^» 

300.  Là  méthode  des  polaires  réciproques  a  une  grande 
importance  dans  Tétude  des  seetions  coniques  ;  elle  permet», 
quand  on  a  trouvé  une  propriété  de  ces  courbes,  d'en  déduire 


* 
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immédiatement  une  propriété  corrélative.  Nous  avons  dé- 
montré, par  exemple,  au  n'  376,  que  par  cinq  points  donnés 
on  peut  faire  passer  une  section  conique  et  qu'on  n'en  peut 
faire  passer  qu*une;  on  en  déduit  que  ton  peut  mener  une  section 
conique  tangente  à  cinq  droites  données  et  qu*on  n*en  peut  mener 
qu'une.  Concevons,  en  effet,  que  l'on  ait  tracé  dans  le  plan 
jone  section  conique  quelconque  pour  servir  de  courbe  direc- 
trice, et  que,  par  rapport  à  cette  section  conique,  on  ait  mar- 
qué les  pôles  a\  b\  c',  d\  f!  des  cinq  droites  données  A,  B,  C, 
D,  E;  par  les  cinq  points  a',  h\  c',  cT,  é  on  peut  faire  passer 
une  section  conique  S';  la  courbe  polaire  réciproque  de  la 
courbe  S' sera  une  section  conique  S  tangente  aux  cinq  droites 
données.  Réciproquement,  à  toute  section  conique  tangente 
aux  cinq  droites  correspond  une  section  conique  passant  par 
les  cinq  points  ;  comme  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  section 
conique  par  les  cinq  points,  il  n'existe  qu'une  section  conique 
tangente  aux  cinq  droites. 

Considérons  les  polaires  d'un  même  point  p  par  rapport  aux  di- 
Terses  coniques  qui  passent  par  quatre  points  donnés;  si  f  {x,  y)  =  o, 
et  F  {x,  y)  =0  sont  les  équations  de  deax  d*entre  elles,  Téquation 
^  4-  ftF=o,  dans  laquelle  k  désigne  un  paramètre  arbitraire,  représen« 
tera  Tensemble  de  ces  coniques.  La  polaire  du  point  p,  dont  les  coor- 
données sont  Xi  et  ^1,  a  pour  équation 

»i  {fi  +  hFi)  +  y,  (/y  -f-  hFi)  +  z,  {fi  +  ftP.O = o, 
ou  (aîi/*  +  y,Af'  +  -»i/ï)  +  *(œ,Fx'+y,F;  +  ^iP*)=o; 

toutes  les  polaires  passent  par  le  point  de  rencontrep'  des  deux  droites 

a?,/ï  +  yt/;  +  J,r;=o,    aî,F;  +  y,Fy'+ir,F;=o. 
Il  est  clair  que,  réciproquement,  les  polaires  du  point  p'  par  rapport 
aux  diverses  coniques,  passent  toutes  par  le  point  p. 

Si  Ton  transforme  la  figure  par  la  méthode  des  polaires  récipro- 
ques, on  en  conclut  que  le  lieu  des  pôles  d'une  même  droite  P  par 
rapport  aux  diverses  coniques  tangentes  à  quatre  droites  données  est 
une  droit's.  Si  la  droite  P  s'éloigne  à  l'inlini  dans  use  direction  arbi« 
traire,  son  pôle  par  rapport  à  chacune  des  coniques  est  le  ccnlro  de 
cette  conique  ;  ainsi  le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  quatre 
droites  données  est  une  droite.  Chacune  des  diagonales  du  quadrila- 
tère formé  par  les  quatre  droites  pouvant  être  regardée  comme  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  infiniment  aplatie  tangente  aux  quatre 
droites,. les  milieux  des  trois  diagonales  appaiiiennent  au  lieu  et  d^ 
terminent  cette  droite  [u9  73). 
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801.  THioBilOB  IV.  Étant  domie$  deux  amiques  dam  tm 
plan  :  i*  le*poinis  finterseetion  de»  trou  amples  de  iécantei  eam" 
munes  détermment  un  triangk  dont  chaque  sommet  a  pour  polaire^ 
par  rapport  à  ekaeune  de$  coniqun^  le  eâté  opposé;  a*  tes  points 
d'nUerssetien  des  quatre  tangentes  communes  aux  deux  connues 
sont  sUuis  deuxà  deux  sur  les  côtés  de  ce  triangle. 

Soient  a,  b,  c,  d  (flg.  177)  les  quatre  points  communs  aux 
deux  coniques;  les  points  de  concours  m,  n,  p  des  trois  couples 


Fij.  177 

de  sécantes  communes  forment  un  triangle  mnp^  dont  chaque 
sommet,  d'après  le  théorème  III>  a  pour  polaire,  par  rapport  à 
chacune  des  deux  coniques,  le  côté  opposé.  Remarquons  que 
ces  trois  points  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  la  propriété  d'à* 
Toir  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques.  Soit,  en 
e£fet,  m' un  point  ayant  même  polaire  par  rapport  aux  deux 
coniques  ;  la  droite  m'a  coupe  cette  polaire  en  un  certain  point 
q,  et  chacune  des  coniques  en  un  nouveau  point  qui  est  le 
conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux  deux  points  m' et  ;  ; 
ces  deux  nouveaux  points  devant  coïncider,  la  droite  m'a  passe 
par  l'un  des  points  communs  &,  c,  d^  par  exemple  par  le  point 
b.  Alors  la  droite  m'c  passera  par  le  point  d,  et  le  point  m' coin* 
Cidera  avec  le  point  m. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  transforme  la  figure  précé- 
dente par  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Aux  deux  coni- 
ques corresTondent  deux  autres  coniques;  aux  points  a,  6,  ,c,  d 
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eommuxis  aax  deux  premières  des  tangentes  A',  B',  C,  D' com- 
munes aux  doux  autres,  ce  qui  montre  que  deux  coniques  ad- 
mettent quatre  tangentes  communes. 

Considérons  l'une  des  tangentes  communes  aux  deux  coni* 
ques  proposées  ;  soient  g  et  g'  les  points  de  contact  et  e  le  point 
où  elle  rencontre  la  droite  np;  les  droites  mg^  mg'  coupent  les 
coniques  en  deux  autres  points  h  et  h';  le  point  m,  ajant  même 
polaire  np  par  rapport  aux  deux  coniques,  les  tangentes  en  A 
et  h'  passent  par  le  point  e  ;  la  droite  np  étant  aussi  la  polaire 
du  point  m  par  rapport  aux  deux  angles  geh ,  g'eh\  les  deux 
droites  eA,  eh'  coïncident,  et  la  droite  ekk'  est  une  seconde  tan- 
gente commune.  Par  la  même  raison,  le  point  de  rencontre 
/  de  Tune  des  autres  tangentes  communes  avec  la  droite  np 
appartient  i  la  quatrième  tangente.  Ainsi  les  six  points  d*in« 
tersection  des  quatre  tangentes  communes  sont  situés  deux  à 
deux  sur  les  côtés  du  triangle  mnp. 

n  résulte  en  outre  de  ce  qui  précède  que  les  cordes  de  con- 
tact passent  quatre  à  quatre  par  les  points  m,  n,  p. 

302.  Examinons  en  particalier  le  cas  où  la  com'be  directrice  est  m 
cercle  de  rajon  r;  la  polaire  A'  d*un  point  a  est  perpendiculaire 

à  oa  et  à  uie  distance  da  centre  égale  à  —  •  Les  droites  qai  joignent 

oc* 

le  centre  à  deux  points  a  et  6  font  entre  elles  un  angle  aob  égal  à 
celai  des  polaires  A'  et  B'  de  ces  points  (fig.  178). 

Par  le  centre  0  menons  des  parallèles  aux  droites  A'  et  B';  des 
points  a  et  6  abaissons  des  perpendiculaires  sur  ces  droites  ;  les  trian- 
gles rectangles  oae,  obf  sont  semblables  et  donnent  la  proportion 

oa_  ae  _  ac  +  ee  _  ac  +  og_ 
55""  bf  ""  bd-^dfbd+oh' 

on  en  déduit  aa  {bd  +  oh)  =:ob{aC'\-  og)  ; 

mais  on  a  oa .  oà=o6.  og=r*\  il  en  ré- 

_  oa     ac    ,.    , 

snlte  oa.  6d=o6.ac,  ou  rj=j5-  -Ainsi 

les  distances  de  deux  points  an  centre 
sont  proportionnelles  aux  distances  de 
Fig.  I7t^  chacun  d*eux  à  la  polaire  de  l'amtre. 
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Cherchons  la  courbe  polaire  réciproque  d'un  cérde  de  rayon  r'  par 

rapport  au  cercle  o.  Soit  G'  la  polaire  du 
centre  c  du  cercle  proposé  (fig.  179);  me- 
nons à  ce  cercle  une  tangente  quelconque 
A  et  prenons  le  pôle  a'  de  cette  droite; 
d'après    la   propriété    précédente ,  on    a 

oa'     a'd         oa'       oc    .  ^  j     ,. 

— =^,  ou  ^=  y;  le  rapport  des  dis- 

tances  de  chacun  des  points  a'  du  lieu  au 
point  0  et  à  la  droite  fixe  C^  est  constant  ; 
donc  ce  lieu  est  une  courbe  du  second  de- 
Fig.  17».  gré,  dont  le  point  0  est  Tun  des  foyers  et  la 

droite  C  là  directrice  correspondante. 

A  Taidc  de  cette  transformation,  on  peut  déduire  immédiatement 
des  propriétés  du  cercle  la  plupart  des  propriétés  focales  des  courbes 
du  second  degré.  Ainsi,  par  exemple,  deux  tangentes  A  et  B  au  cercle 
€  font  des  angles  égaux  ayec  la  corde  des  contacts  ab\  aux  droites  A 
et  B  correspondent  deux  points  cf  et  b'  de  la  section  conique;  aux 
deux  points  a  et  6  du  cercle  des  tangentes  A'  et  B'  à  cette  section  co- 
nique en  a'  et  6';  à  la  droite  ab  ou  M  le  point  d'intersection  m'  des 
droites  A'  et  B'.  Les  rayons  menés  du  foyer  0  aux  points  a^  6',  m' fai- 
sant entre  eux  des  angles  égaux  à  ceux  de  leurs  polaires  A,  B,  M, 
on  en  conclut  que  la  droite  <m'  est  bissectrice  de  Tangle  a^ob' 
(n»  355). 

Le  lieu  du  sommet  m  d'un  angle  constant  circonscrit  au  cercle  est 
un  cercle  concentrique.  Aux  deux  tangentes  A  et  B  menées  du  point 
m  au  cercle  c  correspondent  deux  points  a'  et  b'  de  la  conique,  et  au 
point  m  la  droite  0^6';  l'angle  a'ob\  étant  égal  à  celui  des  droites  A  et 
B,  est  aussi  constant;  le  point  m  décrivant  un  cercle  dont  le  centre 
est  c,  sa  polaire  a^b'  enveloppe  une  section  conique,  dont  le  point  0 
est  l'un  des  foyers  et  la  polaire  du  centre  c  la  directrice  correspondante. 
Ainsi  la  corde  vue  du  foyer  Sune  section  conique  sous  un  angle  con* 
stant  enveloppe  une  section  conique  qui  a  même  foyer  et  même  directrice. 
La  corde  ab  du  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique;  donc  le  point 
de  concours  des  tangentes  à  la  section  conique  en  a'  et  b'  décrit  une 
section  conique  qui  a  aussi  même  foyer  et  même  directrice. 
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303.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  été  amenés  à  consi- 
dérer les  courbes  tangentes  à  des  séries  de  droites  ;  lorsqu'un 
point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  reste  tangente  i  une  autre 
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courbe.  On  appelle,  en  gënëral,  enveloppe  d'une  ligne  mobile 
une  courbe  à  laquelle  cette  ligne  reste  constamment  tangente  ; 
les  diverses  positions  de  la  ligne  mobile  sont  les  enve(oppée$. 

Soit 
(i)  f{x,y,a)  =  o 

une  équation,  renfermant  un  paramètre  variable  a.  A  chaque 
valeur  de  a  correspond  une  ligne  déterminée.  Donnons  au 
paramètre  deux  valeurs  voisines  a  et  a  -|-  A  ;  la  ligne  (i)  et  la 
ligne 

(2)  f{x,  y,  a  +  A)  =  0 

se  coupent  en  un  pointM'(fig.  180),  dont  les  coordonnées  véri- 
fient à  la  fois  les  équations  (1)  et  (a).  Le  système  de  ces  deux 
équations  peut  être  remplacé  par  le  suivant  : 

/  (^,  y  y  à)  =  0,  ^ =  0, 

qui,  lorsque  A  tend  vers  zéro,  se  réduit  à 

(3)  f{x,7/,a)  =  o    ,    /i(a?,y,a)  =  o. 

Ainsi,  quand  A  tend 
vers  zéro,  le  point  M' 
se  déplace  sur  la  ligne 
(i)  et  tend  vers  une 

Fig.  180.  position     limite    M  ; 

c'est  ce  point  limite  qui  est  représenté  par  le  système  (3).  Cha- 
cune des  lignes  (1)  contient  un  point  limite;  on  obtient  le  lieu 
de  ces  points,  que  Ton  désigne  quelquefois  sous  le  nom  de  lieu 
des  intersections  successives  des  ligaes  représentées  par  Téqua- 
tlon  (l),  en  éliminant  a  entre  les  équations  (3). 

Considérons  de  nouveau  le  système  des  équations  (1)  et  (2), 
dans  lesquelles  nous  regardons  a  comme  une  variable  et  A 
comme  une  constante;  ce  système  représente  le  lieu  des  points 
suivant  lesquels  chaque  ligne  (a)  est  coupée  par  laligne  (a+ A). 
Deux  de  ces  points  se  trouvent  sur  la  ligne  (a),  savoir  :  le  point 
d'intersection  M' des  lignes  (a)  et  (a + *)  >  1®  point  d'intersection 
M' des  lignes  (a  —  A)  et  (a).  Quand  A  tend  vers  zéro,  les  deux 
points  M'  et  M' tendent  vers  la  même  position  limite  M,  et  le 
lieu  devient  tangent  à  la  ligne  (a)  au  point  M.  Ainsi  le  lieu  des 
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inteneetiamê  v»ceeinve$  des  ligne*  représentée*  par  f  équation  (i) 
est  tangent  à  chacune  de  ces  lignes. 

Rbhamqub.  Lorsque  fix,  y,  a)  est  un  polynôme  par  rapport 
à  a,  éliminer  a  entre  les  équations  (3)  c'est  exprimer  que 
l'équation  en  a 

a  une  racine  double» 

Par  exemple,  si  a  entre  au  second  degré  dans  f{x,  y,  a)  et 
si  Ton  a  pour  l'équation  de  la  courbe  mobile  une  équation  de 
la  forme 

Ma«  +  !iNa+P=o 

M ,  N  y  F  étant  des  polynômes  en  x  et  y,  Téquation  de  l'en- 
yeloppe  s'obtiendra  en  exprimant  que  l'équation  en  a  admet 
une  racine  double  :  elle  sera  donc 

N*-MP=o. 

En  suivant  cette  méthode  on  verra  facilement  que  l'enveloppe 
des  coniques  ayant  pour  équation 

où  a,  p,  Y  désignent  des  fonctions  linéaires  données  de  x 
et  y,  et  X  un  paramètre  variable,  se  compose  de  quatre  droites. 
(N*  ^Sibis.) 

304.  Supposons  maintenant  que  la  ligne  mobile  soit  re- 
présentée par  une  équation 

(4)  f{iP,y,a,b)  =  o, 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  b,  liés  par  la  re- 
lation 

(5)  (p(a,*)  =  o. 

Si  Ton  appelle  b'  la  dérivée  de  b  considérée  comme  une  fonc- 
tion de  a  donnée  par  l'équation  (5),  on  a  0.-^  ?'*  ^'  =  0f  d'<>^ 

A'= — ^.  Mais,  si  Ton  égale  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a 

de  la  fonction  f{x,  y,  a,  b),  dans  laquelle  on  regarde  b  comme 
nne  fonction  de  a,  on  a  /.'  4-  /é  ^' = o  ;  on  en  déduit  la  relation 
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(«) 


Ça  2* 

7~n" 


et,  pour  trouver  Tëquation  de  l'enveloppe,  on  éliminera  les 
deux  paramètres  a  et  6  entre  les  trois  équations  (4),  (5),  (6). 

ExKMPLB  L  Cherchons  l'enveloppe  des  normales  à  une  parabole. 
La  normale  à  la  parabole  y*  —  ^px  =  o,  au  point  M  (ûg.  x8i)  dont 
les  coordonnées  sont  x  et  y,  a  pour  équations />  (Y— y)  +  y  (X  —x)  =o; 

si  Ton  remplace  x  par  la  quantité  égale  ^^;  cette  équation  dcYient 


(7) 


pY  +  y(X-p)-^=o; 


elle  renferme  an  paramàtra  arbitraire  y;  il  faat  égaler  à  zéro  la  déii» 
Tée  par  rapport  à  y, 

(8)  X-p-^  =  o, 

et  éliminer  y  entre  les  équations  [7)  et  (8).  En  remplaçant  y'  dans 
réqnation  (7)  par  sa  Taleur  tirée  de  l'équation  (8),  on  a 

^-     »(X-p)' 
portant  oette  Taleur  de  y  dans  Téquation  (8),  on  obtient  l'équation  de 
l'enveloppe 

Cette  courbe  a  la  forma  mdiquée  dans  la  figure;  elle  présente  on 

rebroussement  en  C;  car  la  tangente  en 
ce  point,  étant  normale  à  la  parabole  au 
sommet  A,  coïncide  avec  l'axe  AX.  Quand 
le  point  H  décrit  la  branche  AB  de  la 
parabole,  la  normale  roule  sur  la  bran- 
che CD  de  l'enveloppe;  et  de  même, 
quand  le  point  H  décrit  la  branche  AB' 
de  la  parabole,  la  normale  roule  sur  la 
branche  CD'  de  l'enveloppe. 

^  l'on  veut  mener  des  normales  à  la 
parabole  par  un  point  donné  P,  il  suffi- 
ra de  regarder  X  etT  dans  l'équation  (7] 
comme  les  coordonnées  du  point  P  et 
l'ordonnée  y  du  pied  M  de  la  normale 
comme  l'inconnue;  on  peut  mener  du 
Fig.  181.  point  P  trois  normales  à  la  parabole,  ou 

une  seule,  suivant  que  cette  équation  du  troisième  degré  en  y  admet 
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trois  racines  réelles  ou  une  seule.  Cette  question  reyient  éyidemment 
à  mener  des  tangentes  à  Tenyeloppe  parle  point  P;  ainsi  l'enveloppe, 
qui  est  du  troisième  degré,  est  aussi  de  la  troisième  classe.  Lorsque 
le  point  P  est  situé  entre  les  deux  branches  de  l'enveloppe,  on  peut 
mener  de  ce  point  trois  tangentes  à  l'enTeloppe,  et,  par  conséquent, 
trois  normales  à  la  parabole;. mais,  lorsque  le  point  est  situé  en  F  à 
l'extérieur,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à  l'enveloppe,  et, 
par  conséquent,  une  seule  normale  à  la  parabole. 

Exemple  II.  Cherchons  encore  Tenvcloppe  des  normales  À  l'ellipse 

l'équation  de  la  normale  au  point  (a?,  y) 

/    ^                              a«X      6»Y      ,  ,      ... 
(lo)  -j ^ (a«~6«)  =  o 

renferme  deux  paramètres  variables  x  et  y  y  liés  par  la  relation 

L'équation  (6)  du  n^  3o4  devient 

—       J^ 


on  a  obtenu  le  troisième  rapport  en  «goûtant  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs,  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  X,  les  deux  termes  du  second  par  y,  et  tenant  compte  des  équa- 
tions (lo)  et  [II);  on  en  déduit 

portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i  i),  on  obtient  l'équation  de  l'en- 
veloppe 

Cette  courbe  présente  quatre  points  de  rebroussement  (flg.  i8a). 
Quand  le  pied  M  de  la  normale  décrit  l'arc  AB  de  l'ellipse,  la  normale 
roule  sur  Tare  CD  de  l'enveloppe.  Si  l'on  veut  mener  des  normales  à 
Tellipse  par  un  point  donné  P,  ajant  pour  coordonnées  X  et  Y,  les 
deux  équations  simultanées  (lo)  et  (ii)  donneront  les  coordonnées 
oc  et  ^  du  pied  de  chacune  des  normales;  les  pieds  des  normales  sont 
les  points  d'intersection  de  Tellipse  proposée  (ii)  et  d'une  hyperbole 
(lo);  il  y  a  quatre  solutions.  Mais  cette  question  revient  à  m^ener  les 
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tangentes  à  renveloppe  par  le  point  P;  on  en  conclut  que  Tenyeloppe 

qui  est  du  sixième  degré  est  de 
la  quatrième  classe.  Lorsque  le 
point  P  est  situé  h  l'intérieur  de 
l'enYeloppe,  on  peut  mener  de 
ce  point  quatre  tangentes  à  l'en- 
yeloppe,  et,  par  conséquent,  qua- 
tre normales  réelles  à  TeUipse  ; 
mais  lorsque  le  point  est  situé 
à  l'extérieur,  par  exemple  en 
P',  on  ne  peut  plus  mener  que 
deux  tangenfes  réelles  à  l'enve- 
loppe, et,  par  conséquent,  deux 
normales  à  l'ellipse;  on  retrouve 
ainsi  les  résultats  obtenus  an 
n*  S90. 


Kg.  181. 


L'enveloppe  des  normales  à  l'hyperbole  a  pour  équation 


(i5) 


{^'-m'=- 


306.  Lorsqu'un  plan  mobile  se  meut  dans  un  plan  fixe,  il  ar- 
rive  souvent  qu'une  courbe  CD  du  plan  mobile  reste  tangente  à 
une  courbe  AB  du  plan  fixe  ;  cette  seconde  courbe  est  T  enveloppa 
dô  la  première.  Soient  CD  et  CD'  (âg.  i83)  deux  positions  voi- 
sines de  la  courbe  mobile,  M' un  point  d'intersection  de  ces  deux 
courbes.  Quand  la  courbe  CD'  se  rapproche  indéfiniment 

de  CD,  le  point  M'  tend  vers  une 
position  limite  M,  qui  est  un  point 
de  l'enveloppe  (n"  3o3).  Désignons 
par  M|  le  point  de  la  courbe  CD 
qui  est  venu  en  M',  quand  cette 
courbe  occupe  la  position  CD'.  Nous 
avons  vu  (n*  5 1)  que  l'on  peut  ame- 
ner la  courbe  mobile  de  la  première 
position  à  la  seconde  en  la  faisant  tourner  autour  d'un  cer- 
tain point  I,;  la  perpendiculaire  Pli,  élevée  sur  le  milieu  de 
la  corde  M,M',  passe  par  le  point  I^.  Mais  les  deux  points 
Ml  et  M' ont  pour  limite  commune  le  point  M,  et  la  droite  Pli 
devient  la  normale  commune  à  la  courbe  CD  et  à  son  enveloppe. 
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an  point  M;  cette  normale  passe  donc  par  le  point  I,  position 
limite  du  point  I, .  On  en  conclut  que  les  normales  [aux  diverses 
courbes  situées  dans  leplanmobik^  aux  points  oU  elles  touchent  leurs 
enveloppes^  pour  une  position  du  plan  mobile^  passent  par  un  mêtne 
point  I.  Ce  point  est  celui  par  lequel  passent  les  normales  aux 
courbes  décrites  par  les  points  du  plan  mobile,  pour  cette 
même  position  du  plan. 

Lorsqu'une  courbe  du  plan  mobile  est  assujettie  i  rester 
tangente  à  une  courbe  donnée  du  plan  fixe,  on  peut  se  serrir 
de  la  normale  commune  aux  deux  courbes  pour  déterminer  le 
point  I.  La  podaire  d'une  courbe  AB  (fig.  3i)  par  rapport  au 
point  0  (n^  38)  n'est  autre  chose  que  le  lieu  décrit  par  le  som- 
met P  d'un  angle  droit  OPM  situé  dans  un  plan  mobile,  qui 
se  meut  de  manière  que  l'un  de  ses  côtés  FM  reste  tangent  à  la 
courbe  ÂJB,  tandis  que  l'autre  passe  par  le  point  fixe  0,  c'est- 
à-dire  reste  tangent  à  un  cercle  de  rayon  nul  dont  le  centre, 
est  0;  on  en  conclut  que  le  point  I  se  trouve  à  l'intersection 
des  perpendiculaires  menées  par  les  points  0  et  M  aux  deux 
côté&  OP  et  PM  de  l'angle  droit  ;  on  retrouve  ainsi  la  coo» 
straction  que  nous  avons  donnée  au  n*  38. 
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306.  On  peut  regarder  une  courbe  soit  comme  le  lieu  d'un 
point,  soit  comme  l'enveloppe  d'une  droite  mobile.  A  ce  der- 
nier point  de  vue,  nous  représenterons  la  droite  par  une 
équation  de  la  forme 

(i4)  ux+vy+i=o, 

et  nous  dirons,  par  analogie,  que  les  valeurs  des  deux  para- 
mètres u  et  V,  qui  déterminent  sa  positioui  sont  les  coor- 
données de  la  droite. 
Si  Pon  donne  une  équation 

(•5)  ç(ti,v)=o 
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entre  ces  deux  paramètres»  et  que  Ton  fasse  yarier  Tna  d^enx 
d'nne  manière  continue,  l'autre  variera  aussi  en  général 
d'une  manière  continue,  et  la  droite  se  moufra  dans  le  plan, 
enveloppant  une  courbe.  On  pent  concevoir  que  Téquation  (i  5) 
représente  la  courbe  par  la  suite  de  ses  tangentes,  à  Taide 
d'un  nouveau  système  de  coordonnées  ti  et  v,  auxquelles  il 
convient  de  donner  le  nom  de  coordonnées  tangentielks. 

Pour  avoir  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées 
linéaires,  il  suffit,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n*  3o4f 
d'éliminer  ti  et  t;  entre  les  équations  (14)9  (i5)  ot 

Si  réquation  (i5)  est  algébrique,  l'équatiod  en  a?  et  y,  à 
laquelle  on  arrivera,  sera  aussi  algébrique.  Rendons  l'équa- 
tion 7  (ti,  t7)=o  homogène  en  remplaçant  ti  et  t;  par  —,  —  et 

chassant  les  dénominateurs.  L'équation  9=0  pourra  être 
remplacée  par  la  suivante 

dans  laquelle  on  fera,  après  les  dérivations,  w=\.  Donc  en 
appelant  1  la  valeur  commune  des  rapports  (16),  il  faudra 
éliminer  «1  9,  X  entre  les  quatre  équations 

ua:+t;y+i=o 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  ti,  la  deuxième 
par  V  et  ajoutons-les  en  tenant  compte  des  deux  dernières 
équations;  nous  aurons  l'équation 

qui  pourra  remplacer  l'une  des  deux  dernières  équations, 
par  exemple  la  dernière.  On  aura  donc  à  éliminer  u,  v^  X 
entre  les  équations 

{17)  «=X9:    ,    y=X<p.'  ,    i=X(p'„ 

Le  degré  de  l'équation  (i53,  mise  sous  forme  entière,  indique 
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la  classe  de  la  courbe.  Eq  effet,  si  x^  et  yo  sont  les  coordon- 
nées d*un  point  quelconque  du  plan,  chaque  système  de 
valeurs  de  u  et  v,  yérifiant  les  deux  équations 

uXo-{'Vyo-\-i=o    ,     cp(w,t;)  =  o, 

donnera  une  tangente,  réelle  ou  imaginaire,  passant  par  le 
point  considéré.  Lorsque  l'équation  (i5)  est  du  second  degré, 
la  courbe,  étant  de  la  seconde  classe,  est  aussi  du  second 
ordre.  (N**  Sog.) 
Une  équation  du  premier  degré 

Att+Bt;  +  C  =  o, 

en  coordonnées  tangentielles,  représente  un  point,  le  point 

A  B 

qui  admet  les  coordonnées  linéaires  x»  =77,  y%  =  pr»  <^i* 

cette  équation,  mise  sous  la  forme 

indique  que  la  droite  mobile  passe  constamment  par  le  point 
fixe  (xe,  ^o)  ;  Tenveloppe  se  réduit  donc  à  un  point. 

Les  propriétés  de  Téquation  du  premier  degré  en  coordon- 
nées linéaires,  que  nous  avons  étudiées  dans  le  livre  II,  se 
reproduisent  ici,  avec  cette  modification  que  les  points  sont 
remplacés  par  des  droites  et  les  droites  par  des  points.  Ainsi 
réquation 

V — v'  =  a  (a  — u^, 

dans  laquelle  le  paramètre  a  est  arbitraire  (u?  64),  est  réqua- 
tion générale  des  points  situés  sur  la  droite  (u>').  L'équa- 
tion (no  66) 

représente  le  point  d'intersection  des  deux  droites  {u\  v')^ 

Considérons  deux  tangentes  voisines  de  la  courbe  (i5),  et 
supposons  que  la  seconde  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la 
première;  leur  point  d'intersection,  représenté  par  l'équa- 
tion (18),  aura  pour  limite  le  point  de  contact  de  la  première 
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tangente;  le  point  de  contact  est  donc  représento  par  Inéqua- 
tion (n»  89) 

t;-t/=-î?(u-tt'), 

on 

(»9)  («*—««')  ?*.'+  («  —  v')9V  =  0. 

En  remplaçant  «  et  w  par  —  et  — ,  afin  de  rendre  Téquation 

homogène  (n*  291),  on  réduit  cette  équation  et  on  la  met  sous 
la  forme 

(ao)  tt(pi.»  -f-  rçv  4"  w<f'u,'=  0. 

307.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  recherche  de  Tenve- 
loppe  d*une  droite  mobile  peut  être  ramenée  à  la  théorie  des 
polaires  réciproques.  Car  cette  courbe  enveloppe  S  est  la 
courbe  polaire  réciproque  de  la  courbe  S'  décrite  par  le  pôle 
de  la  droite,  relativement  à  une  conique  donnée.  Si  Ton 
prend  comme  courbe  directrice  le  cercle  imaginaire  x^-^y* 
+ 1=0,  et  si  l'on  fait  a?4=tt,yi =t;,  la  droite  xx^  +yyi  + 1  =0, 
polaire  du  point  {xi,  yi),  coïncide  avec  la  droite  mobile  (14); 
ainsi  la  courbe  S' a  pour  équation  9  (xi,  yO =0  en  coordonnées 
linéaires  : 

Exemple  I.  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  les  produits 
de  ses  dislances  à  deux  points  fixes  F  et  F'  soient  égaux  &  une  quan- 
tité donnée.  En  prenant  pour  axe-des  x  la  droite  ¥¥*  et  pour  axe  des 
y  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  droite^  appelant  2c  la 
distance  FF',  6*  le  produit  constant,  et  représentant  la  droite  mobile 
par  une  équation  de  la  forme  nx  -{-  vy  +  i  =^  o^  on  a,  entre  les  deux 
paramètres  variables  u  eiv,  la  relation 

(c*±*«}u«d=Z>»i;«  — 1=0; 

il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —,  suivant  que  la  droite  laisse 
les  deux  points  d'un  môme  côté  ou  passe  entre  les  deux.  La  courbe  S' 
ayant  pour  équation 

l'équation  de  la  courbe  cherchée  S,  ou  de  la  polaire  réciproque  (n»  398), 
est 

x^        ,     tf 

+  -TTTS  —1=0. 


(C^ztzb^    '    ±:b* 

C'est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  les  points  F  et  P  sont  les 

GÉOM.   ANALTT.  21 
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fo  jeis.  Gitte  propriété  est  la  réciproque  du  théorème  démontré  au  n*  aSg; 
ExEMPLB  II.  Étant  donné  un  quadrilatère  abcd,  trouYer  l'enveloppe 
d'une  droite  telle  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  sommets 
opposés  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets 
dans  un  rapport  constant.  Appelons  Xi  et  ^i,  x^  et^sy-o^s  et Vs» Xiety^, 
les  coordonnées  des  quatre  sommets,  et  représentons  la  droite  mobile 
par  l'équation  ux  +  vy  +  i  =  o;  on  aura  entre  les  deux  paramètres 
ti  et  t;  la  relation 

cette  relation  étant  du  second  degré,  on  en  conclut  que  l'enveloppe  est 
une  courbe  de  la  seconde  classe  ou  du  second  ordre.  L'équation  pré* 
cédente  est  vériflée  quand  la  droite  mobile  coïncide  avec  l'un  des  côtés 
du  quadrilatère,  puisque  dans  chaque  terme  un  facteur  s'annule. 
Ainsi  la  courbe  est  inscrite  dans  le  quadrilatère  et  on  peut  donner  au 
rapport  h  une  valeur  telle  que  la  courbe  soit  tangente  à  une  cinquième 
droite  quelconque.  Il  en  résulte  cette  propriété  générale  des  sections 
coniques  :  un  quadrilatère  étant  circonscrit  à,  une  section  conique,  le 
produit  des  distances  d'une  tangente  quelconque  à  deux  sommets  opposés 
du  quadrilatère  est  au  produit  des  distances  de  cette  même  tangente  aux 
deux  autres  sommets  dans  un  rapport  constant. 

«308.  Équation  tangenlielle  (Tune  conique.  Soit  une  conique 
ayant  pour  équation  ' 

(ai)  Aar'  +  aBa^^-f  Cy«  +  aDa?  +  2Ey-fF=o 

réquation  tangentielle  de  cette  courbe  est  la  condition  néces- 
faire  et  suffisante  pour  que  la  droite  ux-\'vy'^i  =  o\ui  soit 
tangente»  c'est-à-dire  (n®  ia6): 

(aa)  ati'  -f-  abtti;  -}-  Cv*  +  ^dw  -j-  ae»  -|-  f  =  o 

équation  dont  le  terme  constant  f  est  nul  quand  la  conique 
est  une  parabole. 

Lorsque  la  conique  donnée  (ai)  est  formée  de  deux  droites 
non  confondues,  on  prévoit  que  la  condition  (aa)  doit  exprimer 
que  la  droite  tia?+t;y-}- 1=0  passe  par  le  point  de  concours 
des  deux  droites.  Effectivement,  si  Ton  appelle  a  et  i  les 
coordonnées  de  ce  point  de  concours,  le  premier  membre  de 
réquation  tangentielle  (aa)  est  un  carré  parfait^  le  carré  de 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  s^appuyer  sur  ce  théorème 
que  les  coordonnées  a  et  i  vériflent  les  relations  (chapitre  XII)  » 
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fl* ab i* a  ^__4 i 

L'équâtion  (aa)  devient  alors  en  remplaçant  les  coefficients 
a,  b, ...  par  les  valeurs  proportionnelles  a',  ai,,.. 

(ati+éy+i)*; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  le  cas  particulier  où  Téquation  (ii)  représenterait 
deux  droites  parallèles  on  aurait 

d=o    ,    e=o    ,    f=o 

«t  b*— ac=— FA=o; 

réquation  (22)  deviendrait  alors 

an'  +  ^^^^ + cw' = o 

ou  (bu + ovy = o 

■ 

c'est-i-dire  encore  un  carré  parfait  II  est  facile  de  vérifier 
que  la  condition 

exprime  que  la  droite  tu:  -|-  vy  -|- 1 = o  est  parallèle  aux  deux 
droites  représentées  par  l'équation  (ai)  :  on  peut  dire  encore 
que  cette  condition  exprime  que  la  droite  ux-\'vy-\-i=io 
passe  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  représentées 
par  l'équation  (21). 

Lorsque  l'équation  (21)  représente  deux  droites  confon- 
dues, le  premier  membre  de  l'équation  tangentielle  (2a)  est 
identiquement  nul  :  on  a  en  effet  dans  ce  cas 

a=b=c=d=e=f=o. 

309.  Nous  venons  de  voir  que  Téquation  tangentielle  d'une 
•conique  est  du  second  degré  en  u  et  v.  Réciproquement  une 
•équation  du  second  degré  entre  u  et  v 

<a3)     (p(M,v)=Att«  +  2Btie?  +  Ci;«  +  2Dii+2Et;  +  F=o 

•dans  laquelle  le  discriminant  A=ÂCF  — ...  est  dififérent  de 
xéro  est  l'équation  tangentielle  d'une  conique.  En  efiet  pour 
trouver  l'enveloppe  de  la  droite 


=  0 
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dont  les  coefficients  vërifleat  l'équatioa  ^  (ti,  t;)=o ,  il  sofflt 
d'éliminer  «,  t;  et  X  entre  les  équations  (17) 

jp=X{Ati+Bt;+D) 
y=X(Bti+C»-|-E) 
i='k(Du+Ev  +  F) 
o=X  {ux  +vy  +  0 

où  l'on  a  multiplié  la  dernière  des  équations  (17)  par  X.  Le 
résultat  de  Télimination  de  X»,  \v  et  X  entre  ces  équations  da 
premier  degré  est  la  condition 

A  B  D  X 

B  C  E  y 

D  E  F  i 

X  y  i  o 

ou  (a4)        Ba*  +  obxy + cy*  +  ador + aey  -f- f  =  0 

équation  d'une  conique.  On  voit  que  Ton  passe  de  Téqua* 
tion  (a3)  à  (24)  de  la  même  façon  que  de  Téquation  (ai)  i 
réquation  (aa).  On  vérifiera  facilement  que  Téquation  tan* 
gentielle  de  la  conique  (a4)  est  identique  à  Téquation  (a3}. 

Nous  avons  supposé  que  le  discriminant  A  de  l'équation  (a  3) 
est  difiërent  de  zéro.  Si  ce  discriminant  est  nul  sans  que  tous 
ses  mineurs  a ,  b . .  le  soient,  la  fonction  ^  (u,  v)  se  décom* 
posera  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  Uf  Vn  Dans  ce  cas  l'équation  9  (ti,  v)=o  représentera  deux 
points  qui  pourront  d'ailleurs  être  réels  ou  imaginaires  et  le 
premier  membre  de  l'équation  (a4)  sera  un  carré  parfait,  le 
carré  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  droite  joignant 
les  deux  points.  C'est  ce  qu'on  démontrera  par  un  calcul 
identique  à  celui  du  numéro  précédent. 

Enfin  si  le  discriminant  A  est  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs^ 
réquation  (a3)  a  pour  premier  membre  un  carré  parfait  :  elle 
représente  deux  points  confondus.  L'équation  (a4)  est  nulle 
identiquement. 
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CHAPITRE  XI 

Propriétés  ipénèrales  des  aeetlons  eonlque^ 

THÉORÈMES  DE  PASCAXi  ET  DE  BRIANCHON 

310.  Théorème  L  Longue  trots  sections  coniques  ont  deux 
points  communsy  les  trois  droites  qui  joignent  les  autres  points 
d'intersection  des  courbes  deux  à  deux  passent  par  un  même  point. 

Soit  S=o  réquation  de  Tane  des  sections  coniques,  a=o 
l'éqaation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  com- 
muns, les  équations  des  deux  autres  sections  coniques  seront 
delà  forme  S  — Aap=o,  S — A'Ya=o.  Les  trois  droites,  qui 
passent  par  les  deux  autres  points  d'intersection  des  courbes 
considérées  deux  à  deux,  sontp  =  o,  y=o,  ip  — é'y=o;  la 
troisième  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières. 

311.  Théorème  IL  Un  hexagone  étant  inscrit  dans  unfi  section 
conique,  les  points  de  rencon-- 
tre  des  côtés  opposés  sont  en 
ligne  droite. 

Ce  théorème  que  Ton  doit 
à  Pascal,  est  une  consé- 
quence du  théorème  pré- 
cédent. Soit  a4c&/'(fig.  184) 
un  hexagone  inscrit  dans 
une  section  conique;  la 
courbe  et  les  deux  couples 
de  droites  ab  et  cd,  af  et 
de,  peuvent  être  regardées  comnie  trois  sections  coniques  ayant 
deux  points  communs  a  et  d.  La  droite  &ér  joint  les  deux  autres 
points  dlntersection  6  et  c  de  la  courbe  et  des  deux  droites  ab 
eted;  la  droite  e/* joint  les  deux  autres  points  d'intersection  e 
«t  f  de  la  courbe  et  des  deux  droites  af  et  de;  d'ailleurs  les 
deux  couples  de  droites  se  coupent  en  m  etp;  les  trois  droites 
lie,  e/,  mp  passent  par  un  même  point  n;  donc  les  trois  points 


Fig.  184. 
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rig.iss. 


dintersection  m«  n,  p  des  côtés  opposés  de  Thexagone  inscrit 
sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  ne  s'applique  pas  seulement  à  un  hexagone 
convexe,  mais  encore  à  un  hexagone  fermé  quelconque.  Oa 
forme  un  hexagone  inscrit  en  traçant 
six  cordes  consécutives,  dans  un  sens 
ou  dans  Tautre,  de  manière  à  revenir 
finalement  au  point  de  départ.  Si  l'on 
numérote  les  côtés  dans  Tordre  suivant 
lequel  on  les  a  obtenus,  les  trois  points 
d'intersection  des  côtés  (i  ,4),  (a,  5),  (3,6) 
sont  en  ligne  droite  (fig.  i85). 

Corollaire  I.  Lorsqu'on  définit  une 
section  conique  par  cinq  points  a,  i,  c,  d^  e^  le  théorème  pré- 
cédent permet  de  construire  autant  de  points  de  la  courbe 
que  Ton  veut.  Par  le  point  a  traçons  une  droite  quelconque 
af  et  cherchons  le  point  f  où  cotte  droite  coupe  la  courbe 
(fig.  184);  on  marquera  le  point  d'intersection  m  des  droites 
ù6  et  de^  le  point  d'intersection  p  des  droites  cd  et  af;  la 
droite  bc  ira  rencontrer  la  droite  mp  en  un  point  n;  le  point/*, 
où  la  droite  ne  rencontre  af,  appartient  à  la  courbe» 

On  peut  aussi  construire  la 
tangente  en  l'un  des  points. 
Quand  deux  sommets  de  l'hexa- 
gone inscrit,  par  exemple  a  et  /*, 
se  confondent,  le  côté  intermé- 
diaire af  devient  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  a;  si  l'on  ap- 
plique le  théorème  de  l'hexa- 
gone inscrit,  en  comptant  cette 
tangente  comme  un  côté,  on 
a  encore  trois  points  en  ligne 
droite.  On  marquera  donc  le  point  d'intersection  m  des  côté&r 
ab  et  de  (fig.  186),  le  point  d'intersection  n  des  côtés  bc  et  ae; 
la  droite  cd  rencontrera  la  droite  mn  en  un  point  p;  la  droite 
ap  sera  la  tangente  en  a. 

Corollaire  II.  un  çuadHlatère  abcd  étani  inscrit  dam  une 


rig.  iM 


Fis.  i87. 
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êection  ccnique^  les  pointé  de  rencontre  des  côtés  opposés^  et  ks points 
de  rencontre  des  tangentes  aux  sommets  opposés,  sont  en  ligne  droite. 
Si,  avec  les  tangentes  en  a  et  c,  on  complète  Thexagone  ins- 
crit, on  aura  trois 
points  m,  n,  p  en 
'  ligne  droite  (âg. 
ia7).  En  complé- 
tant    rhexagone 
avec  les  tangen- 
tes en  b  et  (/,  on 
aura    de    même 
trois  points  m,  n, 
q  en  ligne  droite. 
Donc  les  quatre  points  m,  n,  p,  q  sont  en  ligne  droite. 

Corollaire  III.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  section 
conique,  les  points  d'intersection  des  côtés  et  des  tangentes  aux 
sommets  opposés  sont  en  ligne  droite. 

312.  Remarque.  Nous  ayons  vu  quo  par  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e 
tels  que  trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite,  passe 
une  section  conique  et  une  seule.  On  peut  obtenir  les  éléments 
de  cette  courbe  de  la  manière  suivante  :  on  commence  par 
déterminer  les  tangentes  Â,  B,  C,  en  trois  des  points 
donnés  a,  i,  c.  Dans  toute  courbe  du  second  degré  les  tan- 
gentes aux  extrémités  d'une  corde  se  coupent  sur  le  diamètre 
conjugué  à  cette  corde;  par  conséquent,  la  ligne  qui  joint  le 
point  de  rencontre  p  des  droites  A  et  B  au  point  milieu  g  de 
la  droite  ab  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles  k  ab;  de 
même  la  ligne  qui  joint  le  point  de  rencontre  q  des  droites  B 
et  C  au  milieu  h  de  bc  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles 
à  bc.  Supposons  d'abord  que  les  deux  diamètres  pg,  qh  se 
coupent  en  un  point  o;  dans  ce  cas,  la  courbe  est  une  courbe 
à  centre,  et  le  centre  est  le  point  o.  La  droite  op  et  la  droite  ok 
parallèle  à  ab  forment  un  système  de  diamètres  conjugués. 
Si  Ton  appelle  a'  la  longueur  du  demi-diamètre  dirigé  sui-^ 

Tant  0/7,  on  a  ef=^op.og;  on  obtient  de  même  la  longueur  IT 
ilu  demi-diamètre  dirigé  suivant  ok.  Nous  avons  expliqué 
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(&*"  174  et  ig5)  comment  on  détermine  les  axes,  quand  on 
connaît  un  système  de  diamètres  conjugués  a'  et  b\ 

Si  les  deux  diamètres  sont  parallèles,  la  courbe  est  une 
parabole.  Dans  ce  cas,  on  mène  les  diamètres  qui  passent 
en  a  et  i,  puis  des  droites  faisant  avec  les  tangentes  des 
angles  égaux  à  ceux  des  diamètres  avec  les  tangeates;  ces 
deux  droites  se  coupent  au  foyer  de  la  parabole.  En  abaissant 
du  foyer  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  A  et  B,  et 
prolongeant  chacune  des  perpendiculaires  d'une  longueur 
égale  à  elle-même,  on  a  deux  points  de  la  directrice. 

Lorsqu'on  donne  trois  points  et  les  tangentes  en  deux  de 
ces  points,  on  détermine  la  tangente  au  troisième  point  & 
l'aide  de  la  propriété  du  triangle  inscrit,  puis  on  opère  comme 
précédemment.  La  construction  relative  à  la  parabole  peut 
évidemment  être  employée  quand  on  connaît  deux  tangentes 
à  la  courbe  et  les  points  de  contact. 

313.  Supposons  enfin  que  Ton  veuille  trouver  les  éléments 

d'une  parabole  déterminée  par  quatre  points  a,  b,  e,  d.  Si  Ton 

prend  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  ah^  ed,  les 

équations  des  paraboles  passant  par  les  points  donnés  sont 

(n*  276) 

X*        2xy       y*  _ 

-7^—7==.+  "j-r*  ..=0. 

Les  coefficients  angulaires  des  axes  des  paraboles  étant 

£. ,  on  en  conclut  que  ces  axes  sont  parallèles  aux  dia^ 
aà 

gonales  d'un  parallélogramme  formé  sur  les  axes  des  coor- 
données et  dont  les  côtés  auraient  pour  longueursles  moyennes 
proportionnelles  entre  aet  b,c  et  d.  Connaissant  la  direction 
de  Taxe,  le  théorème  sur  le  pentagone  inscrit  donnera,  en 
supposant  que  le  point  e  s'éloigne  indéfiniment,  c'est-à-dire 
que  les  droites  ae  et  de  y  par  exemple,  deviennent  parallèles 
à  l'axe  (flg.  186).  la  tangente  en  l'un  des  points.  Lorsqu'on 
aura  déterminé  deux  tangentes,  on  sera  ramené  au  cas  pré- 
cédent. 

'    314.  Théorème  V.  Un  hexagone  étant  circonscrit  à  une  section 
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conique^  les  trois  droites  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent 
par  un  mime  point. 

Ce  théorème,  trouvé  par  Brianchon,  se  déduit  du  pré- 
cédent par  la  méthode  des  po- 
laires réciproques.  Soit  abcdef 
(fig.  188)  un  hexagone  circons- 
crit à  une  section  conique; 
l'hexagone  inscrit,  qui  a  pour 
sommets  les  points  de  con- 
tact, est  la  figure  corrélative 
de  l'hexagone  circonscrit,  par 
rapport  à  la  section  conique 
proposée  ;  car  les  sommets  a, 
ày  Cy...  de  l'hexagone  circons- 
crit sont  les  pôles  des  côtés 
A',  B',  C,.-  de  l'hexagone 
inscrit.  La  diagonale  ad  de 
l'hexagone  circonscrit  est  la 
polaire  du  point  d'intersection 
m'  des  côtés  opposés  A'  et  D' 
de  l'hexagone  inscrit;  de  mê- 
me la  diagonale  be  est  la  polaire  du  point  d'intersection  «< 
des  côtés  B'  et  E  et  la  diagonale  c/'la  polaire  du  point  d'in- 
tersection p'  des  côtés  G'  et  F.  Puisque  les  trois  points  m\ 
n\  p'  sont  en  ligne  droite,  les  trois  droites  ad,  be^  c/*  passent 
par  un  même  point  0,  pôle  de  cette^droite. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  analogue  à  celle  qui  a  été 
faite  à  propos  du  théorème  de  Pascal.  Il  n'est  pas  nécessaire 
que  l'hexagone  circonscrit  soit  convexe,  il  suffit  qu'il  soit 
fermé.  Supposons  qu'on  ait  tracé  six  tangentes  à  une  section 
conique;  pour  former  Thexagone,  partant  du  point  d'inter- 
section de  deux  tangentes,  on  s'avancera  sur  l'une  d'elles 
jusqu'à  la  rencontre  d'une  autre  tangente;  puis  sur  cette 
seconde  tangente,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  jusqu'à  la 
rencontre  d'une  troisième  tangente,  et  ainsi  de  suite,  de  \ 
manière  à  revenir  au  point  de  départ,  après  avoir  marché 
sur  toutes  les  tangentes  sans  discontinuité.  La  ligne  brisée 


Fig.  iSS. 
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ainsi  formée  est  un  hexagone  circonscrit.  Si  Ton  numérote 
les  sommets  dans  l'ordre  suivant  lequel  on  les  a  obtenus,  les 
trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets  (i,  4),  (a,  5),  (3, 6) 
passent  par  un  même  point  (fig.  189). 


Fig.  189. 

Corollaire.  Quand  on  définit  une  section  conique  par  cinq 
tangentes,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  précédent,  construire 
autant  de  tangentes  que  l'on  veut.  Soient  les  cinq  tangente» 
abj  bc,  cd^  de,  ef{ûg.  188);  cherchons  la  seconde  tangente  qui 
passe  par  un  point  a  pris  arbitrairement  sur  Tune  des  tan* 
gentes  données;  on  prendra  le  point  dlntersection  0  des  dia- 
gonales ad  et  be;  on  mènera  la  droite  co  et  on  joindra  le 
point  a  au  point  fou  la  droite  co  rencontre  la  tangente  ef. 

On  peut  aussi  déterminer  le  point 
de  contact  de  chacune  des  tangen- 
tes. Quand  deux  côtés  de  Thexagone 
circonscrit,  par  exemple  les  côtés 
ab  et  bc,  coïncident,  le  sommet  in- 
termédiaire b  devient  le  point  de 
contact;  pour  trouver  ce  point  de 
contact,  on  joindra  le  sommet  e  au 
point  d*intersection  0  des  diagonales 
ai  et  cf{&g.  190). 
Lorsqu'on  a  déterminé  les  points  de  contact  de  trois  tan- 
gentes, on  obtient  les  éléments  de  la  courbe  par  le  procédé 
que  nous  avons  indiqué  au  n®  3ia. 

On  pourrait  aussi  obtenir  immédiatement  le  centre  à  Taida 
d'un  théorème  démontré  au  n*^  5oo. 


ng.  190. 
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Du  théorème  de  Brunghon,  on  déduit  les  corollaires  sui- 
rants  :  Un  quadrilatère  étant  circonicnt  à  une  section  conique^ 
les  deux  diagonales  et  les  deux  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  même  point. 

Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  section  conique,  les  droites 
qui  joignent  tes  sommets  aux  peints  de  contact  des  côtés  opposés 
passent  par  un  même  point.  Il  suffit  de  compléter  Thexagoue 
circonscrit,  dans  le  premier  cas  avec  les  points  de  contact  de 
deux  côtés  opposés,  dans  le  second  cas  ayec  les  trois  points 
de  contact. 

SYSTÈMES  HOMOORAPHIQUBS. 

Sitt.  Lorsqu'on  a  sur  deux  droites  données  deux  systèmes  de  points 
qpï  se  correspondent  chacun  à  chacun,  de  telle  sorte  que,  si  Ton  dé- 
signe par  a;  et  a^  les  distances  (affectées  de  signes  convenables)  de  deux 
points  correspondants  à  deux  points  fixes  pris  sur  les  droites,  on  ait 
la  relation 

(0  Aasr'+Bar-f  Car'+D  =  o; 

on  dit  que  ces  deux  systèmes  de  points  sont  homographiquei. 

Cette  équation  renfermant  trois  paramétres  arbitraires,  on  peut  à 
trois  points  pris  h  Yolonté  sur  la  première  droite  faire  correspondre 
trois  points  pris  à  Tolonté  sur  la  seconde,  et  le  mode  de  division  ho- 
mogprapbique  se  trouve  ainsi  déterminé. 

Lorsque  le  point  m' de  la  seconde  droite  s'éloigne  à  l'infini,  le  point 
homologue  m  de  la  première  tend  vers  une  position  limite  i  donnée 

par  la  formule  x  =  —  T  *  ^®  même,  lorsque  le  point  m  de  la  première 

droite  s'éloigne  à  l'infini,  le  point  m'  de  la  seconde  tend  vers  la  posi- 

Honf  donnée  par  la  formule  «'  =— -r.  Si  Ton  compte  les  distances 

sur  ces  deux  droites,  à  partir  des  points  /  et  t,  la  relation  se  simplifie 
et  devient 

(«)  Axx^  +  Dr=o. 

Un  faisceau  de  droites  passant  par  im  même  point  o  (fig.  191}  dé- 
termine sur  deux  sécantes  quel- 
conques deux  systèmes  de  points 
homographiques  ;  car,  en  appe- 
lant ar,  et  y^  les  coordonnées  du 
point  0  par  rapport  aux  deux  sé- 
cantes, a  et  p  l'abscisse  et  l'or* 
Pig.  ICI.  donnée  des  points  m  et  m' où  Tune 
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des  droites  da  faisceau  rencontre  les  deox  sécantes,  on  a  entre  les  n,* 
liablet  a  et  p  la  relation 

Réciproquement,  lorsqu'on  a  sur  deux  droites  deux  systèmes  de 
points  homographiques,  on  peut  placer  les  droites  de  manière  que 
Vun  dos  systèmes  soit  la  perspective  de  Tautre  ;  il  suffît  de  déplacer 
Tune  des  droites  de  manière  à  faire  coïncider  deux  points  homologues 
«  et  a';  les  droites  66',  cc\  qui  joignent  deux  couples  de  points  ho- 
mologues, se  coupent  en  un  point  o;  la  droite  om  qui  joint  le  point  o 
à  un  point  quelconque  m  de  la  première  droite  passera  par  le  point 
homologue  m'  de  la  seconde.  Des  parallèles  oi  et  of  aux  deux  droites 
donneront  les  points  t  et  /. 

Deux  systèmes  de  points  homographlques  à  un  troisième  sont  ho- 
mographiqnes  entre  eux  ;  car  réiimination  de  x  entre  les  deux  équa- 
tions 

{Ax'  +  B)x  +  {Cx'  +  D)  =  o, 
(A,x^+B.)x  +  (C,ar,  +  D,)  =  o, 

donne  une  équation  de  même  forme  entre  a/  et  X|. 

S16.  Considérons  les  deux  fabceaux  de  droites  que  Ton  obtient  en 
joign*ant  deux  points  fixes  o  et  o'  à  deux  systèmes  de  points  homo- 
graphlques ;  ces  deux  faisceaux  déterminent  sur  des  sécantes  quel- 
conques des  systèmes  de  points  homographlques  ;  on  dit,  d'après  cela, 
que  les  deux  fiiisceaux  de  droites  sont  homographlques. 

Concevons  que,  par  un  point  fixe  situé  sur  Taxe  des  x^  et  ayant 
pour  abscisse  —  x,  on  mène  des  parallèles  aux  droites  des  deux  fais- 
ceaux; ces  parallèles  détermineront  sur  Taxe  des  y  deux  systèmes  de 
points  homographlques;  Tordonnée  de  chacun  de  ces  points  étant 
égale  au  coefQcient  angulaire  de  la  droite  correspondante,  on  en  con- 
clut que  les  coefficients  angulaires  m  et  m' des  droites  homologues  sont 
liés  par  la  relation 

(3)  Amm'  +  Bm  +  Cm'4-D  =  o. 

Réciproquement,  lorsque  dans  deux  faisceaux  les  coefficients  angu- 
laires de  deux  droites  homologues  satisfont  à  une  relation  de  cette 
iérme,  les  deux  faisceaux  sont  homographlques.  Tels  sont,  par  exem- 
ple, les  deux  faisceaux  que  l'on  obtient  en  menant  par  deux  points 
fixes  0  et  o'  des  parallèles  à  deux  diamètres  coigugués  d'une  conique. 

Deux  faisceaux  homographlques  à  un  troisième  sont  homographl- 
ques entre  eux. 

Deux  systèmes  de  points  homographlques  se  transforment  dans  la 
ligure  polaire  réciproque  en  deuK  faisceaux  de  droites  homograpbi- 
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qacs.  Soient  P  et  Q  les  deux  droites  données,  p'  et  tf  leors  pôles  par 
rapport  k  une  courbe  du  second  degré  dont  le  centre  est  o  ;  à  un  point 
a  de  la  première  droite  correspond  une  droite  A'  passant  pat  son 
pôle  p';  à  un  point  h  de  la  seconde  droite  une  droite  B'  passant  par 
son  pôle  q'.  Les  droites  oa,'o6  forment  deux  faisceaux  homographi- 
ques  ;  le  faisceau  des  droites  A'  étant  homographiqne  de  celui  de» 
droites  oa^  et  le  faisceau  des  droites  B'  de  celai  des  droites  o5,  on  en 
condut  que  les  deux  fedsceaux  A'  et  B'  sont  homographiques. 

REifABQui.  Dans  les  deux  relations  (i)  et  (3)  nous  ayoner  supposé 
que  les  coefficients  A^  B,  G,  D  ne  Tériûent  pas  la  condition 

AD  —  CB  =  o. 

Si  celte  condition  était  remplie,  le  premier  membre  de  la  rela- 
tion (i),  par  exemple,  se  décomposerait  en  deux  facteurs  linéaires, 
Tun  en  x  l'autre  en  x',  et  cette  relation  (i}  prendrait  la  forme 

A  (05  —a)  (a:'  — «')  =  o. 

A  une  valeur  attribuée  à  a/  répondrait  toujours  la  valeur  x  :=  «,. 
et,  pour  a/  =  a\  X  serait  indéterminé. 

317.  Lorsqu'on  a  sur  une  même  droite  deux  systèmes  de  points 
homographiques,  il  existe  sur  la  droite  deux  points  doubles,  c'est-à- 
dire  deux  points  tels  que  chacun  d'eux,  considéré  comme  appartenant 
à  l'un  des  systèmes,  coïncide  arec  son  homologue  dans  l'autre  système* 
En  effet,  si  l'on  compte  les  distances  sur  la  droite,  à  partir  d'un  même 
point,  et  qu'on  fasse  a/=a7,  on  a,  en  yertu  de  la  relation  (i],  une 
équation  du  second  degré 

4)  AiD«  +  (B  +  C)aî  +  D  =  o, 

dont  chaque  racine  donne  un  point  double.  Les  deux  poinrts  doubles 
sont  réels  ou  imaginaires. 

Supposons  que  Ton  ait  construit,  comme  nous  l'ayons  expliqué,  les 
deux  points  i  et  /  homologues  de  l'infini  ;  si  l'on  compte  les  distances 
à  partir  du  point  c,  milieu  de  »/,  l'équation  (i)  devient 

(5)  Aaîaî'+B(a5— a?^  +  D=o. 
L'équation  (4))  qui  donne  les  points  doubles,  se  réduit  à 

(6)  Aaî>  +  D  =  o. 

Appelons  &  le  point  du  second  système  homologue  du  point  •  do 
premier,  Téquation  (5)  devant  être  vérifiée  pour  a;a:  o  et  tv  =s  ce^,  on  a 

d'ailleurs 
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on  es  déduit 

et  réquation  (6)  deyient 

(7)  a?"  =  c/  X  ce'. 

Le«  points  doubles  sont  réels,  quand  les  deux  longueurs  c/  et  C(f 

sont  portées  dans  le  même  sens  ;  ponr 
les  construire,  on  décrira  un  cercle  Bur 
c^/  comme    diamètre   (fig.  192);    on 

-j^ — Jf -^ — mènera  du  point  c  une  tangente  à  ca 

cercle;  rabattant  la  tangente  sur  la 
Fis.  193.  droite,  on  obtiendra  les  deux  pointa 

doubles  6  et  f^  qui  sont  situés  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  du 
point  c. 

318.  Deux  faisceaux  bomograpbiques  ayant  même  sommet  admets 
tentdeméme  deux  droites  doubles,  réelles  ou  imaginaires;  on  obtien- 
dra leurs  équations  en  joignant  le  sommet  aux  deux  points  doubles 
de  la  division  homographique  déterminée  par  le  faisceau  sur  une  sé- 
cante quelconque. 

Lorsqu'on  fait  tourner  un  angle  constant  autour  de  son  sommet, 
les  deux  côtés  forment  deux  faisceaux  homograpbiques  autour  du 

même  point,  les  diverses  positions  de 
l'un  des  côtés  constituant  le  premier 
faisceau,  celles  de  l'autre  côté  le  se- 
cond faisceau.  Car,  si  l'on  fait  tourner 
le  premier  faisceau  de  l'angle  constant 
Fig.  193.  autour  du  sommet,  il  coïncide  avec  le 

second.  La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  des  droites  homo- 
logues en  coordonnées  rectangulaires  est  mm' +  x+c(m— m')=o; 
les  droites  doubles  sont  imaginaires  et  ont  pour  équation  m^  +^'  =  o; 
ce  sont  les  asymptotes  du  cercle  œ*  +  y*  =r*. 

Ces  deux  faisceaux  déterminent  sur  une  droite  quelconque  deux 
systèmes  de  points  homograpbiques,  dont  les  points  doubles  sont  ima- 
ginaires. Réciproquement,  lorsque  les  points  doubles  de  deux  systèmes 
de  points  homographiqoes  sur  une  même  droite  sont  imaginaires,  on 
peut  obtenir  ces  deux  systèmes  de  points  par  la  rotation  d'un  angle 
constant  autour  de  son  sommet.  Le  mode  de  division  est  défini  par 
les  trois  couples  de  points  (c,  oQ,  (t*,  oo),  (00  yf)^  le  point  c  étant  le  mi- 
lieu de  ij'  ;  la  perpendiculaire  co  à  la  droite  rencontre  le  cercle  décrit 
sur  c'j'  comme  diamètre  en  un  point  0;  l'angle  ifoc^  en  tournant 
autour  du  point  0,  donnera  la  division  homographique  proposée. 

319.  Involution.  Considérons  deux  systèmes  de  points  homogra- 
pbiques sur  une  même  droite  et  supposons  que  deux  points  homolo- 
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gués  a  et  a'  soient  réciproques,  c'est-à-dire  que,  si  an  point  a  dn  pre- 
mier système  correspond  le  point  <f  dans  le  second,  réciproquement 
an  point  a'  considéré  comme  appartenant  an  premier  système  corres- 
pond le  point  a  dans  le  second,  n  faudra  que  l'équation  (i)  reste  véri- 
fiée quand  on  permute  les  valeurs  particulières  de  os  et  de  ^  qui  se  rap- 
portent à  ces  deux  points,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  B =G  ;  mais  alors 
tous  les  points  homologues  sont  réciproques  deux  à  deux,  et  l'on  dit 
que  les  points  sont  en  ùivolnUon. 
L'équation 

(7)  AaBap'  +  B(aî  +  «')  +  D=o 

ne  contenant  que  deux  paramètres  arbitraires,  il  suffît  de  deux  couples 
de  points  wnjugués  ia^c^^  (b^b^  pour  définir  Tinyolution.  Les  deux 
points  i  et  /  coïncident,  et  si  Ton  compte  les  distances  à  partir  de  ee 
point  j,  l'équation  (7)  se  réduit  à 

(8)  Aa»'+D=o; 

on  appelle  ce  point  le  centre  de  rinvolution.  Il  y  a  deux  points  doubles 
e  et  ff  réels  ou  imaginaires,  donnés  par  l'équation 

L'équation  (8)  devient  ainsi  xa/=zi?;  on  en  conclut  que  les  deux 
points  doubles  e  et  /  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux 
points  conjugués  quelconques. 

Les  cercles  menés  par  deux  points  fixes  p  et  g  déterminent  sur  une 

droite  une  involution  (fig.  194).  Soit  t  le 
point  où  la  droite  pq  rencontre  la 
droite  donnée;  si  l'on  appelle  x  et  3^ 
les  distances  de  ce  point  aux  deux  points 
d'intersection  de  la  sécante  et  de  l'une 
des  circonférences,  on  axx'=tp.tg;  le 
Fig.  194.  pointiest  donc  le  centre  de  l'involution. 

Les  points  doubles  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant  que  le  point  t 
est  situé  en  dehors  des  points  p  et  g,  ou  entre  ces  deux  points.  Dans 
le  premier  cas,  on  obtient  les  points  doubles  en  menant  dn  point  t' 
une  tangente  à  l'un  des  cercles  et  rabattant  cette  tangente. 

Lorsqu'on  définit  Tinvolution  sur  une  droite  par  deux  couples  de 
points  conjugués  (a,  a'),  (6,6'),  on  peut  aisément  construire  deux  points 
conjugués  quelconques  ;  par  les  deux  points  a  et  a'  menons  un  cercle, 
par  les  deux  points  6  et  6'  et  un  point  arbitraire  p  du  premier  menons 
un  second  cercle;  ces  doux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  q  ; 
le  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  p  et  g  et  on  point  m  de  la  droite 
déterminera  le  point  conjugué  m'« 
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Uoniidérons  de  mëmB  deux  faisceaux  homographiqaes  ayant  mftma 
■onunet  ut  tels  qne  deux  droites  homologues  soient  rédproqaae  ;  ces 
droites  déterminent  sur  nne  sécante  quelconque  des  points  en  imalu- 
tion  ;  tontes  les  droites  homologues  sont  donc  réciproques  deux  à  denz. 
et  l'on  dit  qne  les  droites  sont  en  involution.  Il  7  a  deux  droites  dou- 
bles réelles  on  imaginaires;  mais  il  n'eiùsle  rien  d'analogue  au  centre 
d'involntion. 

Nous  avons  dit  (n0  3i8)  que,  lorsqu'un  angle  constant  tourne  «atonr 
de  son  sommet,  les  deux  cAtés  forment  deux  faisceaux  homographiques. 
Quand  l'angle  est  droit,  il  j  a  rficiprocilé,  et  par  conséquent  inTola- 
tion;  les  droites  doubles,  comme  nous  l'aTOtts  remarqué,  sont  les 
asymptotes  d'un  cercle. 
Réciproquement,  lorsque  sur  nne  droite  les  points  doubles  d'une  in- 
ToluUon  sont  imaginaires,  on  peut 
obtenir  tes  couples  de  points  conju- 
gués par  la  rotation  d'un  nngle  droit 
-■  autour  de  son  sommet.  L'involutioa 
09t  définie  par  les  deux  couples  de 
points  conjugués  (f,  00],  {a, a'];  sur 
aa'  comme  diamètre  décrivons  un 
Fig.  195.  cercle  (Cg,  igS);  au  point  t  élevons 

sur  la  droite  une  perpendiculaire  qui  coupera  le  cercle  en  deux  points 
p  et  9  ;  un  cercle  passant  par  les  deux  points  p  et  9  déterminera  deux 
points  conjugués  m  et  m',  et  l'angle  mpm'  est  droit. 

Les  diamètres  conjugués  d'une  conique  sont  en  involuUon.  Les 
droites  doubles  sont  réelles  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  imaginaires 
dans  le  cas  de  l'ellipse. 

SSO.  Théorème  1.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiqiuê,  h 
lieu  du  point  d'intenection  de  deux  droites  homolonuet  est  une  amiqua 
passant  par  les  sommets  des  deux  faisceaux. 

Cherchons  combien  de  points  du  Ueu  sont  situés  sur  une  drtHte 
quelconque  D;1es  deux  faisceaux  homo- 
graphiques 0  et  0*  (Qg.  it]6)  déterminent 
sur  cette  droite  deux  systèmes  de  points 

homographiques  («,«'), 0,p'),  (y, t'), ; 

n  deux  droites  homologues  oe,  o'e,  qui  se 

coupent  surla  droite  D,  donnent  un  point 

double  e  ;  comme  il  n'existe  sur  la  droite 

Pii[.  luG.  D  que  deux  points  doubles  t  et  f,  on  en 

conclut  que  cette  droite  ne  rencontre  le  lieu  qu'en  deux  points,  réel» 

on  imaginaires;  ainsi  le  lieu  est  du  second  ordre. 

A  la  droite  o'e  dn  second  faisceau  correspond  nne  certaine  droito 
tp  du  premier;  le  point  d'intersection  vient  en  0,  et  la  droite  op  est 
tangente  en  ce  point.  De  même,  la  courbe  passe  par  le  point  </  et 
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•Hé  est  tangente  en  ce  point  à  la  droite  o'q'  du  seeond  faisceaa  homo- 
logne  de  la  droite  oo'  du  premier* 

CoROLLAiaB.  Ceci  no  as  permet  de  tronrer  les  points  où  une  droite 
donnée  D  coupe  une  conique  définie  par  cinq  points  o,  o%  a,  6,  c  ;  si 
Ton  joint  deux  des  points  o  et  o'  aux  trois  autres,  on  a  trois  couples 
de  droites  [oa^  o'a),  (06,  o'6),  {pc^  o'c\  déterminant  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  0  et  0'  ;  le  lieu  du  point  d*intersection  des  droites  ho- 
mologues est  la  conique  passant  par  les  cinq  points  donnés  ;  les  trois 
couples  de  points  (a,a)«  (p»p')>  (TiY')  définissent  la  division  homogra- 
phique  sur  la  droite  D  ;  on  trouvera  les  deux  points  douhles  e  et  /par 
le  procédé  indiqué  au  n®  3i7. 

Si  la  droite  passe  par  l'un  des  points  donnés,  0  par  exemple,  il  suffit 
de  construire  la  droite  homologue  dans  le  second  faisceau.  De  même, 
comme  nous  l'avons  dit  déjà,  on  ohtiendra  la  tangente  en  0,  en  me- 
nant la  droite  op  du  premier  faisceau  homologue  de  la  droite  o'o  du 
second.  On  déterminera  ainsi  autant  de  points  et  autant  de  tangentes 
que  l'on  voudra  de  la  conique  cherchée. 

Reuarque.  Lorsque  la  droite  00'  qui  passe  par  les  sommets  se  corres- 
pond à  elle-même  dans  les  deux  faisceaux,  elle  fait  évidenmient  partie 
du  lieu  qui  alors  se  compose  de  deux  droites  ;  dans  ce  cas,  le  lieu  du 
point  d'intersection  des  droites  homologues  est,  à  proprement  parler, 
une  ligne  droite. 

321   Théorèhe  II.  Étant  dormes  deux  systèmes  de  points  homogra' 

A'/  pkiques  sur  deux  di^oites 

fixes  A  et  A',  la  droite  aa\ 
qui  joint  deux  points 
homologues  quelconques, 
enveloppe  .  une  conique 
tangente  aux  deux  droites 
fixes. 

Cherchons  coml>ien  de 
tangentes  à  l'enveloppe 
passent  par  un  point 
arbitraire  p  du  plan 
(Cg.  197);  les  droites  pa, 
pa' ,  qui  joignent  le 
Yig,  i»7.  point  p  à  deux  points 

homologues,  forment  autour  do  point  p  deux  faisceaux  hcmographi- 
ques  :  lorsque  la  droite  mobile  ao',  dans  une  de  ses  positions  mm\ 
passe  par  le  pointp,  elle  devient  une  droite  double  des  deux  faisceaux  ; 
comme  il  n'existe  que  doux  droites  doubles  pm,  pn,  on  en  conclut  que 
par  le  point  p  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes,  réelles  ou  imagi- 
naires, à  la  courbe  enveloppe  ;  cette  courbe  est  donc  de  la  seconde 
dasse,  et  par  conséquent  du  second  ordre. 
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Au  point  d'intersection  o  des  deux  droites  ûxes  A  et  A'  considéré 
eomnie  appartenant  à  la  seconde  droite,  correspond  sur  la  première 
nn  point  h .  la  droite  mobile  yient  en  oh  et  la  courbe  est  tangente  à 
la  droite  A  ai«  point  h.  De  môme,  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  A' 
au  point  g'  de  cette  droite  homologue  du  point  o  de  la  droite  A. 

CoROLLAiEB.  Ccci  uous  permet  de  mener  par  un  point  donnép  des  tan- 
gentes à  la  conique  définie  par  cinq  tangentes  ;  si  Ton  joint  au  point  p  les 
points  où  deux  des  tangentes  A  et  A'  sont  coupées  par  les  trois  autres  B, 
C,  D,  on  a  trois  couples  de  droites  déterminant  deux  faisceaux  homo- 
graphiques,  dont  les  droites  doubles  sont  les  tangentes  demandées. 

Si  le  point  p  est  situé  sur  Tune  des  tangentes  données,  A  par 
exemple,  les  points  où  les  tangentes  A  et  A'  sont  coupées  par  les  trois 
autres  B,  C,  D,  définissent  sur  ces  deux  premières  tangentes  deux 
systèmes  de  points  bomographiques  ;  on  cherchera  sur  la  droite  A'  le 
point  p'  homologue  du  point  p  sur  A  ;  la  droite  pp'  sera  tangente  à 
la  conique. 

Le  point  do  contact  de  la  tangente  A  est,  comme  nous  Tavons  dii, 
le  point  de  cette  droite  homologue  du  point  o  de  A'. 

Remarque.  Lorsque  le  point  d'intersection  o  des  deux  droites  fixes 
se  correspond  à  lui-même  sur  les  deux  droites,  dans  la  figure  polaire 
réciproque  la  droite  des  sommets  se  correspondra  à  elle-même  dans 
les  deux  faisceaux;  le  lieu  se  réduisant  dans  ce  cas  à  une  droite,  Fen- 
Teloppe  se  réduit  à  un  point  :  donc  toutes  les  droites,  telles  que  aa\ 
passent  par  un  même  point. 

322.  Les  deux  théorèmes  précédents  donnent  naissance  à  un  grand 
nombre  de  propriétés  remarquables.  Nous  en  indiquerons  quelques-unes. 
Par  exemple,  si  deux  angles  constants  tournent  autour  de  leurs 
ionunets  de  manière  que  le  point  d'intersection  de  deux  cètés  décrive 
une  droite  fixe,  les  deux  autres  côtés  formeront  deux  faisceaux  bo- 
mographiques, et,  par  conséquent,  le  lieu  de  leur  point  d'intersection 
sera  une  conique  passant  par  les  deux  sommets  fixes. 

De  même  si,  sur  deux  droites  fixes,  à  partir  des  points  où  elles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  mobile  menée  par  un  point  fixe,  on  porte, 
dans  un  sens  déterminé,  deux  longueurs  constantes,  il  est  éyident 

que  les  extrémités  de'ces  longueurs  for- 
meront deux  systèmes  de  points  bomo- 
graphiques, et  par  conséquent  que  la 
droite  qui  les  joint  enveloppera  une 
conique  tangente  aux  deux  droites  fîiea. 
Considérons  un  triangle  maa%  dont 
les  trois  côtés  tournent  autour  de  trois 
points  fixes  o,  o\  p  (flg.  198),  tendis  que 
fig,  los.  deux  sommets  a  et  a'  glissent  sur  deux 

droites  fixes  A  et  A';  les  faisceaux  0  et 
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p  sont  homographîques,  de  même  p  et  o'  ;  donc  les  faisceaux  o  et  •* 
sont  homographiqaes,  et  le  point  m,  troisième  sommet  du  triangle, 
décrit  une  conique  passant  par  les  deux  points  o  et  o'.  Il  est  aisé  de 
voir  que  le  point  d'intersection  c  des  droites  A  et  A'  et  les  deux  points 
d  et  e,  où  ces  droites  sont  coupées  par  les  droites  po'  et  po,  appar- 
tiennent au  lieu  ;  de  cette  manière,  la  conique  est  définie  par  cinq 
points. 

Lorsque  les  trois  points  fixes  o,  o',  p  sont  en  ligne  droite,  la  droite 
oo'  se  correspond  &  elle-même  dans  les  deux  faisceaux,  et  le  lieu  du 
sommet  m  est  une  ligne  droite  ;  c'est  le  problème  que  nous  avons 
traité  au  n**  zo5. 

Considérons  de  même  un  triangle  mobile  aba'  (fig.  199),  dont  les 
trois  sommets  gUssent  sur  trois  droites 
fixes  A,  A',  B,  tandis  que  deux  côtés 
ba,  ba'  tournent  autour  de  deux  points 
fixes  0  et  0'  ;  le  faisceau  0  détermine 
sur  les  droites  A  et  B  deux  systèmes 
de  points  a  et  ^  homographiques;  de 
même  le  faisceau  0'  détermine  deux 
systèmes  de  points  homographiques 
b  et  a';  donc  les  deux  systèmes  a  et  Fig.  199. 

a'  sont  homographiques,  et  le  troi- 
sième côté  aa'  du  triangle  enveloppe  une  conique  tangente  aux  deux 
droites  A  et  A^  On  verra  aisément  que  la  droite  00'  et  les  deux 
droites  o'c  et  od,  qui  joignent  les  points  0  et  0'  aux  points  où  la 
droite  B  coupe  les  droites  A  et  A',  touchent  la  conique;  de  cette 
manière  la  conique  sera  définie  par  cinq  tangentes. 

Lorsque  les  trois  droites  A,  A',  B  passent  par  un  même  point,  le 
point  d'intersection  des  droites  A  et  A'  se  correspond  à  lui-même,  et 
l'enveloppe  se  réduit  &  un  point;  donc  la  droite  aa'  passe  par  un 
point  fixe. 

Ce  mode  de  démonstration  s'applique  à  des  polygones  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés.  Ainsi,  lorsque  les  n  côtés  d'un  polygone  tournent 
autour  de  n  points  fixes  et  que  n  —  i  sommets  décriventdes  droites, 
le  dernier  sommet  décrit  une  conique.  Lorsque  les  n  sommets  d'un 
polygone  décrivent  des  droites,  et  que  n —  i  côtés  tournent  autour  de 
points  fixes,  le  dernier  côté  enveloppe  une  conique. 

Les  théorèmes  I  et  II  permettent,  comme  nous  l'avons  vu,  de 
construire  une  conique  définie  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes; 
mais  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  donnent  des  construc- 
tions plus  simples. 

924.  ThéorAmb  m.  Lorsque  dans  réquation  générale  d^un  faisceau 
de  eoniaues  assujetties  à  auatre  conditions  le  paramètre  arbitraire 
n'entre  qu'au  premier  degré,  ces  coniques  déterminent  sur  une  droite 
quelconque  des  points  en  involution. 
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Si  l'on  prend  la  droite  pour  axe  des  x,  et  si  dans  l'équation  propo* 
sée  on  fait  y  =  o,  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(A  +  kA')x^  +  (B  +  kW)x  +  (C  +  ÂtC)  =  o, 

il:  étant  le  paramètre  arbitraire.  En  appelant  x  et  a;'  les  deux  racines» 

x  +  x'  .  _     xx^     __       t 
^°*  -B-ifcB'"~C  +  ikG'""A  +  ikA" 

doùlondédmt         AB-^BA-      =   AG--CA-    ' 

325.  Tb^oeâmb  IV.  Les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés  déterminent  sur  une  droite  queïconqtie  des  points  en  involution. 

On  sait  [n^  277)  que  l'équation  des  coniques»  qui  passent  pae 
quatre  points  donnés 
a,  b,  c,  d,  renferme 
un  paramètre  arbi- 
traire au  premier 
degré;  en  yertu  du 
théorème  précédent, 
ces  coniques  déter- 
minent sur  une  droite 
quelconque     D     des  Fig.  soo. 

pQints  en  involution 

(fig.  aoo).  Les  deux  couples  de  droites  (ac,  bd),  {ab,  cd)  donnent  deux 
couples  de  points  conjugués  («,  a'),  (p,  P')  définissant  l'inTolution. 

Corollaire.  Les  points  doubles  de  Tinyolution  sont  les  points  d» 
contact  des  coniques  passant  par  les  quatre  points  donnés  et  tan- 
gentes à  la  droite  D  ;  comme  il  y  a  deux  points  doubles,  on  en  con- 
clut qu'i/  y  a  deux  coniques^  réelles  ou  imagincàres^  passant  par  quatre^ 
points  donnés  et  tangentes  à  une  droite  donnée.  On  déterminera  ces 
points  par  la  construction  indiquée  au  b9  3 19,  et  alors  chacune  des 
coniques  sera  définie  par  cinq  points. 

326.  Théorkma  V.  Les  tangentes  menées  d'un  point  fixe  aux  co- 
niques tangentes  à  quatre  droites  données  sont  en  involution. 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent,  connu  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Dbsargues,  par  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Aux 
coniques  tangentes  À  quatre  droites  données  correspondent»  dans  la» 
figure  polaire  réciproque,  des  coniques  passant  par  quatre  points 
donnés;  aux  deux  tangentes  menées  d'un  point  fixe  p  à  Tune  des^ 
premières  coniques,  les  deux  points  d'intersection  de  la  droite  P', 
polaire  du  point  p,  avec  l'une  des  secondes  coniques;  ces  pointi^ 
d'intersection  sur  la  droite  P'  étant  en  inyolution,  les  faisceaux  des 
tangentes  partant  du  point  p'  sont  aussi  en  involution^ 

Les  quatre  droites  données  (fig.  soi)  forment  un  quadrilatère;  1» 
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diagonale  aa'  peut  être  considérée  comme  la 
limite  d'one  ellipse  tangente  aux  quatre  droites 
et  dont  le  petit  axe  devient  nul;  les  tangentes 
menées  du  point  p  &  cette  ellipse  réduite  &  son 
grand  axe  aa'  sont  pa  et  pa\  Il  en  est  de  même 
de  la  diagonale  bb'.  On  a  ainsi  deux  couples 
de  droites  conjuguées  {pa,  pa%  {pb,  pb')  défi- 
nissant TinTolution. 

Corollaire.  Lorsque  la  conique  passe  par  le 
point  p,  les  deux  tangentes  pm,  pm'  coïncident 
et  forment  une  droite  double;  comme  il  7  a 
deux  droites  doubles  dans  l'inyolution,  on  en 
conclut  qu't^  y  a  deux  coniques,  réelles  ou  ima- 
ginaires, touchant  quatre  droites  données  et 
Fig.  îoi.  poêsant  par  un  point  donné.  En  menant  une 

sécante  à  travers  le  faisceau,  et  déterminant  les  points  doubles  sur  la 
sécante,  on  obtiendra  les  droites  doubles  et  chacune  des  deux  coniques 
sera  déûnie  par  cinq  tangentes. 

327.  Théorème  VI.  Lei  coniques  tangentes  à  deux  droites  données  m 
deux  points  donnés  déterminent  sur  une.  sécante  quelconque  une  tnvo- 
lution,  dont  Pun  des  points  doubles  est  situé  sur  la  corde  des  contacts. 
Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  IV.  Supposons  que 
les  pointe  a  et  c  coïncident,  ainsi  que  les  points  b  eid  (ûg.  900)  ;  les 
deux  droites  ac  et  bd  seront  tangentes  en  a  et  en  6  ;  les  deux  droites  ab 
et  cd  se  confondant,  les  deux  points  conjugués  p  et  p'  se  réunissent 
en  Tun  des  points  doubles  de  Tinvolution  à  laquelle  appartiennent  les 
couples  de  points  («1,  m'),  («,  a  ). 

Corollaire.  Ceci  nous  donne  le  moyen  de  construire  une  conique 
passant  par  trois  points  donnés  a,  b,  c,  et  touchant  deux  droites  don- 
nées A  et  A'  (ûg.  202). 

Sur  la  sécante  ab  déterminons  les  deux  points  doubles  ^  et  /  de  Tin- 


Fig.  i02. 

vdlntion  définie  par  les  deux  couples  de  points  (a,  b),  (a,  «').  Sur  U 
aéeante  ac  déterminons  de  même  les  deux  points  doubles  ej  et  ^,  de 
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rinvolutioa  détinie  par  les  deux  couples  de  points  (a,  c),  (a^,  «J.  La 
corde  des  contacts,  deyant  passer  par  l'un  des  deux  points  e  et  /  et  par 
Tun  des  deux  points  «i  et  fu  coïncidera  avec  Tune  des  «piatre  droites 
que  Ton  obtient  en  joignant  ces  points  deux  à  deux  de  toutes  les  ma- 
nitees  possibles.  Je  dis  que  Tune  quelconque  de  ces  quatre  droites» 
par  exemple  66 1,  donnera  une  solution  du  problème  :  cette  droite  eeg 
rencontre  les  deux  droites  données  A  et  A'  en  deux  points  m  et  m';  on 
peut  mener  une  conique  passant  par  le  point  a,  et  tangente  aux 
droites  A  et  A'  aux  points  m  et  m'  {u9  a8o)  ;  cette  conique,  devant  cou- 
per la  sécante  aa  en  un  second  point  conjugué  du  point  a  dans  Tin- 
Tolution  définie  par  le  point  double  e  et  le  couple  de  points  (a,  a'),  pas- 
sera par  le  point  b\  on  démontrera  de  même  qu'elle  passe  par  le 
point  c.  Ainsi  il  y  a  quatre  coniques,  réelles  ou  imaginaires,  passant 
par  trois  points  donnés  et  touchant  deux  droites  données. 

328.  Théorème  VU  Ie6  tangentes  menées  d'un  point  fixe  aux  diverses 
coniques  qui  touchent  deux  droites  données  en  deux  points  donnés,  for- 
ment  une  involution  dont  une  droite  double  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  données» 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  V  Supposons  que 
les  deux  tangentes  ab  eiab'  coïncident  (fig.  soi),  amsi  que  a'b  et  o^y  : 
les  pomts  a  et  a'  deviennent  les  points  de  contact  des  tangentes  ab  et 
a'b^;  les  deux  points  b  et  b'  se  confondant,  les  deux  droites  pb  et  pb' 
se  réunissent  sur  Tune  des  droites  doubles  de  Tinvolution  à  laquelle 
appartiennent  les  deux  couples  de  droites  [pm,  pmQ,  {pa,  pa'). 

Corollaire.  On  en  déduit  le  moyen  de  construire  une  conique  pas* 
sant  par  deux  points  donnés  a  et  6  et  touchant  trois  droites  données 

mn,  pm  et  pn  (iig.  2o3).  Le  point  de  ren- 
contre 0  des  tangentes  en  a  et  6,  deyant 
être  situé  sur  Tune  des  deux  droites  dou- 
bles de  rinyolution  définie  par  les  deux 
couples  de  droites  (pa,  pb),  {pm,  pn),  et 
sur  Tune  des  deux  droites  doubles  de 
rinyolution  définie  par  les  deux  couples 
de  droites  {ma,  mb),  {mn,  mp),  coïncidera 
ayec  Tun  des  quatre  points  d'intersection 
de  ces  droites  doubles  prises  deux  à  deux. 
Je  dis  que  Tun  quelconque  de  ces  quatre 
points,  par  exemple  le  point  o,  donnera 
Fig.  ios.  une  solution  du  problème  ;  on  peut  dé- 

crire Uris  conique  tangente  aux  deux  droites  oa  et  ob  aux  points  a  et  6 
et  à  la  droite  pm  ;  la  seconde  tangente  que  l'on  peut  mener  du  point 
p  à  cette  conique,  deyant  être  conjuguée  de  la  droite  pm  dans  l'inyo* 
lutiob  définie  par  la  droite  double  po  et  le  couple  de  droites  (pa,  pb), 
eolncîdera  ayec  pn;  on  démontrera  de  même  que  la  droite  mn  est 
tangente  à  la  conique.  Ainsi,  il  y  a  quatre  coniques*  réelles  ou  imagi- 
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naires,  passant  par  deux  points  donnés  et  toachant  trois  droites  doxméef. 

329.  Remarque.  Noiu  aTODS  dit  (n^  s83)  que  l'on  peut  regarder  un 
foyer  comme  le  point  dMntersection  de  deux  tangentes  ayant  pour  coef- 
fidents  angulaires  =b:i,c*est^à-dire  parallèles  aux  asymptotes  d'un  cer- 
cle; donner  un  foyer,  c'est  donc  donner  deux  tangentes  â  la  coniqae  ; 
ainsi,  parmi  les  coniques  qui  ont  un  foyer  donné,  il  y  en  a  une  tangente 
à  trois  droites  données  (n^  369)^  deux  tangentes  à  deux  droites  données 
ek  passant  par  un  point  donné,  quatre  (dont  deux  réelles  et  deux  ima« 
ginaires)  tangentes  à  une  droite  donnée  et  passant  par  deux  points 
donnés,  et  enûn  quatre  passant  par  trois  points  donnés  {nf^  a6o). 

Nous  ayons  appris  à  construire  une  conique  satisfaisant  à  cinq  con- 
ditions élémentaires,  points  de  la  courbe  ou  tangentes  ;  quatre  con- 
ditions suffisent  poor  la  détermination  d*nne  parabole,  et  l'on  peut 
lamener  la  question  à  Tune  des  précédentes  par  une  transformation  à 
Kaide  de  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Nous  sayons  en  effet 
{o9  999]  que,  lorsque  le  centre  0  de  la  courbe  directrice  est  situé  sur 
une  conique,  la  courbe  polaire  réciproque  est  une  parabole,  et  que, 
réciproquement,  la  courbe  polaire  réciproque  d^nne  parabole  est  une 
coniqae  passant  par  le  centre  0  de  la  courbe  directrice.  Dans  la  trans- 
formation, la  condition  que  la  courbe  cherchée  est  nue  parabole  est 
donc  remplacée  par  le  point  0,  les  points  par  des  droites,  les  droites 
par  des  points.  La  construction  d'une  parabole  tangente  à  quatre 
droites  données  est  ainsi  ramenée  à  la  construction  d'une  conique  pas- 
sant par  cinq  points  donnés;  il  y  a  une  solution  et  une  seule.  De 
même,  il  y  a  deux  paraboles  passant  par  quatre  points  donnés,  ou 
passant  par  un  point  et  touchant  trois  droites  données  ;  quatre  para- 
boles passant  par  trois  points  et  touchant  une  droite,  ou  passant  par 
deux  points  et  touchant  deux  droites  données.  En  traçant  la  tangente 
en  0  à  la  courbe  polaire  réciproque  et  menant  le  diamètre  conjugué 
dans  la  courbe  directrice^  on  aura  la  direction  des  diamètres  de  la  pa- 
rabole, ce  qui  permettra  d'appliquer  immédiatement  aux  données  les 
théorèmes  précédents. 

M.  Chasles  a  imaginé  une  méthode  ingénieuse  pour  étudier  les  pro- 
priétés d'un  système  de  coniques  satisfaisant  à  quatre  conditions  don- 
nées, et  il  a  fait  yoir  que  ces  propriétés  dépendent  de  deux  nombres 
entiers  qu'il  appelle  les  caractéristiques  du  système  ;  ce  sont  les  nom- 
bres des  coniques  du  système  qui  passent  par  un  point  donné  ou  qui 
touchent  une  droite  donnée.  Par  exemple,  les  deux  caractéristiques 
du  système  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  donnés  sont  i 
et  a  ;  celles  du  système  des  coniques  qui  touchent  quatre  droites  don- 
nées sont  a  et  I,  celles  du  système  des  coniques  qui  passent  par  trois 
points  et  qui  touchent  une  droite  sont  a  et  4i  celles  du  système  des 
coniques  qui  passent  par  un  point  et  qui  touchent  trois  droites  sont 
4  et  a  ;  enfin  celles  du  système  des  coniques  qui  passent  par  deux 
points  et  qui  touchent  deux  droites  sont  4  et  4. 
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COORDONNÉES  HOMOGENES. 


330.  Quand  on  étudie  une  courbe  algébrique  définie  par 
son  équatioli  F  (x,y)=o,  il  y  a  souvent  avantage  à  consi- 
dérer la  fonction  entière  et  homogène  obtenue  en  remplaçant 

dans  F  (or,  y)  les  coordonnées  a?  et  y  par  -,  -  et  multipliant 

z       z 

le  résultat  par  une  puissance  convenable  de  i.  On  en  a  des 
exemples  quand  on  cherche  Téquation  de  la  tangente  en  un 
point  de  la  courbe  (n^  291)  ou  les  coordonnées  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  quelconque  du 
plan. 
On  appelle  alors  coordonnées  homogènes  d*un  point  trois 

nombres  x^  y^  z  tels  que  les  rapports  —  ,   -  soient  respecti- 


z 


vement  égaux  à  Tabscisse  et  à  l'ordonnée  de  ce  point.  Ainsi 

5  1 

un  point  qui  a  pour  abscisse  -  et  pour  ordonnée  -  a  pour 

coordonnées  homogènes  9,  2,  la  ou  gn,  sA,  lan,  n  étant  un 
nombre  quelconque  différent  de  zéro.  Soit  alors  [{x,  y^z)=o 
réquation  d*une  courbe  algébrique  rendue  homogène  par  le 
procédé  que  nous  venons  de  rappeler,  on  dira  que  cette  équa- 
tion est  réquation  de  la  courbe  en  coordonnées  homogènes. 
Points  à  Cinfini.  —  Droite  de  Ctnfinù  D'après  la  définition 
précédente,  pour  un  point  quelconque  du  plan  la  troisième 
des  coordonnées  homogènes  z  n'est  jamais  nulle.  On  consi- 
dère cependant  des  systèmes  de  valeurs  de  â? ,  y ,  z  dans  les- 
quels la  troisième  variable  z  est  nulle  et  Ton  dit  qu'un  pareil 
système  (Xj,  y,,  0)  correspond  à  un  point  à  F  infini  et  que  ce  point 
est  sur  une  courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  homogènes 

En  particulier,  dire  que  le  point  à  l'infini  (ar^,  y^,  o)  est  sur 

la  droite  y  =  ajr-j-  *«,  signifie  que  Ton  a  la  condition  y^  =axi. 

On  peut  remarquer,  pour  justifier  cetto  expression  de  point 

à  l'infini,  que  l'on  se  trouve  conduit  à  considérer  de  tels 
systèmes  do  valeurs  de  x,  y,  z  quand  on  suppose  qu'un  point 


=  0 
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s*éloigne  indéfiniment  sur  une  droite  donnée.  Ainsi 
dont  le&  coordonnées  homogènes  sont 

et^par  suite,  les  coordonnées  cartésiennes 

est  sur  la  droite  dont  Téquation  homogène  est 

X     y     z 

et  dont  le  coefficient  angulaire  est  a^^'"^^'.  Si  Ton  sup- 

Xj  — x% 

pose  que  X  tende  vers  i,  le  point  s*éloigne  indéfiniment  et 
pour  X=  i  on  aura  pour  ar ,  y ,  z  les  valeurs 

ar,  — iT,    ,    yi— yi    ,    o 

vérifiant  la  condition  y— flx=o. 

Comme  une  équation  homogène  du  premier  degré  en  x,  y,  z 
représente  en  général  une  droite,  et  que  les  coordonnées  de 
tous  les  points  à  Tinfini  vérifient  l'équation  homogène  du 
premier  degré  z  =  o,  on  dit  que  tous  les  points  à  Tinfini  se 
trouvent  sur  une  droite  (droite  de  Tinfini)  ayant  pour  équa- 
tion 2=0.  On  peut  dire  alors  que  deux  droites  parallèles 

y=ax-|-iz    ,    y=ax4-i'z 

ont  un  point  à  l'infini  commun  ou  se  coupent  sur  la  droite  de 
Finfini,  pour  rappeler  que  les  équations  de  ces  deux  droites 
flont  satisfaites  pour  un  même  système  de  valeurs  de  x,  y,  z 

^=1    ,    y=fl    I    «=o 
dans  lequel  z  est  nul.  On  peut  dire  de  même  que  deux  courbes 

A«>y>«)=o,<p(^,y,a)=o 

ont  un  point  à  Tinfini  {x^y  yi,  o)  commun  si  Ton  a 

/(a?,,yi,o)=o,  <p{^i,yi,o)=o.  j 

Comme  au  numéro  270,  on  appelle  point  imaginaire  un  système 
de  valeurs  imaginaires  de  x,  y,  z,  à  condition  qu'on  ne  puisse 
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pâB  rendre  op,  y,  x  réels  en  les  divisant  par  une  même  quantité 
imaginaire.  Un  point  imaginaire  à  Tinfini  sera  un  point  imagi- 
naire dont  la  coordonnée  i  est  nulle. 

Exemple.  L'éqaation  générale  d'un  cercle  est  en  coordonnées  car* 
tésiennes  rectangalaires  o^  et  y 

œ*  +  ^*  +  aj5  +  ^y  +  c=3o, 

donc  en  coordonnées  homogènes 

«•  +  y*  +  (a«  +  ^  +  c»)  »  =  o  , 

Cette  équation  est  Térifiée  par  les  deux  systèmes 

et  cela  quels  que  soient  a,6,c.  On  peut  donc  dire  qu*un  cercle  quel- 
conque passe  par  les  points  à  l'inflni,  dont  les  coordonnées  homogènes 

sont(i,  /— I,  o)  (i,  — ^— I,  o):  ces  deux  points  s*appellent  points 

GIRCULAIABS  A  L'OfFINI. 

Réciproquement,  toute  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les 
points  circulaires  à  l'infini  est  un  cercle.  Car  si  l'équation  générale  de 
second  degré 

Ax*  +  aBxy  +  C^  «  +  aDxz  +  aEyx  +  F»'  =  o 
est  Térifiée  par  les  coordonnées  de  ces  deux  points,  on  a 

A  +  aB/^  — C  =  o    ,    A  — aBv^^  — C  =  o 
d*où  en  ajoutant  et  retranchant 

A=C    ,    B=o    , 
ce  qui  exprime  que  la  conique  est  un  cercle. 

FORMULES  DB  TBANSFORMATION 

Supposons  que  Ton  fasse  un  changement  de  coordonnées 
et  que  les  formules  de  transformation  pour  les  coordonnées 
cartésiennes  soient 

^*^  T  =  à  +  pK  +  qY; 

on  prendra,  pour  les  coordonnées  homogènes,  les  formules 

scf  =  aZ'\'mX'\'ny 
(a)  !/  =  bz+px  +qy 

ï  =  z. 

Si  le  point  (x,  y^  z)  est  à  distance  finie  (z  différent  de  zéro) 
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ces  formules  sont  en  effet  identiques  aux  formules  (i)  d'après 
la  définition  même  dés  coordonnées  homogènes.  Si  au  con- 
traire z  est  nul,  c'est-à-dire  si  le  point  (x,  y,  x)  est  à  Tinfini, 
c'est  par  définition  que  l'on  regardera  les  valeurs  x\  t/,  z' 
données  parles  formules  (a)  comme  les  nouvelles  coordonnées 
du  même  point;  on  remarquera  que  l'on  a  encore  2^  =  0. 

APPLICATIONS 

Cherchons  l'équation  en  coordonnées  homogènes  de  la 
droite  joignant  les  deux  points  M^  et  M,  qui  ont  pour  coor- 
données {x^y  y^,  x^)  (xi,  yi,  X,).  Cette  équation  est 

X     y     z 
(3)  X,    y,    z,       =0; 

x^    yt    zt 

en  effet  l'équation  que  nous  venons  d'écrire  représente  une 
droite»  et  cette  droite  passe  par  les  deux  points,  car  l'équation 
est  évidemment  vérifiée  par  les  coordonnées  des  deux  points. 
On  peut  exprimer,  comme  il  suit,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  droite  en  fonction  d'un  paramètre.  Le  déter- 
minant (3)  étant  nul,  il  existe  une  même  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  éléments  des  trois  colonnes 
Aar-{-Barj-f-Car,=o,  Ay-)-Byj-|-Cy,=o,  Ajr+B^i+C2t=o. 
Le  coefficient  A  n'est  pas  nul,  car  s'il  était  nul  les  coordonnées 
^n  yi9  ^1  seraient  proportionnelles  à  or,,  y^,  z^  et  les  deux 
points  Ml,  M,  coïncideraient  et  ne  détermineraient  plus  une 
droite.  Le  coefficient  A  étant  différent  de  zéro,  on  peut  ré- 
soudre les  relations  ci-dessus  par  rapport  à  ar,  y,  x  et  l'on  a 
pour  â?,  y,  z  des  expressions  de  la  forme 

a?  =  jAXj  +  va:, ,  y  =  ixyi+vy,,  z  =  jaz. -f  vz,; 

réciproquement, quels  que  soient  v  et  |a  le  point  défini  par  ces 
expressions  appartient  à  la  droite  puisque  ces  expressions 
vérifient  l'équation  (3).  Gomme  on  peut  diviser  x,  y,  z  par 
une  même  quantité,  on  pourra  les  diviser  par  \k  et  en  faisant 

-  =  X  on  aura 
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(4)      x=x^+'kjci    ,  y=îri+^yi   »   «=^i+Xit 

excepté  pour  le  point  x,,  y,,  z,  qui  correspond  à  (a  ==  o. 
Interprétation  de  X.  Si  ^j  =z,  =  i  on  a 

g_gi+^i       y_yi4->yi. 

on  retombe  sur  des  formules  déjà  établies  (n""  57)  et  on  voit» 
en  appelant  M  le  point  (a;,  y,  z),  que 


MM, 

MM, 
Si  Zi  et  Z|  sont  quelconques  mais  non  nuls,  on  pourra  diviser 

X,  y,  z  par  z^  et  poser  X  — = X'  ;  il  vient 

2|  Z|  Zi  Zt 

on  retombe  donc  sur  le  cas  précédent  et  X'  est  déâoi  par 


MM,' 

z% 
d'ailleurs  X'  ne  diffère  de  X  que  par  le  facteur  -^  qui  reste 

constant  quand,  laissant  fixes  les  coordonnées  (Xj,  y,,  zj 
'(xi)  yt>  2i)>  on  imagine  que  le  point  M  se  déplace  par  la  droite. 
On  en  déduit  que  les  deux  points 

X  ••  -  X É  "T~  f'Xm  •I'   ~~~  X M  ^^  AXm 

(M)    y=yi  +  Xy,        (MO    y'=y.-Xy, 

Z  =  Z,  4"  ^^1  2'  =  Zj  —  Xz, 

«ont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points 
donnés.  On  vérifiera  aisément  que  ce  résultat  subsiste  si 
Tune  des  deux  quantités  z^  ou  z,,  par  exemple  zi^tend  vers 
2éro.  Alors  le  point  M,  devient  un  point  à  Tinfini  et  le  point  M| 
est  le  milieu  du  segment  déterminé  par  les  points  M  et  M'  : 
on  peut  donc  encore  dire  que  les  points  MM'  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  Mj  et  M,.  Si  les  deux 
points  M|  M,  sont  à  Tinfini,  Zj=z,  =  o  on  convient  de  dire 
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encore  que  les  deux  points  M  et  M'  qui  sont  aussi  à  l'infini, 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  M,  et  M,. 

Problème.      Polaire  d'un  point  M,  {x,,  y„  «,)  par  rapport 
à  une  conique 

f{x,  y,  z)  =  Aar«  +  aBary  +  Cy«  +  ^\>xz  +  aEyz  +  Fz«  =  o. 
Soit  M  (or,  y,  z)  un  point  de  la  polaire  :  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  MjM  seront 

x,-\-lx    ,    yi  +  ^y    •    «t  +  ^« 
et  les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  X  pour  obtenir  les  coordonnées 
des  points  où  la  droite  M, M  coupe  la  conique,  sont  racines 
de  réquation  du  second  degré 

/(x^  +  Xa?    ,    yt  +  ^y    »    «i  +  Xz)=o, 
f{x,,y,,z,)  +  \{xU^+yfy,'yrzQ+\^f[x,y,z)  =  o. 

Soient  X'  et  X'  les  racines  de  cette  équation  :  les  coordonnées 
des  points  M',  M"  où  la  droite  MM^  coupe  la  conique  seront 

(M')    x,  +  \'x    ,    y.^-yy    ,    «i+^'* 

(MO  iT^  +  x^jî  ,  y.+y^'y  ,   «i  +  ^'«; 

comme  le  point  M  est  supposé  un  point  de  la  polaire,  les 
points  M'  et  M'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  M,  et  M.  Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  quo 

V-'  =  — X'    ,    X'  +  X'  =  o 
c'est-à-dire 

(5)  ^/;  +  y/;.+^/";=o. 

Cette  équation  étant  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  polaire  est  l'équation  de  la  polaire.  On  peut 
l'écrire  aussi 

(5)'  x,r,  +  yJi  +  z,n=o. 

Si  le  point  M.  est  à  l'infini,  z^  =o  ;  la  polaire  de  ce  point  est 

alors  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  coefficient  angulaire  -î- 

c'est-à-dire  le  diamètre  conj  ugué  de  la  direction  xy^  —yx^=oi 
l'équation  de  ce  diamètre  est  donc 
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comme  on  Ta  trouvé  précédemment. 

Coordonnées  homogènes  d'une  droite.  On  appelle  coordonnées 
homogènes  d'une  droite  ayant  pour  équation 

les  coefficients  u,  t;,  w  de  cette  équation.  Ainsi,  Taxe  des  x  a 
pour  coordonnées  ti  =  o,  v^o,  «7  =  0;  la  droite  de  l'infini 

a  pour  coordonnées  tt=o,  v  =  o,  w^o. 
D'après  cela  une  équation  linéaire  et  homogène  entre  u,  v,  «7 

au -{- 00-^010=0 

exprime  que  la  droite  (ti,  v^  w)  passe  par  le  point  dont  les 
coordonnées  homogènes  sont  a,  b^  c;  c'est  Péquation  de 
ce  point. 

L'équation  tangentielle  d'une  courbe  est  la  condition  que 
doivent  remplir  les  coordonnées  u,  v,  w  pour  que  la  droite  de 
coordonnées  ti,  v,  w  soit  tangente  à  la  courbe;  cette  équation 
tangentielle  sera  homogène  en  ti,  v,  w.  Ainsi,  l'on  a  l'équation 
tangentielle  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  R  et  dont  le  centre 
a  pour  coordonnées  a^b^  1 ,  en  exprimant  que  la  distance  du 
centre  à  la  droite  t«,  v,  tr  est  R;  ce  qui  donne  l'équation 
homogène 

(tia  4- v*  +  M?)*  —  R«(u«  + 1;«)  =  o. 

L'équation  tangentielle  de  la  conique 

t\^y  Vi  «)  =  Aa?»  +  aBary  +  Cy*  +  ibxz  -f-  aEyz  -f  F**  =  o 
est 

BAjfl  +  abwe;  +  ce;*  -f-  aduto  -|-  aevtt?  +  f"''  =  0. 

Si  f:=o,la  courbe  est  une  parabole  et  l'équation  tangentielle 

est  vérifiée  par  les  coordonnées  u=o,  v  =  o,  w^o  de  la 

droite  de  l'infini  :  c'est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  qu'une 
parabole  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 

Soient  (tii,  v^,  tTi),  {u^^  t;,,  w%)  les  coordonnées  de  deux 
droites  distinctes;  l'équation  de  leur  point  d'intersection 
sera 
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V 

w 

«1 

»l 

», 

«. 

»t 

». 

=  0. 


Les  coordonnées  u,  v,  w  d'une  droite  quelconque  D  passant 
par  ce  point  peuvent  s*écrire 

on  démontrera  ces  formules  comme  les  formules  (4).  Si  l'on 
change  X  de  signe,  on  obtient  les  coordonnées  d'une  deuxième 
droite 

qui  est  conjuguée  harmonique  de  la  première  par  rapport 
aux  droites  données  :  en  effet  Téquation  de  la  droite  D  est 

et  celle  de  D'  est  de  même 

ce  qui  démontre  le  théorème  (n^  69). 

Exercice.  Démontrer  que  le  pôle  de  la  droite  (qi,  To  Vi)  par  rapport 
à  la  courbe  de  seconde  classe  qui  apour  équation  tangentieUe  f  (q»t,w) = o 
est  donné  par  réquation 

ou  Ui  9*.  +  Vl?»  +  Wi  9w  =  O. 
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331.  Définition.  Considérons  les  trois  équations  linéaires 

a  =  ajr-|-6y-[-cz 
(6)  p=a'ar-|-6'y  +  c« 

où  le  déterminant 

abc 
D=       d    V    d 
a'    V    c' 

est  différent  de  zéro.  Ces  équations  font  correspondre  à  tout 
système  de  valeurs  de  x^  y,  s  un  système  unique  de  valeurs 
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de  a,  p,  yet^réciproquement^à  tout  système  de  valeurs  de  ol,  p.  y 
un  système  unique  de  valeurs  de  x,  y,  z. 

Si  Xy  y,  z  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  du 
plan,  on  voit  ainsi  qu'à  tout  système  de  valeurs  de  a,  p,  y  non 
nulles  toutes  trois,  correspond  un  point  M  bien  déterminé  et 
à  tout  point  M  du  plan  correspond  un  système  unique  de 
valeurs  de  a,  p,  y,  à  condition  de  ne  pas  regarder  comme 
différents  des  systèmes  tels  que  a,  p,  y,  et  pa,  pp,  py. 

Les  quantités  a,  p,  y  seront  appelées  coordonnées  trili- 
néaires  du  point  M  par  rapport  au  triangle  de  référence  dont 
les  côtés  ont  pour  équations 

ax-\-by'\'Cz^=^o    ,    a'a?  -f-  *'y  *f~  ^*  =  <>  > 
a^x  +  Vy  4-  (?*«  =  o. 

Interprétation  géométrique.  Si  Ton  prend  2  =  1,  les  coor- 
données trilinéaires  a,  p,  y  sont  égales  aux  distances  du 
point  M  aux  trois  côtés  du  triangle  de  référence  multipliées 
par  des  facteurs  qui  restent  fixes  au  signe  près  quand  le 
point  M  varie.  En  particulier,  si  l'on  prend  les  équations 

a  =  —  (a:  cos  a  +  y  si  n  a  —  pz) 
(7;  P  ^  ~  (^  cos  ô  -f-  y  sin  6  —  q  z) 

y  =  —  {x  cos  c  -}-  y  sin  c  —  rz) 

et  si  l'on  suppose  l'origine  des  coordonnées  cartésiennes  à 
l'intérieur  du  triangle,  on  voit  que,  pour  2=  1,  a,  p,  y  sont 
égaux  aux  distances  du  point  M  aux  côtés  affectées  de  signes 
convenables.  Ce  signe  est  -|-  pour  un  côté  AB  du  triangle  de 
référence  quand  le  point  considéré  M  et  le  sommet  G  opposé 
à  ÂB  sont  situés  d'un  même  côté  de  AB;  11  est  —  dans  le 
cas  contraire. 

Pour  obtenir  en  coordonnées  trilinéaires  l'équation  d'une 
courbe  donnée  en  coordonnées  homogènes  f{x,  y,  z)  =  Oy  on 
remplacera  x,  y,  z  par  les  expressions  obtenues  en  résolvant 
les  équations  (6)  par  rapport  à  x,  y,  z.  Les  valeurs  obtenues 
pour  X,  y,  z  étant  linéaires  et  homogènes  en  a,  p,  y>  l^  nou- 
velle équation  F  (a,  p,  y)  =  o  sera  homogène  en  ot,  p,  y  et  de 
mdme  degré  que  /.  Inversement  si  l'on  donne  une  équation 
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en  coordonnées  trilinéaires  F  («,  p,  y)  =  o ,  il  suffira  d'y  rem- 
placer et,  p,  Y  P^^  1^3  expressions  (6)  poyr  avoir  réqiiation  de 
la  courbe  en  coordonnées  homogènes. 
Soit  par  exemple 

/(a?,y,2)  =  ttx  +  uy  +  «73  =  0 

réquation  d'une  droite  en  coordonnées  homogènes;  si  l'on 
fait  la  substitution  précédente»  on  aura,  pour  cette  même 
droite  l'équation 

F  =  Da  +  Vp  +  WY  =  o. 

On  repassera  à  l'équation  /  en  remplaçant  «,  p,  y  V^  ^^^^ ^ 
valeurs  (6).  On  voit  ainsi  que 

u=a\]  +  a'Y  +  arW 
(8)  v=bV  +  b'Y  +  b'^ 

w  =  cU  +  cT  +  c"W. 

Les  coefficients  U,  V,  W  de  l'équation  F  s'appellent  coor- 
données tangentielles  de  la  droite  dans  le  nouveau  système  : 
les  équations  (8)  expriment  les  coordonnées  tangentielles 
homogènes  («,  i;,  ic)  en  fonction  des  nouvelles  (U,  V,  W)  e1 
inversement.  Elles  permettront  de  transformer  toute  équa- 
tion tangentielle  homogène  enu^v^w  ,  9  {u,  v,  to)  =  0,  en  uc? 
autre  de  même  degré  4>  (U,  V,  W)  =  o  et  inversement. 

Équation  de  la  droite  de  Vinfini  en  coordonnées  trilinéaires.  On 
a  appelé  coordonnées  d'un  point  à  Tinfini  un  système  de 
valeurs  (x,  y,  z)  dans  lequel  z  est  nul.  Si  l'on  résout  les  for- 
mules (6)  par  rapport  à  z  et  si  Ton  égale  à  zéro  Texpression 
linéaire  homogène  en  «,  p,  y  obtenue  pour  z,  on  a  une  condi- 
tion que  l'on  appelle  équation  de  la  droite  de  l'infini.  En  par- 
ticulier,  des  équations  (7)  on  tire 

jsD  =  a  sin  (A  —  c)  -}-  p  sin  (<?  —  «)  +  y  sin  (a  —  A) , 

D  étant  un  facteur  constant  :  et  l'on  obtient  pour  l'équation 
de  la  droite  de  Tinfîni 

a  sin  A  -f-  P  sî'i  B  +  Y  sin  G  =  o 

oA  A,  B,  C  sont  les  angles  du  triangle  de  référence. 

Équation  de  la  droite  passant  par  deux  points.  Soient  deux 

6£0M.   ANALTT.  23 


=  0. 
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points  Mj  et  Mt  ayant  pour  coordonnées  trilinéaires  (a^,  pj,  Yi) 
(«i»  Pi»  Tt)>  l'équation  de  la  droite  joignant  ces  deux  points  est 

a      p      Y 

«1     Pi     ïi 
«1     Pi     Yt 

Les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  droite  s'exprimeront 
par  les  formules 

(M)     «  =  «»-[- Xa,     ,     p  =  p,+Xp,     ,     Y  =  Tt+^rt 

OÙ  X  a  la  même  signification  que  dans  les  formules  (4).  En 
eflfet,  appelons  (ar„  y, y  «J  (ar,,  y,,  «i)  (a?,  y,  z)  les  coordonnées 
homogènes  des  points  M^,  Ms,  M.  On  a  d'après  (6) 

aLz=ax-\-by'[-cz; 
comme  a?=aîj+^^a»  •••>  •••» 

on  a  aussi  «= a^  -}~  ^<^>  ^^  ^^  même  pour  p  et  y*  11  résulte  de 
là  que  le  point  M' de  coordonnées 

(MO    a.—Xa,    ,    Pi— Xp,    ,    Yi— ^Tt 

est  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  au  segment  M^Ms. 
On  peut  en  conclure,  par  le  même  calcul  que  précédem- 
ment (éq.  5),  que  la  polaire  du  point  (aj,  p^,  Yi)  P*'^  rapport  à 
une  conique 

F(a,p,Y)=A««+A'p*+AV  +  aBpY  +  aBV+2B'ap=o 

a  pour  équation 

«iF«+p,Fp  +  YiFV  =  o  0^  «F«^+PFp^  +  yFt.  =  o. 
Tangente  en  eoordannéee  Iriliniaires.  Soit  F  (a,  p,  y)  =  o  l'équa 
tion  d'une  courbe  et  a^,  Pi,  Yi  ^^  P^^l^^^  V^^  ^^^  1^  courbe 
ayant  pour  coordonnées  homogènes  x^yy^,z^.  En  remplaçant 
a,  p,  Y  P&i*  l^^i^  expressions  (6)  on  aura  l'équation  de  la 
courbe  en  coordonnées  homogènes  :  par  cette  substitution 
F  («,  p,  y)  s©  transforme  identiquement  en  f(x,  y,  z)  premier 
membre  de  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  homo* 
gènes.  L'équation  de  la  tangente  au  point  x^,  y^,  Sn  est 
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or  l'identitë 

donneien  yerta  des  équations  (6), 

d'où 

L'équation  de  la  tangente  du  point  «„  p,,  Yi  est  donc 

«F..  +  PF^.+tFt.=o. 

Les  coordonnées  tangentielles  de  cette  tangente  sont 
données  par  les  équations 

p  étant  une  constante  différente  de  zéro. 

On  démontrera  de  même  que  : 

i"^)  L'équation  du  point  d'intersection  de  deux  droites  D^ 
et  D«  de  coordonnées  (U„  V„  W,)  et  (U„  Vt,  Wi)  est 

U     V     W 

U,    V,    Wt 

a^)  Les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  D  passant  par 
ce  point  sont 

(D)    U  =  U,+XU,    ,    V  =  V.+XV,    ,    W=W.  +  XW,; 

3*)  La  droite  IX  dont  les  coordonnées  sont 

(DO    U.— AU,    ,    V,— XV,    ,    W,— XW, 

est  conjuguée  harmonique  de  D  par  rapport  aux  deux  droites 
D,  etD,; 

4'')  Si  U|  Vi  W|  sont  les  coordonnées  d'une  tangente  i  la 
courbe  qui  a  pour  équation  tangentielle  4  (U,  Y,  W)  =  o, 
l'équation  du  point  de  contact  est 

U*'n.  +  V*V.  +  W*W.  =  o 

et  les  coordonnées  de  ce  point  sont  données  pour  les  formules 


=  o; 
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Voici  quelques  applications  bien  simples  des  considérations 
précédentes. 

Exemple  I.  Former  réqiMUon  générale  des  coniques  conjuguées  par 
rapport  au  triangle  de  référence. 
Soit 

F  (a,  p,  y)  =  ka^  +  A'P^  -f  A'y«  +  sBPy  +  aB'ya  +  îB'ap  =  O 

réqaation  d*unc  telle  conique.  La  polaire  de  chaque  sommet  du 
triangle  de  déférence  par  rapport  à  cette  conique  doit  être  le  côté 
opposé.  La  polaire  du  point  (ai,  pi,  yi)  étant 

aiF;4-PiF^4-YiF!^  =  o, 

celle  du  sommet  du  triangle  qui  a  pour  coordonnées  «1  =o,  Pi  =o.yi  ^o 
est 

cette  polaire  devant  coïncider  avec  le  côté  opposé  y = o ,  il  faut  B  =  B' = o. 
On  trouvera  de  même  B''  =  o  et  l'on  aura  pour  l'équation  deuiandée 

Aœ»  +  A'p«  +  A'y«  =r  o. 

L'équation  tangenlielle  de  ces  mômes  coniqnes  est 

U«  .  V»  ,  W» 

Il  faut  remarquer  que,  dans  ces  formules,  on  peut  supposer  que 
Tun  des  sommets  ou  l'un  des  côtés  du  triangle  de  référence  est  k 
rinfîni. 

Équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  hiangle  de  réfé- 
rence. —  La  courbe  la  plus  générale  de  seconde  classe  est  représentée 
en  coordonnées  tangentleiles  par  Téquation 

AU*  +  A'V»  +  A'W»  +  aBVW  +  aB' WU  +  aB'UV  =  o  ; 

en  exprimant  que  cette  courbe  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
de  référence  qui  ont  pour  coordonnées  respectives* 

V  =  oetW  =  o,  W  =  oetU  =  o,  U  =  oetV=ro, 

on  trouve  A  =  A's:  A'  s=  o.  L'équation  tangentielle  des  coniques  con- 
sidérées est  donc 

BVW  +  B'WU  +  B'UV  =  o. 

Quant  &  l'équation  en  coordonnées  trilinéaires  elle  est 

o      B"    B'    a 

B^    o      B     p       _ 

B'     B     o     T        ""^^ 
«       p     Y     o 
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on  B^a?  +  B'«p»  +  B'*Y«  —  sB'B'Py  —  aBB'ar  —  2BB'«?=:  o. 

Équation  générale  des  coniques  inscrites  dam  un  quadrilatère. 
Soient,  en  coordonnées  homogènes, 

S  =  A:jc  +  A'y  +  ^»  =  0 

les  équations  des  quatre  côtés  du  quadrilatère.  On  pourra  toujours 
trouTer  trois  fonctions  linéaires  homogènes 

et  quatre  constantes  p,  q,  r,  s  de  telle  façon  que  Ton  ait  identique- 
ment 

,.  pP  =  a  +  p-hY    »    gQ  =  «-p-Y» 

^''  rR=a  — p  +  Y         5S=a+P  — t; 

Tidentiflcation  des  deux  membres  de  ces  identités  fournira  douze 
équations  homogènes  du  premier  degré  entre  les  treize  constantes 
inconnues 

a,a',a''    ;    b,b',b'    ,    c^c'^cf    ;    p,q,r,s. 

L'on  peut  simplifier  le  calcul  comme  il  suit.  L*on  tire  immédiatement 
des  identités  (1)  la  suivante. 

(a)  />P  +  ^Q  — rR  — «8  =  0 

qui  déterminera  p,  q,  r,  s  ou  plutôt  les  rapports  de  ces  quatre  cons- 
tantes &  Tune  d'elles.  Les  constantes  p,  g,  r,  s  étant  ainsi  détermi- 
nées, Tune  des  identités  (i)  est  une  conséquence  des  trois  autres  :  l'on 
en  tirera 

2a  =  pP  +  gQ=rR  +  «S 
ap  =  joP  — rR  =  5S  —qQ 
2Y  =  pP  — *S  =rR  —  qQ, 

les  fonctions  »,  p,  y  ^^'^^  ^^^^  connues  ;  les  deux  expressions  trouvées 
pour  chacune  de  ces  fonctions  linéaires  sont  identiques  en  vertu  de 
l'identité  (2). Les  trois  droites  a  =  o,p  =  o,Y  =  o  sont  les  diagonales 
du  quadrilatère  complet  donné.  En  effet,  l'équation  de  la  droite  a  =  0 
peut  s'écrire  sous  les  deux  formes 

pP  +  gQ  =  o    ,    rR  +  «S  =  o; 

la  première  montre  que  cette  droite  passe  par  le  sommet  do  quadri- 
latère situé  à  l'intersection  des  côtés  P  =  0 ,  Q  =  0 ,  et  la  seconde 
qu'elle  passe  par  le  sommet  opposé  R  =  0,  S  =  0. 

Ainsi,  en  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle  formé  par 
les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet,  on  pourra  mettre  les 
équations  des  côtés  du  quadrilatère  sous  la  forme 

a  +  P  +  r  =  o,  a+p  — Y=o,  a— P-hT  =  o,  a  — P  — Y  =  o. 

Le  sommet  P  =  0  Q  =  0  a  pour  coordonnées  trilinéaires  a  =  op  +  Y  =  o 
et  le  soxmct  opposé  R  =  o,  S  =  oa  pour  coordonnées  trilinéaires 
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s  =  o,  psY-  Le  premier  de  ces  points  a  pour  équation  tangentielle 
V  +  W  =  0  et  le  second  Y  —  W  =  o  :  Tensemble  de  ces  deux  sommets 
opposés  est  donc  représenté  par  Téquation  tangentielle  V*  —  W  =  o. 
De  même  Tensemble  des  deux  sommets  opposés  P  =  o ,  S  =  o  et 
Q  =  o,R  =  o  est  représenté  par  l'équation  tangentielle  U*  —  Y*  =  o. 
L'équation  tangentielle  générale  des  coniques  incrites  dans  le  quadri- 
latère est  donc  (N^  S07,  Ex.  II) 

Y«  — W»  +  X(U*  — Y»)  =  o 
on  XU»  +  (i  ->)  Y«  — W>  =  o. 

L'équation  de  ces  mêmes  coniques  en  coordonnées  trilinéaires  est 

T-+  -^  — Y"  =  0. 
A  I  —A 


Rbmarqub.  En  faisant  en  particulier 

c 
on  a  l'équation 


»=c    »    P  =  *"^-:: —    >    Y  =  2=i    ^    >c«  =  i» 


-+-2— -1  =  0 

des  coniques  homofocales. 

ExBMPLB  II.  Considérons  deux  triangles  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  conique  donnée  ;  afin  de  simplifier  prenons  les  côtés  de 
l'un  des  triangles  comme  lignes  de  repère  seryant  à  la  définition  des 
nouvelles  coordonnées,  et  soit 

/(«,  P,  t)  =  î  (Aa«  +  A'P  +  AV  +  aBpT  +  sB'ï«  +  sB'ap)  =  o 

l'équation  de  la  conique.  La  polaire  d'un  point  quelconque  {»',  p',  y') 

a  pour  équation  0//]^  +  PYp  -t*  Yfy  ^  ^'  ^°  particulier,  les  polaires  des 

trois  sommets  (P'  =  o,  y'  =  o),  (y'=o,  «'  =  0),  («'  =  0,  P'  =  o)  du 

triangle  sont  représentées  par  les  équations 

/;  =  A«  +  B'p  +  B'Y  =  o,f^  =  B'«  +  A'P  +  By  =  o, /:j  =  B'a  +  Bp  +  A''Y  =  o. 

Ces  polaires  sont  les  côléB  du  second  triangle.  Les  coordonnées  du 
point  d'intersection  des  deux  côtés  correspondants  a  =  o,  f^  =  o  véri- 


fient les  équations  «=o,  B'P  +  B'y  =  o,  ou  «  =  o,  g>+ Xrr:©;  ce 
point  est  situé  sur  la  droite  ^  +  ^,  +  ^^  =  o ,  et  il  en  est  de  même 

Il       D         B 

des  deux  autres.  Ainsi  les  trois  points  de  rencontre  des  côtés  eorreS' 
pondants  de  deux  triangles  polaires  réciproques  sont  en  ligne  droite. 

Un  sommet  du  second  triangle  est  donné  par  les  deux  équations 
f^=:  o,  /p  =  o,  la  droite  B/^  =  B'/^  passe  par  ce  point  ;  comme  l'équa- 
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Fig.  20». 


tion  ne  contient  plus  la  lettre  y,  cette  droite  passe  éyidemment  par 
le  sommet  (a  =  o,  P  =  o)  da  premier  triangle.  Les  droites  qai  joignent 
les  sommets  correspondants  étant  représentées  par  les  équations 
B/'^  =  B'/*p  =  BY',  on  en  conclut  que  ces  troU  droites  passent  par  un 

même  point, 

ExBMPLB  m.  Un  triangle  abc  est  inscrit  dans  une  conique  ;  deux  de 
ses  côtés  ab  et  ac  tournent  au- 
tour de  deux  points  fixes  p  et  ç 
(fig.  ao5) ,  trouver  l'enveloppe 
du  troisième  côté  bc.  Soient  y 
=  o^  l'équation  de  la  droite  pq, 
ft=o  et  p  =  o  celles  des  tan- 
gentes aux  points  d  et  0  où 
cette  droite  rencontre  la  courbe  ; 
l'équation  de  la  conique  sera 
de  la  forme  ap  — y«  =  o.  On 
peut  regarder  les  points  p  et  g 
comme  les  points  où  la  droite 
Y  =  o  est  coupée  par  deux  droi- 
tes «  +  pp  =  o  ,  «  +  gp  =  o, 

qui  passent  par  le  point  d'intersection  0  des  tangentes  en  d  et  e.  Un 
point  quelconque  a  de  la  courbe  peut  être  déterminé  par  l'intersec- 
tion de  deux  droites  a— aY  =  o,  p — I  =  o  passant  par  les  points  d 

a 

et  e,  a  étant  un  paramètre  arbitraire  qui  définit  la  position  du  point  a 
sur  la  courbe.  En  attribuant  à  ce  paramètre  une  autre  valeur  b^  on 
obtient  un  autre  point  b.  Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  a 

a  une  équation  de  la  forme  n  —  ay  +  k  fp  — ïj=o;  pour  qu'eUe 
passe  par  le  point  b  qui  est  représenté  par  les  deux  équations  «— ^y = o, 
p— 1  =  0,  il  faut  faire  k  =  ab;  ainsi  la  droite  qui  joint  deux  points 

quelconques  a  et  6  de  la  courbe  a  pour  équation  a  +  abp  —  (a  -f  ^)  y = o. 

Gela  posé,  soient  a,  b,  c  les  valeurs  du  paramètre  pour  les  trois 
sommets  a,  b,  c  du  triangle;  le  côté  ab  passant  par  le  point  p,  on  a 
ubr=p;  le  côté  ac  passant  par  le  point  q,  on  a  de  même  ac  =  q;  le 
côté  bc  a  pour  équation  a  +  ^cP  —  (^  +  (?)  y  =  o;  si  l'on  remplace  b 

et  e  par  leurs  valeurs  -  et  ^,  l'équation  devient 

a      2» 

a*«  +  Pîp  — (p  +  ^)flY=«. 
Si  entre  cette  équation  et  l'équation 
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qae  Ton  obtient  en  égalant  &  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a,  on  éll* 
mine  le  paramètre  variable  a,  on  a  l'équation  de  Tenveloppe  de  1& 


droite  bc 


Cette  enveloppe  est  une  conique  qui  touche  la  première  aux  points  if 
et  $. 

L^  coordonnées  tangenliclles  U,  V,  W  de  la  droite  mobile  soat 
données  par  les  équations  : 

l'élimination  de  a  et  p  donne  pour  l'équation  tangenticlle  de  l'enre*- 
loppc  UV  (p  -f  ç)*  —  Yf^pq  =  o. 

Si  Ton  mène  les  tangentes  à  la  conique  proposée  aux  points  a,  h^  e, 
on  forme  un  triangle  circonscrit  a^b'c^,  dont  les  deux  sommets  b'  et  <f 
glissent  sar  deux  droites  fixes  P  et  Q,  polaires  des  points  p  ai  q;  U 
courbe  décrite  par  le  sommet  a',  pôle  de  la  droite  bc,  est  la  polaire 
réciproque  de  l'enveloppe;  c'est  donc  aussi  une  conique  doublement 
tangente  à  la  première  suivant  la  ligne  de. 

EXERCICES. 

I.  Les  huit  points  de  contact  des  tangentes  communes  &deux  coni- 
ques données  sont  situés  sur  une  môme  conique. 

a.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  côtés  passent  par 
deux  points  fixes  ou  roulent  sur  deux  coniques  doublement  tangentes 
à  la  première,  l'enveloppe  du  troisième  côté  est  une  conique.  —  Théo- 
rème corrélatif. 

3.  Un  polygone  den  côtés  est  inscrit  dans  une  conique;  n —  i  côtés 
roulent  sur  des  coniques  doublement  tangentes  à  la  première;  l'en- 
veloppe dn  n*  côté  est  une  conique.  —  Théorème  corrélatif. 

4.  Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  et  deux  tangentes  à  la  co- 
nique S',  les  six  droites  qui  joignent  deux  &  deux  les  quatre  points  où 
ces  tangentes  coupent  la  conique  S  sont  deux  à  deux  tangentes  à  une 
môme  conique  passant  par  les  points  d'intersection  des  coniques  S  et 
S'.  —  Théorème  corrélatif. 

5.  Étant  données  trois  coniques  ayant  quatre  points  communs,  un 
triangle  inscrit  dans  l'nne  d'elles  a  deux  de  ses  côtés  tangents  respec- 
tivement aux  deux  autres,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique. 
—  Théorème  corrélatif. 

6.  Étant  données  n  coniques  ayant  quatre  points  commans,  un 
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polygone  de  n  cdtés  inscrit  dans  l'une  d'elles  a  n  -*  i  de  ses  côtés 
tangents  respectivement  aux  autres,  le  n*  côté  enyeloppe  une  conique. 
—  Théorème  corrélatif. 

7  .Un  polygone,  dans  une  de  ses  positions,  est  inscrit  à  une  conique 
et  circonscrit  à  une  autre  conique  ;  si  l'on  fait  mouvoir  les  sommets 
sur  la  première  conique,  de  manière  que  n  —  i  côté  restent  tangents 
à  la  seconde,  le  n*  côté  restera  constamment  tangent  à  cette  seconde 
conique. 

Dans  les  théorèmes  4,  5,  6  et  7,  on  peut  remplacer  les  coniques  qui 
ont  quatre  points  communs  par  des  coniques  homothétiques  ayant 
deux  points  communs,  et  en  particulier  par  des  cercles  ayant  deux  à 
deux  le  même  axe  radical. 

8.  L'enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux  coniques  données  sui- 
vant quatre  points  en  proportion  harmonique  est  une  conique.  — 
Théorème  corrélatif. 

Si  les  deux  coniques  ont  pour  équations  en  coordonnées  trilinéaires 
a«  +  &^  +  T*  =  o  9  A<x' +  Bp*  +  Ct^  =  o  ,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  droite  u<x+v^-\-wy==o  coupe  les  deux  coni- 
ques suivant  quatre  points  en  proportion  harmonique  est 

(B  +  C)tt«  +  (C  +  A)i;«  +  (A  +  B)u;2  =  o. 

Qu'arrive-t-il  quand  A  +  B  =  o  ?  Appliquer  au  cas  particulier  où 
l'une  des  coniques  étant  un  cercle,  l'autre  est  une  hyperbole  équilatère 
concentrique. 

9.  On  sait  que  les  polaires  d'un  point  p  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  ayant  quatre  points  communs  passent  par  un  même  point  q; 
si  le  point  p  décrit  une  droite,  le  point  q  décrit  une  conique.  — 
Théorème  corrélatif. 

10.  Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  rou- 
lent sur  deux  courbes  quelconques  données,  le  troisième  côté  enve- 
loppe une  troisième  courbe  ;  démontrer  que  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  du  triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés 
passent  par  un  même  point.  —  Théorème  corrélatif. 

11.  Étant  donné  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique,  on  prend 
les  points  d'intersection  des  côtés  opposés,  puis  les  points  d'intersec- 
tion de  chacune  des  trois  diagonales  avec  les  deux  côtés  opposés  :  les 
neuf  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  trois  droites  passant  par  un 
même  point. 

la.  Étant  donnée  une  conique  S»  on  mène  une  conique  variable  S' 
qui  coupe  la  première  en  deux  points  fixes  et  qui  touche  deux  droites 
fixes  dont  le  point  de  rencontre  est  situé  sur  la  conique  S;  l'enveloppe 
de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  autres  points  d'intersection  des 
coniques  S  et  S'  est  une  conique.  -*-  Théorème  corrélatif» 
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i3.  Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  conique,  ni  on  mène  une 
tangente  quelconque  à  la  conique,  on  sait  que  le  rapport  du  produit 
des  distances  de  cette  tangente  à  deux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère au  produit  des  dislances  de  cette  môme  tangente  à  deux  autres 
sommets  opposés  est  constant;  démontrer  que  ce  rapport  est  égal  au 
produit  des  distances  des  deux  premiers  sommets  à  l'un  des  foyers 
dÎTJsé  par  le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets  au  même 
foyer. 

14.  Les  six  côtés  de  deux  triangles  quelconques  inscrits  dans  une 
même  conique  sont  tangents  à  une  autre  conique.  —  Théorème  cor- 
rélatif. 

i5.  Trois  points  sont  dit  conjugués  par  rapport  à  une  conique, 
lorsque  la  polaire  de  l'un  d'eux  est  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 
Démontrer  que  deux  systèmes  de  trois  points  conjugués  par  rapport 
à  une  conique  sont  situés  sur  une  autre  conique.  —  Thorème  cor- 
rélatif. 

z6.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
conique  coïncide  avec  sa  polaire  réciproqus  par  rapport  au  cercle 
«•  +  y*  —  I  =  o. 

17.  L'équation  tangei  ifielie  d  une  conique  en  coordonnées  rectan- 
gulaires étant 

au'  +  ohuv  4-  cy*  +  adtt  +  iet;  -t-  f  =  o, 

démontrer  que  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits À  la  conique,  a  pour  équation 

f(x*  -h  y^)  —  sd«  —  aey  4-  a  -i-  0= o. 

18.  On  considère  une  conique  variable  tangente  à  quatre  droites 
fixes.  Démontrer  que  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  cette  conique  passe  par  deux  points  fixes,  réels  ou  ima- 
ginaires. 

19.  On  considère  une  conique  variable  tangente  à  trois  droites  fixes. 
Démontrer  que  le  cercle  lien  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  cette  conique  est  orthogonal  au  cercle  conjugué  au  triangle 
formé  par  les  trois  droites. 

30.  Soit  une  conique  ayant  pour  équation  f{x,  y)  —  {Ix  +  my  +  n)*  =0, 
f(x,  y)  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  x  et  y.  Démontrer  que 
l'équation  tangentielle  de  cette  conique  est  de  la  même  forme 

9(tt,t;)  —  (Xtt  -i-  |tt;  +  v)'  =  o 
f  étant  du  second  degré  en  u  et  v.  Appliquer  au  cas  où 

nx,y)  =  {x-a)^  +  (y--by. 
SI.  Former  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  engendrée  par  un 
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point  d*ane  circonférence  roulant  dans  l'intérieur  d*ane  circonférence 
de  rayon  triple.  (Hypocjclolde  à  trois  rebroussements).  En  écrivant 
Féquation  de  la  tangente  à  la  courbe  sous  la  forme 

â?sin«— yC08oc=:p 

on  montrera  que  p  est  de  la  forme 

P  =  a  COS  (Soi  +  oo) 

«  et  «•  désignent  des  constantes. 

aa.  EuTeloppe  des  axes  et  des  tangentes  au  sommet  des  paraboles 
inscrites  dans  un  triangle. 

33.  Enyeloppe  des  axes  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  à 
un  triangle. 

34.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  deux  droites  ayant  pour  coordonnées  {u,v)  {u',v')  se  coupent  sur  la 
conique 

A»»  +  aBajy  +  Cy«  +  aDa  +  aEy  +  P  =  0 
est 

A  B  D  ti  tt' 
B  G  E  V  t;' 
D    E    F     I     I        =0. 

U     V      \      o     o 
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CHAPITRE  XII 

# 

Sécantes  oommune»  it  deux  coniques* 

332.  Nous  avons  forme  précédemmoDt  (q*  a86)  une  équation 
du  troisième  degré. 

(i)  A  +  eX+e^'  +  AVrzro, 

donnant  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  l'équation 

S+XS'  =  o 

représente  deux  droites.  Nous  nous  proposons  de  montrer 
comment  Ton  peut,  de  la  nature  des  racines  de  l'équation  (i) 
appelée  équation  en  X,  déduire  la  nature  des  points  communs 
aux  deux  coniques  S=oS'=o.  Nous  nous  servirons  pour 
cela  d'une  méthode  indiquée  par  M.  Darboux  qui  se  trouve 
reproduite  dans  Texcellent  Traité  de  Géométrie  analytique  de 
M.  Pruvost.  Cette  méthode  repose  sur  les  lemmes  suivants, 
i).  Si  réquation 

représente  deux  droites  concourantes  ou  parallèles,  les  coor- 
données homogènes  a,  by  c  du  point  de  concours,  situé  à  dis- 
tance finie  ou  infinie,  vérifient  les  conditions. 

.  a^ ab A' ac le      c* 

En  effet  soient 

les  équations  des  deux  droites  :  Ton  aura  identiquement 

S=PQ; 

d'où  en  prenant  successivement  les  dérivées  partielles  des 
deux  membres  par  rapport  à  Xy  y,  z. 

Aa:  +  By4-D3  =  -(Ptt'+Qtt) 
Bx  +  Cy  +  Es  =  -(Pt;'+Qy) 

3 
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1 


2 

Les  coordonnées  homogènes  a,  b,  c  du  point  de  concours  des 
deux  droites  annulent  les  premiers  membres  P  et  Q  des  équa- 
tions des  deux  droites  :  elles  vérifient  donc  les  trois  équations 

Aa  +  B6  +  Dc— G 
Ba  +  C6  +  Ec=o 
Da  +  E6  +  Fc  =  o 

d*oii  Ton  déduit  facilement 

a b e 

a b c 

5~c~ê 

a b c 

d""ë~"ï' 

en  multipliant  le  premier  groupe  de  ces  relations  par  a,  lo 
deuxième  par  b,  le  troisième  par  r,  on  obtient  les  relations  (2) 
à  démontrer. 

Ck)NSÉQOENGBB.  L'équaiion  S  =  0  représentant  deux  droites» 
le  discriminant  A  est  nul  et  Téquation  (1)  a  une  racine  nulle. 
Si  Ton  a  en  outre  9 = 0,  cette  racine  nulle  est  double  :  et  alors, 
le  point  de  concours  des  droites  P  =  o,  Q  =  o  qui  forment  la 
conique  S  se  trouve  sur  S^  En  e£fet  on  a 

e = A'a  +  aBlj  +  Ce  +  2D'd + aE'e + F'f . 

D*après  les  relations  (a),  la  condition  6=0,  dans  laquelle  on 
remplace  a,  b^c,  etc.,  par  les  quantités  proportionnelles 
a",  2ab,  **,..,  devient 

A'a»  +  2B'a*  +  Ce»  +  aD'oc  +  aE'ic  +  F  V  =  o, 

condition  qui  exprime  que  le  point  (a,  b^  c)  est  sur  la  conique 
S'  =  o. 

2)  Si,  outre  les  conditions  A = o,.  © =0,  Ton  a  encore  0'  =  o, 
Tune  des  deux  droites  dans  lesquelles  se  décompose  la  conique 
S  =  0  est  tangente  à  S'«  Dans  ce  cas  Téquation  (1)  a  une  racine 
triple  nulle. 
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L'identité 

S = PQ = (uo: -f  vy +«?«)  (ti'ar  +  v'y  +  te?'2f) 
donne 

et,  puisque 

©'=Aa'+aBb'+Co'  +  aDd'+aEe'+Ff, 
la  condition  0' = o  derient 

-j-ftt?fi/=o; 

elle  exprime  que  le  pôle  de  l'une  des  droites  P  =  o,  Q=o  par 
rapport  à  8'  se  trouve  sur  l'autre  (h9  ag6),  c'est-à-dire  que  ces 
deux  droites  sont  coiguguées  par  rapport  à  )a  conique  S'=o. 
Gomme  leur  point  d'intersection  est  situé  sur  cette  même 
conique,  l'une  de  ces  droites  lui  est  nécessairement  tangente. 

333.  Nous  venons  d'examiner  ce  qui  se  passe  quand  la 
conique  S = o  est  formée  de  deux  droites  ;  nous  allons  ramener 
le  cas  général  à  celui-là.  Pour  cela,  supposons  les  coniques 
S  et  S' quelconques  et  appelons  \  une  racine  de  l'équation  (i). 
La  conique 

S+X,S'=o 

sera  décomposée  en  deux  droites  P|  =  o  et  Qi  =o.  Posons 

(3)  s+x,s'=s,  ,  as-f  ps'=s; 

a  et  p  étant  deux  constantes  quelconques  assujetties  à  la  con- 
dition de  ne  pas  annuler  la  quantité  (^  —  aX|)  déterminant 
des  coefficients  de  S  et  S'  dana  les  relations  (3).  Alors  Si =o 
est  l'équation  du  couple  de  sécantes  communes  aux  coniques 
S=oS'=o  qui  correspond  à  la  racine  X=X,  ,  et  S',=o  esl 
l'équation  d'une  conique  quelconque,  distincte  de  S|  =  o,  pas- 
sant par  les  points  d'intersection  des  coniques  données 
S=o,  S'=o.  Comme  les  identités  (3)  résolues  par  rapport  à 
S  et  S'  donnent 

(p-«xos=ps.-x,s; 
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Fëqnation  générale  S-f-^S'^o  peut  s'écrire 

Si(^-«x)+s;(x~xo=o 
ou  s,+fts;=o, 

en  posant 

(4)       .  .     f.=^"'^' 


p  — Xa 

Ainsi,  ^  étant  lié  à  X  par  la  relation  (4),  les  deux  équations 

S  +  ^S'=o    ,    Si  +  jaS',  =0 

représentent  la  même  conique.  Si  Ton  cherche  les  valeurs  de 
{A  pour  lesquelles  cette  conique  se  réduit  à  deux  droites,  on 
obtient  une  équation  du  troisième  degré  en  (a. 

(5)  A,+e,fA'^©'.f.«+A>»  =  o 

dans  laquelle  2^=o  puisque  S|  est  décomposée  en  deux 
droites.  Il  résulte  de  la  relation  (4)  qu*à  la  racine  \:=:\  de 
réquation  (i)  correspond  la  racine  |a  =  o  de  Téquation  (5) 
avec  le  même  degré  de  multiplicité. 

Si  la  racine  \  est  simple,  la  racine  fA=o  est  simple  aussi^ 
Bi  est  donc  différent  de  zéro  et  le  point  de  concours  des  droites 
représentées  par  Téquation  S|=o  n'est  pas  sur  la  conique  S^. 

Si  la  racine  \  est  double,  la  racine  {iL=o  de  l'équation  (5) 
sera  double,  6i  sera  nul  et  le  point  de  concours  des  deux 
droites  81=0  sera  sur  la  conique  S\.  Il  peut  arriver,  comme 
cas  particulier,  que  tous  les  mineurs  de  A^  soient  nuls,  alors  9| 
est  nul  quelle  que  soit  la  conique  S', ,  la  conique  Si  =  o  se 
réduit  à  une  droite  double. 

Enfin,  si  la  racine  X|  est  triple,  la  racine  {&=  ode  Téquation  (5) 
sera  triple  également,  9i  et  B\  seront  nuls;  le  point  de  con- 
cours des  droites  Si = o  sera  sur  S',  et  l'une  de  ces  droites 
sera  tangente  à  S',.  U  peut  arriver,  comme  cas  particulier,  que 
tous  les  mineurs  de  Ai  soient  nuls,  alors  la  conique  Si=o  se 
réduit  à  une  droite  double  tangente  à  S',. 

Ceci  posé  appelons  \y  Xt,  X,,  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (1)  en  X. 

1°)  Si  ces  racines  sont  inégales,  chaque  eouple  de  sécantes 
est  formé  de  deux  droites  distinctes,  dont  le  point  de  concours 
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n*6st  situé  sur  aucune  des  coniques  données  :  ces  coniques  se 
coupent  donc  en  quatre  points  distincts. 

Pour  voir  combien  de  ces  points  sont  réels,  on  a  recours 
aux  considérations  suivantes  : 

a)  Les  trois  racines  \,  X„  >«,  sont  réelles  et  les  couples  do 
sécantes  correspondant  à  deux  d*entre  elles  sont  réels  :  ces 
deux  couples  de  droites  réelles  se  coupent  en  quatre  points 
réels  et  distincts.  Les  quatre  points  d'intersection  des  coniques 
sont  donc  réels  et  distincts.  Il  est  évident  que  le  troisième 
couple  de  sécantes  est  réel  aussi  puisqu'il  passe  par  les  points 
d'intersection  des  deux  coniques  qui  sont  réels. 

b)  Les  racines  \^  Xt,  X,  sont  réelles,  mais  un  seul  couple  de 
sécantes  est  réel.  Alors  les  quatre' points  d'intersection  sont 
imaginaires.  En  effet  un  couple  de  sécantes  imaginaires  à  coef- 
ficients réels  n'a  qu'un  point  réel,  le  point  de  concours  des 
sécantes  ;  ce  point  n'appartenant  à  aucune  des  coniques  S  ou 
S',  les  points  d'intersection  qui  sont  situés  tous  quatre  sur  co 
couple  imaginaire  seront  nécessairement  imaginaires. 

c)  Une  racine  X|  est  réelle,  les  deux  autres  X,  et  Xs  sont 
imaginaires.  Deux  des  points  d'intersection  sont  réels  et  deux 
imaginaires.  En  effet  si  Xi  est  imaginaire  }it=p'{'iq,le  couple 
correspondant. 

S  +  (p+î?)S'=o 

est  formé  de  deux  droites  imaginaires,  mais  non  imaginaires 
conjuguées.  D'abord  ce  couple  est  formé  de  deux  droites  ima- 
ginaires, car  si  une  de  ces  droites  était  réelle,  les  coordon- 
nées d'un  point  de  cette  droite  devraient  annuler  S  -f  pS'  d'une 
part  et  le  coefficient  S'  de  i,  d'autre  part;  c'est-à-dire  S  et  S'; 
les  deux  coniques  auraient  donc  une  droite  commune,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse.  Ensuite  le  couple  considéré  n'est  pas 
formé  de  droites  imaginaires  conjuguées  :  car  s'il  en  était 
ainsi,  le  point  de  concours  de  ces  droites  serait  réel,  et  ses 
coordonnées  annuleraient  à  la  fois  les  trois  dérivées  partielles 
de  S4-(p  +  t^)S'  par  rapport  à  ar.  y,  «,  c'est-à-dire  les  trois 
dérivées  partielles  de  chacun  des  polynômes  S  et  S';  les  deux 
coniques  S=o  S'=o  seraient  deux  couples  de  droites  con«» 
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courant  au  même  point,  ce  qui  est  aussi  contre  l'hjpothèse. 
Cela  posé,  le  couple  correspondant  à  la  racine  \  sera  formé 
de  deux  droites  ajant  pour  équations 

P  +  2Q=o  ,  R  +  tS  =  o, 

et  celui  qui  correspond  à  la  racine  conjuguée  X,  des  deux 
droites 

P  — iQ=o  ,  R— tS  =  o. 

Ces  deux  couples  et,  par  suite,  les  deux  coniques  se  cou- 
pent donc  en  deux  points  réels  situés  Tun  à  Tintersection 
des  droites  P  =  o,  Q  =  o;  Tautre  à  Tintersection  des  droites 
R=o,  S=o.  Les  deux  autres  points  d'intersection  sont  ima- 
ginaires, car  sur  une  droite  imaginaire  il  n'y  a  qu'un  point 
réeL 

2^)  Si  réquation  en  X  a  une  racine  double  X,  et  une  racine 
simple  X,,  le  point  de  concours  Ot  des  deux  droites  supposées 
distinctes  du  couple 

Sj  =  S  +  XjS'  =  o 

correspondant  à  la  racine  double;  se  trouve  sur  les  coniques 
S  et  S'  et,  plus  généralement,  sur  toutes  les  coniques  aS  -f-p  S' 
=o;  le  point  de  concours  0,  des  droites  du  couple 

S,  =  S-fX3S'=o 

ne  se  trouve  au  contraire  sur  aucune  de  ces  coniques  autre 
que  S,  lui-même.  En  particulier,  le  point  0|  se  trouve  sur  le 
couple  S„  tandis  que  Os  ne  se  trouve  pas  sur  le  couple  S|. 
Les  points  d'intersection  des  deux  couples  de  droites  S|=o 
83=0  et,  par  suite,  ceux  des  deux  coniques  sont  donc  disposés 
de  là  façon  suivante  :  deux  de  ces  points  sont  confondus 
en  0|  sur  celle  des  droites  D  du  couple  S,  qui  passe  par  ce 
point;  les  deux  autres  points  A  et  B  sont  à  l'intersection  du 
couple  S,  avec  la  deuxième  droite  D'  du  couple  S^.  Les  deux 
coniques  S  et  S'  sont  tangentes  en  Oi  à  la  droite  D,  et  se  cou- 
pent aux  deux  points  Â  et  B  situés  sur  D'. 

Comme  le  couple  S| = 0  est  formé  de  deux  droites  distinctes, 
leur  point  de  concours  0,,  c'est-à-dire  le  point  de  contact  des 
deux  coniques  est  réel  :  le  couple  S,  contenant  la  tangente  k 

GBOM.    ANALYT.  24 


870  LIVRE  III,  CHAPITRE  XII. 

cet  ooDiques  au  poiat  Oi  est  réel  ;  les  points  A  et  B  seront 
réels  ou  imaginaires  suivant  que  le  couple  S|  est  réel  ou  ima* 
ginaire. 

Si  le  couple  S|  est  formé  d^une  droite  double,  les  points 
d'intersection  des  coniques  sont  confondus  deux  &  deux  aux 
points  où  la  droite  double  rencontre  les  deux  droites  D  et  D' 
du  couple  S|  correspondant  à  la  racine  simple.  Les  deux 
coniques  sont  bitangentes  :  la  droite  double  est  la  droite  des 
contacts,  et  les  deux  droites  D  et  IX  sont  les  tangentes  aux 
points  de  contact  ;  ces  points  de  contact  sont  réels  ou  ima- 
ginaires suivant  que  le  couple  S,  est  réel  ou  imaginaire. 

5*)  L'équation  en  X  a  une  racine  triple  \.  Si  le  couple  qui 
correspond  à  cette  racine  est  formé  de  deux  droites  distinctes, 
leur  point  de  concours  0  se  trouve  sur  les  deux  coniques  et 
l'une  des  droites  de  ce  couple  est  tangente  aux  deux  coniques 
en  O.  Les  deux  coniques  se  coupent  donc  en  trois  points 
confondus  en  0  et  en  un  autre  point  A  :  ces  pointsOet  A  sont 
nécessairement  réels.  On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  deux  coni- 
ques sont  osculatrices  en  0  • 

Si  le  couple  qui  correspond  a  la  racine  triple  X,  est  une 

droite  double,  cette  droite  doit  passer  par  les  points  communs 
aux  deux  coniques  et  être  tangente  aux  deux  coniques  :  elle 
touchera  les  deux  coniques  en  un  même  point  0.  Les  deux 
courbes  se  couperont  donc  en  quatre  points  confondus  avec  O  : 
on  dit  qu'elles  sont  suroscultatrices. 

Si  le  couple  correspondant  à  la  racine  triple  X|  est  indéter  • 
miné,  les  deux  coniques  se  confondent. 

Remarque.  Cherchons  dans  quels  cas  l'équation  en  X  est 
indéterminée  :  il  faudrait  pour  cela  que  toutes  les  coniques 
représentées  par  l'équation 

S-(-XS'  =  o 

fassent  des  systèmes  de  droites.  On  aurait  alors  i  la  fois 

A=e=e'=A'=o. 

Les  conditions  A = o,  A'  =  o  montrent  que  les  deux  coni- 
ques doivent  être  des  systèmes  de  droites.  La  condition  6 = o 
signifie  que  le  point  de  concours  0  des  droites  représentées 
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par  S=o  est  surS'=o,  et  8'=o  signifie  de  même  que  le 
point  de  concours  0'  des  droites  S'=:ro  est  sur  S=o.  Si  les 
points  0  et  0'  sont  distincts,  il  résulte  de  là  que  la  droite  0  0' 
doit  appartenir  aux  deux  coniques  ;  si  0  coïncide  avec  0'  les 
deux  coniques  sont  des  couples  de  droites,  concourant  au 
même  point.  Réciproquement,  si  Tune  de  ces  conditions  est 
remplie  l'équation  en  X  est  indéterminée.  On  a,  en  effet 
A=:B=^=À'=o.On  peut  encore  vérifier  directement  que, 
dans  ces  deux  cas,  Téquation 

S+XS'=o 

représente  des  droites  quel  que  soit  X.  En  effet  si  les  coniques 
S  et  S' sont  des  systèmes  de  droites  ayant  une  droite  commune, 
on  a  identiquement 

S=PQ  ,  S'=PR 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  2,  et  l'équation 
S +XS'=o  devient 

P(Q+XR)=o 

elle  représente  deux  droites. 

Si  S  et  S' sont  des  systèmes  de  droites  concourant  au  même 
point  :  on  a 

S=PQ  ,  S'=(aP  +  6Q)(a'P  +  6'Q); 

S + ^S'  6st  alors  un  polynôme  homogène  du  second  degré  en 
P  et  Q  et  est,  par  suite,  quel  que  soit  l,  décomposable  en  deux 
facteurs  du  premier  degré 

(aP  +  ^Q)(aP  +  p'Q). 

Exemple.  Soit  une  comqae  qui  rapportée  &  des  axes  rectaDgulaires 
a  pour  équation 

S  =  Aaî»  +  %Bxy  +  Cy«  +  aEy  =  o 

c'est-à-dire  est  tangente  à  Torigine  à  l'axe  Ox;  on  demande  le  rayon 
du  cercle  oscnlateur  à  cette  conique  &  l'origine. 
Le  cercle  oscnlatear  étant  tangent  &  Taxe  Ox,son  équation  sera 

S'  =  oî*  -h  y*  +  aRy  =  o. 

L'équation  S  +  XS'  =  o  sera  doDc 

(A  +  X)  05»  +  aBxy  +  (C  +  X)  y»  +  a  (E  +  XR)  y  =  o. 

En  égalant  le  discriminant  de  ce  polynôme  à  2éro,  on  obtient  l'équa- 
tion en  i 
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(A  +  ),)(E  +  XR)  «  =  o 

qui  admet,  qacl  que  soit  R,  la  racine  double  >i  =  —  rr  et  la  racine 

II 

simple  >t  =  — A.  Pour  que  les  deux  courbes  soient  osculatrices,  il 

faut  et  il  suffit  que  l'équation  en  >  ait  une  racine  triple,  c'est-à-dire 

que  X|  :=  >|  ou 

E 
L'ordonnée  du  centre  du  cercle  osculateur  est  donc— 7  et  le  rayon  de 

A 

E 

ce  cercle  est  la  valeur  absolue  de  -r  •  Ce  rajon  est  appelé  rayon  de  cour- 
bure de  la  conique  &  l'origine. 
Si  nous  supposons 

R-j, 

le  cerde  est  osculateur  :  pour  qu'il  soit  surosculateur,  il  faut  et  il 
•ufilt  que  le  couple  de  sécantes  correspondant  à  la  racine  triple 

A-        ^ 

soit  une  droite  double.  Or,  ce  couple  est 

y»  (C  —  A)  +  2Bxy  =  o; 

pour  qu'il  soit  une  droite  double,  il  faut  et  il  suffit  B  =  o.  Alors 
l'équation  de  la  conique  devient 

Ax»  +  Cy«  +  aEy  =  o 

et  l'origine  est  un  sommet.  C'est  donc  seulement  aux  sommets  d'une 
conique  que  le  cercle  osculateur  devient  surosculateur. 

Théorème.  Les  racines  de  réquation  en  X  restent  les  mêmes 
quand  on  rapporte  les  deux  coniques  ^  etS'  à  d'autres  axes  coor- 
donnés. 

En  effet,  supposons  que  Ton  rapporte  les  deux  coniques 
S=o  ,  S'=o  a  d'autres  axes  coordonnés  Oia?i,  0{y^.  Les 
formules  du  changement  de  coordonnées  donneront 

x=ax^  +  byi'\-çz^ 

(G)  y  =  a'a:i  +  *'yi  +  c'«| 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  des 
deux  coniques,  on  aura 
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S'=AX«+    .  •  .    +F,z,«  — o. 
Këquatioii 

deviendra  donc 

(A,  -t-  ^A;)  ar,*  +  2(B.  +  XFJ  x,y,  + . . .  =  o. 

Pour  que  la  conique  S  -j-  X  S' = o  se  décompose  en  deux  droites» 
il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  de  ce  polynôme  en 
^ly  ^1'  ^1  soit  ^^1>  ^^  Q^i  donne  pour  déterminer  X  une  nou* 
Telle  équation  du  troisième  degré 

{y)  A,+e,x+e;x«+A;x>  =  o. 

Cette  équation  admet  les  mêmes  racines  que  t  équation  (i).  Cela 
résulte  de  ce  que  Tune  et  Tautre  des  équations  (i)  et  (7)  don« 
nent  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  Téquation  S  -f-  XS'  =  o 
représente  deux  droites.  Si  l'équation  (1)  a  ses  trois  racines 
distinctes,  Téquation  (7)  aura  les  mêmes  racines  et  par  suite 
on  aura 

ces  relations  seront  identiques  si  Ton  y  remplace  les  coeffi- 
cients Al,  Ap  Bj,  F, . . .  Fj,  F,  par  leurs  expressions  en  fonc- 
tion de  A,  A',  B,  B', . . .  F,  F';  elles  subsisteront  donc  encore 
quand  l'une  des  équations  [i)  ou  (7)  aura  des  racines  multiples. 
DonCj  dans  tous  les  caSy  ces  deux  équations  ont  les  mêmes  racines, 

EXERCICES 

I.  Soit  Ml  (Xi,  ffi)  un  point  pris  sur  une  conique  ayant  pour 
équation  f{x,  y)  =  o.  Démontrer 

lo  Qae  l'équation  générale  des  coniques  oscalatrices  &  la  conique 
f  =  o  au  point  M|  est 

f{^,y)  +  [>(«-a?i)  +  i*(y-yi)](«/q  +  yry4  +  n^)=  o, 

X  et  |i  désignant  deux  paramètres  variables. 

a<*  Que  l'équation  générale  des  coniques  surosculatrices  &  la  coniqu. 
/  =  o  au  même  point  est 

f(x,  y)  +  X  [x^r,  +  yfi^  +  /ï,  ]•  =  o, 
>  désignant  un  paramètre  variable. 
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t.  Les  hyperboles  équilaiëres  qui  sont  osculatrlces  en  un  point  M|  à 
une  conique  donnée  /*=  o  passent  par  un  point  fixe  P.  On  demande 
I®  Le  lieu  du  centre  de  ces  hyperboles  équilatëres. 
a®  Le  lieu  du  point  P  quand  le  point  M|  décrit  la  conique  ^=0. 

3.  Placer  deux  paraboles  égales  dont  les  axes  sont  rectangulaires, 
de  façon  qu'elles  soient  osculatrlces. 

4.  Étant  donnés  une  parabole  et  un  cercle  passant  par  le  foyer, 
trouver  où  doit  être  le  centre  du  cercle  pour  qu'il  ait  avec  la  parabole 
quatre  points  d'intersection  réels,  ou  deux  points  réels  et  deux  ima- 
ginaires ou  quatre  points  imaginaires.  On  étudiera  la  forme  et  les 
propriétés  de  la  courbe  qui  sépare  ces  différentes  régions  (École 
polytechnique,  i865). 

5.  Soient 

E  =  au*  +  abttt;  +  cv*  +  aduw  +  aet^u;  +  fw*  =  o, 
2'  =  a'tt*  -h  ah'uv  +  c'i;*  +  ad'tttc;  +  2&vw  +  îiv*  =  o, 

les  équations  tangentielles  de  deux  coniques  S  et  S'.  On  demande  : 

1^  De  former  l'équation  du  troisième  degré  donnant  les  valeurs  de 
|L  pour  lesquelles  l'équation 

£  +  ïiS'  =  o 

représente  deux  points. 

a<*  D'indiquer  de  quelle  façon  les  racines  de  cette  équation  en  |i 
sont  liées  aux  racines  de  l'équation  en  X  relative  aux  deux  coniques 
S  et  S'. 

RELÂ.TIONS  ENTRE  LES  RACINES  DB  L'ÉQUATION  EN  X. 

Soient 
S==Ax*  +2Bjry  +Cy  +aDxz  +2Eyz  +F«*  =0, 
S' = A'a?«  +  nB'xy  -f  C'y*  +  ^Uxz  +  nEyz  +  Fz*  =  o, 

les  équations  de  deux  coniques  que  l'on  a  rendues  homogènes 
en  remplaçantoretypar-  ^  et  multipliant  par  s'.Les  valeurs 

de  X  pour  lesquelles  réquation 

S  +  XS'  =  o 

représente  deux  droites,  sont  données  par  l'équation  du  troi- 
sième degré 

(i)  A  +  ex  +  e'X*  +  A'X«  =  o. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  les  racines  de  cette 


SËGANTBS  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES.      375 

équation  restent  les  mêmes  quand  on  rapporte  les  coniques  S 
et  S' à  d'autres  axes.  Supposons,  plus  généralement,  que  l'on 
désigne  par  «,  p,  y  trois  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z. 

(a)  p  =  a'a? +*'y  +  c'z 

qui  égalées  à  zéro  représentent  trois  droites  non  concourantes; 
on  pourra  alors  tirer  de  ces  équations  x^y^z  en  fonction 
linéaire  homogène  de  a,  p,  y 

x  =  loi  +mp  -{-nf 
(5)  y  =  f«  +  m'p  +  '^'y 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  des  deux  coni- 
ques, on  mettra  ces  équations  sous  la  forme 

S'  =  Ay  +  aF.otp  +  C;p«  +  aD>Y  +  aE'.py  +  F,  y*  =  o 
et  l'équation  S  -f-  ^S'  =  o  deviendra 

(A.  +  xa;k  +  a(B,  +  xb;)«p +•..=-  0. 

Pour  que  la  conique  S4-XS'  =  o  se  décompose  en  deux 
droites,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  nouveau  polynôme  homogène 
en  a,  p,  Y  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier  degré, 
c'est-à-dire  que  son  discriminant 

(a,+xa;)(c.+xc;)(F,+xf;)  +  .... 

soit  nul*  L'on  a  ainsi,  pour  déterminer  X  une  nouvelle  éqnar 
tion  du  troisième  degré 

<4)  A,+e,x+e;x»  +  A;x«=o. 

Cette  équation  admet  encore  les  mêmes  racines  que  t équation  (i). 
Gela  résulte  évidemment  de  ce  que  l'une  et  Tautre  des  équa- 
tions (i)  et  (4)  donnent  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles 
réquation  S  -f  XS'  =  o  représente  deux  droites.  Si  la  première 
équation  a  trois  racines  distinctes,  la  seconde  aura  les  mêmes 
racines.  Donc 
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ces  relations  seront  des  identités  si  l'on  y  remplace  les  coefd' 
cients  Ai,Â',,Bi,  B'... . .  par  leurs  expressions  en  fonctioa 
de  À,  A',  B,  B\  . .  etc.  ;  elles  subsistent  donc  encore  lorsque 
l'équation  (i)  a  des  racines  multiples.  Donc,  dans  tous  les  cas, 
les  équations  (i)  et  (4)  ont  les  mêmes  racines. 

Voyons  enfin  comment  varient  les  racines  de  Téquation  en 
X  quand  on  multiplie  tous  les  coefficients  de  l'équation  S  ==  o 
par  un  facteur  constant  E  et  tous  ceux  de  S'  =  o  par  un  fac- 
teur constant  K'.  Alors  les  équations  des  deux  coniques 
deviennent 

KS  =  o,  K'S'  =  o 

et  réquation  générale  des  coniques  passant  par  leurs  points 
d'intersection  devient 

KS  +  X'K'S'  =  o, 

équation  qui  est  identique  à  S  +  ^S'= o  si  l'on  pose  V=-=jr,  X. 

Donc,  pour  avoir  les  valeurs  de  X'  pour  lesquelles  l'équation 
KS  4-  X'K'S'  =  o  représente  deux  droites,  il  suffira  de  prendre 
les  trois  raoines  de  l'équation  (i)  en  X  et  de  les  multiplier  par 

le  facteur  zp-,  • 

XV. 

En  résumé^  si  l'on  transforme  les  équations  des  deux  coni- 
ques en  j  remplaçant  x,  y,  z  par  des  expression  telles  que  (3) 
(c'est-à-dire  en  les  rapportant  &  un  triangle  de  référence 
quelconque),  et  si  l'on  multiplie  les  équations  des  deux  coni- 
ques par  des  facteurs  constants,  les  racines  de  téquation  en  X 
restent  les  mêmes^  ou  sont  multipliées  par  un  même  facteur. 

On  en  conclut  que  : 

Une  relation  homogène  entre  les  racines  de  Féquation  en  X  exprime 
une  propriété  des  deux  coniques  indépendante  du  choix  des  axes 
coordonnés  ow,  plus  généralement,  du  choix  des  fonctions  linéaires 
«  a,  Y,  c'est'à'dire  du  triangle  de  référence.  Car,  si  une  pareille 
relation  a  lieu  quand  les  axes  ou  les  fonctions  a,  p,  y  ont  été 
choisis  d'une  certaine  façon,  elle  subsistera  pour  tout  autre 
système  d'axes  ou  de  fonctions  linéaires  «,  p,  y. 

Par  exemple,  si  l'on  appelle  X„  Xi,X,  les  trois  racines  de 
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Pëquation  en  \,  la  relation  X^  —  X,  =  o  ou,  plus  symétriqae- 
ment, 

(X,  -  X.)«  (>«->»)•  (^3- M"  =  <^. 
qui  est  homogène  et  du  second  degré  en  X^,  Xs,  Xt  exprime  que 
l'équation  en  X  a  une  racine  double;  c'est-à-dire  que  les  deux 
coniques  sont  tangentes. 

Nous  allons  chercher  la  signification  de  quelques  autres 
relations  simples. 

I.  La  relation  Xj  +  X,  -|-  ^t  =  o  oti  ©'  =  o  est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  quil  existe  un  triangle  inscrit  dans  la 
conique  S  et  conjugué  par  rapport  à  S'.  LorsquHl  existe  un  de  ces 
triangles f  tien  existe  une  infinité» 


Fig.  ». 

Pour  le  démon trer^  supposons  qu'il  existe  un  triangle  inscrit 
dans  S  et  conjugué  à  S'.  Alors  en  appelant 

a  =  o  ,  p  =  o  ,  y  =  o 

les  équations  des  côtés  de  ce  triangle,  l'équation  de  la  coni- 
que S  sera 

S  =  aBap  -f  •  aDay  +  aE^Y  =  o, 

et  celle  de  S' 

S'  =  AV  +  C'P«  +  Fy*. 

On  voit  immédiatement  en  égalant  à  zéro  le  discriminant 
du  polynôme  S  -f  ^S' que  Ton  a  une  équation  en  X 

aBDE—  X(A'E»  +  CD»  +  FB«)  +  X'A'CF  =  o 

dans  laquelle  le  coefficient  &  de  X*  est  nul.  Donc  la  condition 
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^1  +  ^1 + ^s =<>  ^^  nécessaire.  In  versement,  si  cette  condition 
est  remplie  pour  denx  coniques  S  et  S' dont  la  seconde  S'  n*e8t 
pas  décomposée  en  droites,  il  existe  nne  infinité  de  triangles 
inscrits  dans  8  et  conjugués  i  S'.  En  eflbt,  prenons  an  point  P 
sar  la  conique  S  eipapolairedeeepotntparrapportàS'  (fig.  a)  : 
cette  polaire  coupe  la  conique  S' en  deux  points  M  et  M' et  la 
conique  S  au  moins  en  un  point  Q  ;  soit  R  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  Q  par  rapport  aux  deux  points  M  et  M',  nous 
allons  montrer  que  ce  point  R  appartient  aussi  à  la  conique  S. 
Le  triangle  PQR  étant  conj  ugué  par  rapport  à  la  conique  S\ 
réquation  de  cette  conique  sera 

en  appelant  a=o,  p=o,  y^o  les  équations  des  côtés  QR, 
RPy  PQ  du  triangle.  Quant  à  la  conique  S,  elle  passe  par  le 
point  P  insersection  des  côtés  p  =  o,  y = o,  et  le  point  Q  in- 
tersection des  côtés  Y  =  0,  a=o;  son  équation  sera  donc  de 
Informe 

S  =  Att*  +  aB«p  +  aD«Y  +  ^EpY  =  o. 

En  formant  le  discriminant  du  polynôme  S  +  XS'  on  trouve 
pour  coefiScient  de  X* 

e^=AcrF. 

Gomme  ce  coefficient  doit  être  nul  et  que  ni  C  ni  F  ne  peu- 
vent être  nuls,  car  la  conique  S' se  réduirait  à  deux  droites, 
on  a  A=o,  et  la  conique  S  est  circonscrite  au  triangle  PQR 
conjugué  à  S';  c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

IL  La  même  relation  X^  4~Xt4-Xt  =  o  oti  O'^o  est  la  condi- 
tion néceêsaùre  et  suffisante  pour  qu'il  existe  un  triangle  circonscrit 
à  la  conique  S' et  conjugué  par  rapport  à  S.  Lorsqu'il  existe  un  de 
ces  triangles^  il  en  existe  une  infinité. 

En  effet,  s'il  existe  un  de  ces  triangles  et  si  Ton  appelle 
a,  p,  Y  '^s  premiers  membres  des  équations  des  côtés  de  ce 
triangle,  l'équation  de  S  sera 

S  =  Aa«  +  Cf«  +  FY" 
et  celle  de  &  (n«  382  bis) 

ff  s=  pW  -j-  j*^*  -}.  r*Y"  —  aj'f  Y  —  si^y»  "^  apy«p  =  o. 
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En  formant  le  coefficient  W  de  X'  dans  le  discriminant  de 
S  +  XS'  on  Terra  immédiatement  que  ce  coefficient  est  nul  ; 
la  condition  Xi  4- Xi  4- Xs  =  o  est  donc  nécessaire.  Inverse- 
ment, supposons  cette  condition  remplie;  prenons  une  tan- 
gente quelconque  TTy  « = o,  i  la  conique  S' et  son  pôle  P  par 
rapport  à  S;  do  ce  pôle  on  peut  mener  deux  tangentes  PT  et 
PT  à  la  conique  S  et  une  tangente  au  moins  P'Q'  à  la  coni* 
que  S'.  Appelons  y=o  Téquation  de  cette  dernière  droite 
P'Q'  et  p==o  réquation  de  sa  conjuguée  P'R'  par  rapport  au 
système  des  deux  tangentes  PT  et  P'T.  Alors  le  triangle 
formé  par  les  trois  droites  «  =  0,  p=o,  Y=ro  sera  conjugué 
à  S  et  deux  de  ses  côtés  a = o,  y = o  seront  tangents  à  S'  ;  nous 
allons  montrer  que  le  troisième  côté  p=o  est  aussi  tangent 
à  8'.  Les  équations  des  deux  coniques  pourront  s'écrire  : 

S  =  Aa»  +  Cp«+FY«  =  o 
S'  =  p'«*  +  f'p"  -f  r»y»  —  2qrpy  +  aD'oty  —  a/?jap  =  o  ; 

car  le  premier  membre  de  Téquation  de  S'  doit  se  réduire  à 
un  carré  parfait  pour  «  =  o  et  pour  y = o.  Le  coefficient  ©'  de 
X*  dans  le  discriminant  de  S  +  ^S'  est  C(p'r'  —  D'"),  et  ce 
coefficient  doit  être  nul.  On  ne  peut  pas  avoir  G  =  o  car  si 
G  était  nul,  la  conique  S  serait  réduite  à  deux  droites  ;  on  ne 
peut  pas  avoir  D"  ^pr,  car  pour  cette  valeur  de  D'  on  aurait 

S'  =  (/>«-?P  +  rY)» 

et  la  conique  S' serait  une  droite  double.  Donc  on  a  D'  = — pr, 
et  la  conique  S'  est  inscrite  dans  le  triangle  P'Q'R'  conjugué 
à  S. 

Remarqub.  Lorsque  la  conique  S  est  circonscrite  à  un 
triangle  conjugué  à  S',  on  dit,  pour  abréger,  que  S  est  karmo- 
mquement  circonscrite  à  S'  ;  alors,  d'après  ce  qui  précède,  la 
coni(iue  S'  est  aussi  inscrite  dans  un  triangle  conjugué  à  S  et 
Ton  dit  que  S' est  harmoniquement  inscrite  dans  S. 

Exemple.  Étant  donné  un  triangle,  il  existe  toujours  un  cercle  réel 
ou  imaginaire  par  rapport  auquel  le  triangle  est  conjugué.  En  effet, 
en  appelant  a  =  o,  p  =  u,  y  =  o,  les  équations  des  côtés  du  triangle, 
l'équation  générale  des  coniques  conjuguées  au  triangle  est 
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Aa«  +  Cp«  +  Ft*  =  o. 

En  exprimant  que  cette  équation  représente  un  cercle,  on  aura  deux 
équations  du  premier  degré  déterminant  les  rapports  des  coefficients 
A  C,  F,  à  l'un  d'entre  eux.  Le  cercle  ainsi  obtenu  s'appelle  cercle 
conjugué  au  triangle  ;  il  a  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle,  car,  si  d'un  point  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  sa 
polaire  par  rapport  à  un  cercle,  cette  perpendiculaire  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Gela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suiyant  : 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  la  puissance  du 
centre  de  la  conique  par  rapport  au  cercle  conjugué  au  triangle  est 
égale  à  la  somme  algébrique  des  carrés  des  axes  de  la  conique. 

En  effet  rapportons  la  conique  à  ses  axes  et  soit 

S'  =  A'x«  +  Cy  —  A'C  =  o 

l'équation  de  la  conique.  A'  et  G'  désignant  les  carrés  des  longueurs 
des  axes.  Soit,  d'autre  part, 

S  =»•  +  y"  +  aDa;  +  aEy  +  F  =  o 

l'équation  du  cercle  conjugué  au  triangle.  Alors  la  conique  S'  sera 
inscrite  dans  un  triangle  conjugué  &  S  :  donc  si  l'on  forme  le  discri- 
minant du  polynôme  S  +  XS',  le  coefficient  6'  de  X«  doit  être  nul.  Oc 
ce  coefficient  est  A'  G'  (F  —  A'  —  G')  ;  comme  A'  et  G'  sont  différenU 
de  zéro,  on  a 

F  =  A'  +  G', 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

III.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quil  existe  un 
triangle  inscrit  dans  une  conique  S  et  circonscrit  à  une  conique  S' 

est 

e'«  — 4eA'  =  o 

ou  X."  +  X,«  +  X,«  —  2X^X1  —  aXiX,  —  aXjX^  =0 

ou  '  v/^dzv/xi±v/r,  =  o; 

sHl  existe  un  tel  triangle,  il  en  existe  une  infinité. 

Appelons  a  =  o,  p  =  o,  t  =  o  les  équations  des  côt^s  d'un 
triangle  inscrit  dans  S  et  circonscrit  à  S'.  Les  équations  de» 
deux  coniques  pourront  s'écrire 

S  =  aBoi?  +  aDaY  +  aEpr  =  o, 
S' = />•«■  +  q*^*  +  r»  y'  —  aj^f  Y  —  ^r/JY»  —  V?»? = Oft 


\ 
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Si  Yoh  forme  le  discriminant  de  S  -j^  XS',  on  voit  que  les  coeffi- 
cients de  X'9  X'y  X  sont 

e=-(Ep  +  Dî+Br)«. 

L'on  a  donc  Q**  —  4©^'  =  o,  relation  que  Ton  peut  écrire 
d'après  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 

ou     (5)      Xj*  +  ^a'  +  ^s'  —  2X^X2  —  2X2X3  —  2X8X,  =0. 

Cette  dernière  relation  étant  homogène  par  rapport  aux 
racines  de  l'équation  en  X  aura  lieu,  comme  nous  Tavons  vu, 
quelle  que  soit  la  façon  dont  on  écrit  les  équations  des  deux 
coniques.  On  vérifiera  facilement  que  cette  relation  est  équi- 
valente à  Tune  des  suivantes 

V/x^dtv/xid:V/xr  =  o. 

Réciproquement,  si  cette  relation  (5)  a  lieu,  il  existe  une 
infinité  de  triangles  inscrits  dans  S  et  circonscrits  à  S'.  On  le 
démontrera  en  suivant  une  marche  entièrement  semblable  à 
celle  que  nous  avons  employée  pour  les  propositions  I  et  II. 

Exemple  I.  Considérons  deux  ellipses  de  même  centre  et  de  mêmes 
axes  ajant  pour  équations 

Les  valeurs  de  >  pour  lesquelles  l'équation  S  +  >S'  =  o  représente 
deux  droites  sont 

donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  un  triangle 
inscrit  dans  S  et  circonscrit  à  S'  est 


f 


a      b 


Exemple  II.  Soient  encore  les  deux  cercles  ayant  pour  équations 
S  =  aî«  +  î/«  — R«=:o    ,    S'  =  {aR— (i)«  +  y*  — r«=o    ; 
les  coefficients  de  l'équation  en  >  sont 
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A'  =  r»    ,    e'=R«  +  ar*  — (i>    ,    e=5aR«  +  r«  — d«; 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qa'il  existe  an  triangle 
inscrit  dans  S  et  circonscrit  à  S'  est  donc 

(ar"  +  R«—  (f«)«  —  4r«  (aR»  +  r«  —  d*)  =  o 

ou  en  réduisant 

(d«  —  Ri)a  -  4r2Rt  =  o 

d«-R«  =  =fc2rR, 

relation  élémentaire  bien  connue  entre  les  rayons  et  la  distance  des 
centres  de  deux  cercles  l'un  circonscrit,  l'autre  inscrit  ou  ex-inscrit  à 
un  triangle. 

EXERCICES 

I.  Démontrer  que  le  cercle  conjugué  &  un  triangle  est  réel  quand 
le  triangle  a  un  angle  obtus,  imaginaire  dans  le  cas  contraire. 

a.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  donné 
et  telles  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  axes  est  constante,  est  un 
cercle  ayant  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

3.  Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à  une  parabole,  le  point  de 
concours  des  hauteurs  est  sur  la  directrice. 

4-  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère,  le 
point  de  concours  des  hauteurs  est  sur  la  courbe. 

(Dans  ces  deux  exercices,  on  considère  le  point  de  concours  dea 
hauteurs  comme  le  centre  du  cercle  conjugué  au  triangle). 

5.  Etant  donnée  une  parabole 

yt  —  ^px  =  o 

et  un  cercle 

«•  +  y*  +  aooc  +  a^y  +  c  =  o, 

queUe  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  un 
triangle  inscrit  dans  le  cercle  et  circonscrit  à  la  parabole?  Qu'arriYC 
t-il  lorsque  le  cercle  passe  par  le  foyer  de  la  parabole? 

6.  Les  équations  de  deux  coniques  étant  mises  sous  la  forme 

S  =  A(xa  +  BP»  +  CY»  =  o 

S'  =  A'a«  +  B'P«+CV  =  o» 

quelles  relations  doitril  y  aroir  entre  les  coefficients 
1^  Pour  que  S  soit  harmoniquement  circonscrite  à  S', 
a«  Pour  que  S  soit  circonscrite  à  un  triangle  circonscrit  à  S\ 

7.  Deux  coniques  S  et  S'  sont  tangentes  entre  elles  en  un  point  H; 
démontrer  que  la  condition  nécessaird  et  sufûsante  pour  qu'il  existe 
un  triangle  inscrit  dans  S  et  circonscrit  &  S'  est  que  le  rayon  de 
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courbure  de  S'  aa  point  M  soit  égal  aa  quadruple  de  celui  de  S  au 
même  point. 

Cas  particulier.  Si  un  cercle  passant  par  le  foyer  d'une  parabole  est 
tangent  à  la  parabole  en  un  point  M,  le  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  en  M  est  quadruple  de  celui  du  cercle. 

8.  On  considère  un  triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit  :  il  existe 
une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  et  tangente  au 
cercle  circonscrit  en  un  point  donné  M. 

i<*  Trouver  le  centre  du  cercle  osculateur  k  cette  conique  en  M. 
ao  Trouver  le  lieu  de  ce  centre  quand  le  point  M  décrit  le  cercle 
circonscrit. 

9.  Quelle  relation  doit-il  j  avoir  entre  les  racines  de  Téquation  en 
X  pour  qu'il  existe  un  quadrilatère  inscrit  dans  la  conique  S  et  cir- 
conscrit à  la  conique  S'? 

S*U  existe  un  de  ces  quadrilatères  il  en  existe  une  infinité. 
On  appliquera  en  particulier  la  relation  trouvée  au  cas  où  les 
coniques  seraient  deux  cereles  (Voyez  n*  109). 

zo.  Soit  une  ellipse  B  dont  le  grand  axe  et  la  distance  focale  sont 
respectivement  égaux  &  sa  et  à  ac.  D'un  des  foyers  F  de  cette  ellipse 
comme  centre,  on  décrit  une  circonférence  de  cercle  G  ayant  pour 

rayon  ^a  (a*  +  c*).  D'un  point  quelconque  Pj  de  la  circonférence  C, 
on  mène  une  tangente  Pi  P^  à  l'ellipse  ;  du  point  P^  où  elle  rencontre 
de  nouveau  la  circonférence  G,  on  mène  à  l'ellipse  une  deuxième 
tangente  P|  Pa,  enfin  du  point  Pg  où  cette  deuxième  tangente  rencontre 
la  circonférence  G,  on  mène  à  l'ellipse  une  troisième  tangente  Pa  P4 
rencontrant  la  circonférence  au  point  P4.  On  demande  de  démontrer 
que  la  deuxième  des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point  P4  passe  par 
le  point  initial  Pf.  (École  Normale  i885). 

APPLICATION  DES  PROPRIÉTÉS  DES   POLTNOMES  HOMOGÈNES  A 
LA  THÉORIE  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

Soit 
f(x,y,z)  =  Aa?»  +  aftry  +  Cy*  +  oDxz  -f  aEyz  +  Fz* 

un  polynôme  homogène  du  second  degré  en  x,y,z.  L'on  sait 
que,  si  le  discriminant  A  est  différent  de  zéro,  le  polynôme  f 
est  décomposable  en  une  somme  de  trois  carrés  linéairement 
indépendants,  si  ce  discriminant  est  nul  sans  que  tous  ses 
mineurs  le  soient,  le  polynôme  est  décomposable  en  une 
somme  de  deux  carrés  linéairement  indépendants  ;  enfin  si 
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tous  les  mineurs  du  discriminant  sont  nuls,  le  polynôme  est 
un  carré  parfait  ;  les  réciproques  sont  vraies. 
i^)  Supposons  que  le  discriminant 

A  =  ACF  —  AE»  —  CD*  —  FB«  -f  aBDE 

soit  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs  a,b^  o,  d,  e,f.  Alors  le 
polynôme  /*estle  carré  d'une  fonction  linéaire 

a  étant  une  constante  positive  ou  négative;  et  en  désignant 
la  fonction  te  +  my  +  nz  par  «,  on  a  identiquement  f,  =  aa/a, 
/^=3ama,  fl=  2anx.  Dans  ce  cas,  si  l'on  considère  x,yetz 
comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point,  Téquation 

représente  deux  droites  confondues  avec  la  droite  te  -)-  my  -{~ 
ni  =  o  et  les  trois  équations 

représentent  cette  même  droite  ou  sont  des  identités  comme, 
par  exemple,  Téquation  fi  =  o  quand  n  =  o. 

a^)  Supposons  le  discriminant  A  nul  sans  que  tous  ses  mi- 
neurs le  soient.  Alors  le  polynôme  /  est  décomposable  en  une 
somme  de  deux  carrés  linéairement  indépendants 

(i)  /(a:,y,«)  =  aa«  +  6f« 

où  a  et  i  désignent  des  constantes  et  «  et  p  des  fonctions 
linéaires  homogènes  de  x,  y,  x 

a  =  te  -[-  ^y  +  nz,  p  =  f X  +  m'y  -}-  n'z. 

Dire  que  ces  fonctions  sont  linéairement  indépendantes,  c'est 
dire  qu'il  n'existe  pas  deux  facteurs  constants  k  et  k'  non  nuls 
tous  deux  et  tels  que  ka  -|-  kfp  soit  nul  identiquement.  L'on 
peut  mettre  le  polynôme  /sous  la  forme  (i)  d'une  infinité  de 
manières  ;  nous  allons  montrer  comment  on  peut  les  obtenir 
toutes.  L'identité  (i)  peut  s'écrire 

/•(oî,  y,  z)  =  (ot  v/ï  +  p  V/^)  («  V^-P  \/^ 
ou  * 

f(x,  y,  i)  =  PQ 
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P  et  Q  désignant  deax  fonctions  linéaires  homogènes  de  x,  y,  x 
linéairement  indépendantes.  Ces  deux  fonctions  linéaires  sont 
aisées  à  trouver;  en  effet,  si  les  trois  coefficients  A,  G,  F  ne 
sont  pas  nuls  tous  trois,  le  polynôme  /'sera  un  trinôme  du 
secoqd  degré  par  rapport  à  x^  y,  ou  z  et  on  pourra  décomposer, 
ce  trinôme  en  facteurs  de  premier  degré  qui  seront  P  et  Q; 
si  A,  G  et  F  sont  nuls, le  discriminant  se  réduit  à  2BDE  et 
comme  il  est  nul,  un  au  moins  des  trois  coefficients  B,  D,  E  est 
nul  aussi,  et  alors  une  des  trois  variables  x,  y,  ou  z  se  trouve 
en  facteur  ;  la  décomposition  est  immédiate.  Ayant  ainsi  mis 
le  polynôme  sous  la  forme  PQ,  on  aura  toutes  les  décomposi<\ 
tiens  possibles  en  une  somme  de  deux  carrés,  en  remarquant 
que  Ton  a  identiquement 

(a)        f{x,  y ,  z)  =  PQ  =  ^  [(XP  +  j.Q)«  ^  (XP  -  y^Qy] 

où  X  et  (il  désignent  des  coefficients  constants  différents  de 
zéro.  En  faisant  varier  X  et  (i  on  a  une  infinité  de  décomposi- 
tion de  f  en  deux  carrés  :  on  les  a  toutes,  car  si  Ton  imagine 
une  décomposition  quelconque 

dans  laquelle  a^,p^  sont  des  fonctions  linéaires^  a^  et  b^  des 
constantes,  on  devra  avoir  identiquement 

d'où  en  dësignarit  par  k  une  constante 

ot  enfin 

expression  qui  rentre  bien  dans  la  formule  (a)  en  supposant 

r.KO\T.    A.VAÎ.YT.  25 
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Les  valeurs  de  x,  y,  z 

x=x^  ,  y=y,  ,  «=«, 

qui  annulent  simultanément  les  fonctions  linéaires  P  et  Q  et, 
par  suite,  les  fonctions  a  et  ^  qui  sont  égales  à  XP  -f  (aQ  et 
XP  -^  (iQ,  annulent  les  trois  dérivées  partielles  /^  i  /y ,  A'  • 

Si  Ton  suppose  les  coefficients  du  polynôme  /'réels,  les  fac- 
teurs P  et  Q  peuvent  être  réels  ou  imaginaires.  Pour  obtenir, 
dans  la  décomposition  (a),  des  carrés  à  coefficients  réels,  il 
faudra,  si  P  et  Q  sont  réels  prendre  X  et  (a  réels;  alors  l'un 
dés  carrés  qui  figurent  dans  la  formule  (a)  a  un  coefficient 
négatif  l'autre  un  coefficient  positif;  si  P  et  Q  sont  imagi- 
naires, on  pourra  faire,  puisque  leur  produit  est  réel, 

P=p  +  iq  ,  Q  =  h{p  —  ig) 
h  désignant  une  constante    réelle,  p  et  ;  des  fonctions 
linéaires  réelles  ;  on  prendra  alors  X=*  (X'  +  v')  >  l*  =  ^'  —  V-'* 
et  Ton  aura 

où  les  deux  carrés  ont  le  même  signe  qui  est  celui  de  A. 

L'interprétation  géométrique  de  ces  résultats  est  bien 
facile.  En  considérant  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  homo- 
gènes d'un  point,  on  voit  que  l'identité  /(or,  y,  z)  =PQ  montre 
que  l'équation  /=  o  représente  deux  droites  distinctes,  réelles 
ou  imaginaires.  Si  S|  est  différent  de  zéro,  les  deux  droites  se 
coupent  au  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont 

—    ,    2Li  ;  les  droites 

a  =  XP+iiQ  =  o  ,  p  =  XP  — fiQ  =  o 

passent  par  ce  point  et  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  droites  P  =  o  et  Q  =  o.  Si  z^  est  nul  sans  que  l'une 
des  fonctions  P  et  Q  se  réduise  à  la  forme  nz,  les  deux  droites 

sont  parallèles  et  ont  pour  coefficient  angulaire  commun  ^  » 

Les  droites  a=:o,  p=o  sont  parallèles  à  la  même  direction 
et  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  P = o 
Q  =  o;  l'on  a  identiquement,  dans  le  cas  actuel, 
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P=:mQ-ffix 

91  et  n  étant  des  constantes;  si  donc  Ton  fait  »iX= — [&,  la 
droite  «  =  o  devient  la  droite  de  l'infini  et  la  conjuguée  p=  o 
devient  la  droite  équidistante  des  droites  parallèles  P  =  o« 

Q=o 

aw  Q  -}-  nz  =  0  ; 

comme  f{x^  y,  z)  =  PQ  =  {mQ  +  nz)  Q  les  deux  équations 

/;=Q;(2mQ+r»)  =  o 
/;  =  Q;(amQ-}-wz)  =  o 

représentent  cette  même  droite^  à  moins  que  Tune  d'elles  ne  soit 
identique,  ce  qui  arriverait  par  exemple,  si  la  constante  Qy 
était  nulle. 

Enfin,  si  l'une  des  deux  fonctions  P  ou  Q,  Q  par  exemple, 
était  de  la  forme  nz^  la  droite  Q=:o  serait  rejetée  à  l'infini, 
réquation  f=o  représenterait  une  seule  droite  à  distance 
finie  P  •=  o,et  les  deux  droites  a  =  o  ,  |3  =  o  serait  parallèles 
i  cette  droite  unique  et  situées  de  part  et  d'autre  à  égalé 
distance  de  cette  droite. 

30)  Supposons  enfin  le  discriminant  A  difi^érent  de  zéro. 
Dans  ce  cas,  le  polynôme  f[x,  y,  z)  pourra  être  décomposé  en 
trois  carrés  linéairement  indépendants. 

(3)  f{x,y,z)  =  aa^+bp*  +  f^^ 

où  a,bfC  désignent  des  constantes  différentes  de  zéro  et  oe,p,Y  des 
fonctions  linéaires. 

telles  que  le  déterminant 

l    m    n 
r    m'    n 

U    V      w 
soit  différent  de  zéro. 

Pour  obtenir  toutes  les  décompositions  de  ^en  trois  carrés 
sous  la  forme  (3),  remarquons  que  l'on  peut  choisir  arUtran^t- 
ment  tune  des  trois  fonction  linéaires  «,p,Y»  ^  fonction  y  par 
exemplcrà  condition  jue  les  coefficients  UyVyW  de  cette  fonction 
m'ânnolbnt  PAS /e  jK>/jfn^e. 
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(4)  ^  (ii,t;,tr) =au'  +  abttt? +Ct;*  +  nduw  +  2evtV'\'tw  . 

ËQ  effet,  UyVyW  étant  choisis  arbitrairement,  considérons  la 

différence 

F  (x,y,z)  =r  f(x,y,x)  —  X7» 

où  X  est  une  constante  :  cette  différence  F  est  un  polynôme 
homogène  du  second  degré  en  x^y^z.  Déterminons  X  de  façon 
que  le  discriminant  de  F  (^,y,z)  soit  nul  ;  nous  aurons  l'équa- 
tion 

A  — Xt««      B  — Xut?    D  — Xtiii; 

(5)  B  — Xav     G  — Xt;«     E  —  Xvw 

D  — Xnit;    B  — Xvw    F  —  'kw* 

dont  le  développement  par  rapport  aux  puissances  de  X  s'ob- 
tient en  faisant  dans  l'équation  en  X  du  n®  286 

A'  =  — 1«*  ,  B'=~ww  ,  C'  =  — »•  ,  D'  =  — tiw  , 

E'  =  — itc?  ,  F'  =  — «?' 

et  par  suite  À'=:o  ,  &  =  o  ,  B=  —  9 (u.VyW)^  9  désignant  le 
polynôme  (4).  L'équation  (5)  se  réduit  donc  à  l'équation  du 
premier  degré 

A  —  X9    [UyV^W)  =  0 

qui  détermine  X  quand  9  {UyV,w)  n^ost  pas  nul.  Appelons  c  la 
yaleur  de  X  tirée  de  cette  équation  : 

A 

9  («»v,te?) 

liO  discriminant  de  la  fonction  F=f  —  ey*  étant  nul,  cette 
fonction  peut  se  décomposer  en  une  somme  de  deux  carrés  ; 
elle  n'est  pas  un  carré  parfait  aa*,  car  s'il  en  était  ainsi  on 
aurait 

la  fonction  /serait  une  somme  de  deux  carrés  et  son  discri- 
minant A  serait  nul,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  poly* 
nôme  Fs/*— cy*  étant  décomposable  en  une  somme  de  deux 
carrés,  on  pourra  lui  appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  le  numéro 
précédent  et  trouver  toutes  les  façons  possibles  de  le  mettre 
sous  la  forme  aa'  -f  ip*.  A  chacune  de  ces  décompositions  de 


APPLICATIONS  DES  PROPRIÉTÉS  DES  POLYNOMES,  ETC.  3S9 

F{x,y,z)  en  deux  carrés,  correspondra  une  décomposition  de  f 
en  trois  carrés 

Y  ayant  été  choisi  arbitrairement. 
Si  Ton  décompose  F  en  deux  facteurs 

(6)  F(x,y,z)=/-CY«=PQ, 

les  valeurs  x  =  x^  ^  y=j/^  ^  z  =  z^  qui  annulent  P  et  Q 
annulentaetp,  ainsi  que  les  dérivées  partielles  F.  ,  Fy  ,  Fs. 
Comme 

-f;=-/';— c'iy ,  iF;=-^— cwY  i  -f;=-/ï— ««^  » 

a  2  a  a  a  a 

on  a,  en  remplaçant  x^y^z  par  Xi,yj,zi,  et  désignant  par  Yi  la 
quantité  vx^^  +  ^'Vi  +  ^^^i> 

(7)  ^/'xi=^'«ri»^^yi=^«^ri  »^/«i=««^i  ; 

la  constante  Yj  n'est  pas  nulle,  car  si  elle  Tétait,  /^j  ,  f^^  ,  /"ij 
seraient  nuls  tous  trois  et  le  discriminant  A  serait  nul.  On  a 
alors  identiquement 

et,  en  faisant,  dans  cette  identité,  jr= or,  ,  y  =  yi  »  z  =  Z|,et 
appliquant  le  théorème  des  fonctions  homogènes 

On  en  conclut 

4/(J^„yi»«i)  '  ' 

et,  en  remplaçant  cy'  par  cette  expression  dans  Tindentité  (6) , 
on  a,  après  avoir  chassé  le  dénominateur  4 /(or  1,  y^  z^) 

Enfin,  si  dans  la  relation  qui  donne  e 

on  remplacoi  u^v^w  par  leurs  expression  tirées  des  rela- 
tions (7) 
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OD  a,  puisque  lo  poljDÔme  9  est  homogène, 

et,  ea  remplaçant  cyi'  P^ï*  sa  valeur  f{x^y  yi>  «1) 
(10)  çf^f,,  ,^/;,  ,  ^/;,j=A/(a?py„«,); 

ce  qui  donne  une  identité  remarquable. 

Inlet*prétation  géométrique.  En  considérant  x.  y,  z  comme 
les  coordonnées  homogènes  d'un  point,  on  voit  que  l'équa- 
tion f{Xy  y,  2)  =  0  représente  une  conique  non  réduite  à  deux 
droites,  ellipse  imaginaire  ou  réelle,  hyperbole,  parabole. 
L'identité 

donne  le  premier  membre  de  l'équation  de  cette  conique  dé- 
composé en  une  somme  de  trois  carrés.  Si  les  trois  coefficients 
a.b^c  sont  de  mêmes  signes,  la  courbe  est  une  ellipse  imagi- 
naire, sinon  elle  est  une  conique  réelle  :  l'on  sait  d'ailleurs 
que,  dans  toutes  les  décompositions  possibles  de /en  trois 
carrés,  le  nombre  des  coefficients  a^byC  qui  ont  un  signe  déter- 
miné est  invariable.  L'on  peut  prendre  arbitrairement  l'une 
des  fonctions  a,p,Y,  par  exemple  la  fonction  j  =  ux-\-vy-{-v:z, 
à  condition  que  Ton  n'ait  pas  <p(t4,t;,to)=o,  c'est-à-dire  à 
condition  que  la  droite  y=o  ne  soit  pas  tangente  à  la  coni- 
que (n*  126).  Supposons  cette  condition  remplie;  on  pourra 
écrire  l'équation  de  la  conique  sous  la  forme 

/(x,y,  z)  =  CY«-f  PQ  =  o, 

qui  montre  que  P  =  o  Q  =  o  sont  les  équations  des  tangentes 
aux  points  où  la  droite  y=o  coupe  la  conique.  Nous  avons 
appeléar^,  y^,  z^,  les  valeurs  de  Xyy^z  qui  annulent  P  et  Q,  c'est- 
à-dire  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  concours  des 
deux  droites  P  =  o  ,  Q  =  o  ;  la  droite  y  =  0  est  la  corde  des 
contacts  des  tangentes  issues  de  ce  point  ou  la  polaire  de  ce 
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point;  d'après  Fidentité  [^),  l'ëquatioa  de  cette  droite  peut 


s'écrire  ainsi 


ce  qui  est  bien  Téquation  de  la  polaire  du  point  de  coordon- 
nées âp^,  y  i,Zj.  D'après  l'identité  (g),  l'équation  PQ  =  o,qui 
représente  l'ensemble  des  tangentes  menées  du  point  de 
coordonnées  x^ft/^^z^k  la  conique,peut  s'écrire 

Enfin  l'identité  (lo)  montre  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  7  (/^|,  /^t,  /ïj  soit  nul  est  que  A(^i*  Vi»  ^1) 
le  soit  et  réciproquement;  ce  qui  veut  dire  géométriquement 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  polaire 
du  point  x^^j/i,  z^  soit  tangente  à  la  courbe  est  que  ce  point 
soit  sur  la  courbe. 

Les  droites  a  =  o,  p  =  o  passent  par  le  point  de  concours 
des  tangentes  P  =  o,Q  =  o  et  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  à  ces  tangentes.  Si  z^  est  différent  de  zéro,  les 
deux  droites  P  =  0  Q  =  o  concourent  en  un  point  situé  à  dis- 

tance  finie,  ayant  pour  coordonnées  cartésiennes—  ,  — .  Si 

z^      Zi 

z^  =  0,  ces  deux  droites  sont  parallèles  à  la  direction  de  coef- 
ficient angulaire  ^,  ou  l'une  d'elles  est  i  l'infini,  ce  qui  arrive 

x^ 

quand  l'une  des  fonctions  P  ou  Q  se  réduit  à  la  forme  nz;  dans 
ce  cas  (i|  =  0),  la  droite  y  =  o  a  pour  équation 

elle  coïncide  avec  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  des 
deux  droites  P  =  o  Q  =  0,  ou  de  celle  des  deux  qui  est  à  dis- 
tance finie  ;  on  peut  dire  que  y  =  o  est  la  polaire  du  point  â 
l'infini  (Xi,yj,o). 
Ainsi,  quand  Téquation  est  mise  sous  la  forme 

f{x,y,  z)  =  aoL*  +  éf  «  +  cfp^  o 

la  droite  y  =  o  est  la  polaire  du  point  de  concours  des  deux 
autres  droites  a  =  o  ,  ^  =  0;  comme  la  même  chose  a  lieu 
pour  les  droites  a  =  oetp  =  o,on  voit  que  le  triangle  formé 
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par  les  trois  droites  a  =  o  ,  p  =  o  ,  y  =  o  est  un  triangle  eoii- 
gué  par  rapport  à  la  conique. 

Appdcation  à  la  réduction  de  T équation  du  second  degré. 

1 .  Supposons  d'abord  f  différent  de  zéro  ;  alors  on  peut 
prendre  y=^>  c'est-à-dire  t*  =  o  ,  r  =  o,  fe?  =  i;  et  Toa 
trouve  : 


c  = 


?  (o,  0,  l)       f 

L'identité  (6)  donne,  dans  ce  cas, 

Les  coordonnéee  du  point  de  concours  des  droites  P = o , 
Q  =  0  vériflent  les  équations 

fxi=0     ,     fi^  =  o 

ainsi  qu'il  résulte  des  relations  (7)  dans  lesquelles  on  suppose 
a  =  i;  =  o;  ce  point  est  le  centre  de  la  courbe.  Les  droites 
P  =  o ,  Q  =  0  sont  les  asymptotes  :  leur  équation  homogène 
est  donc 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes, 

nx,  Y,  0-^=0. 

Ces  asymptotes  P  =  o ,  Q  =  0  peuvent  être  réelles  ou  imagi- 
naires. Dans  le  premier  cas  la  courbe  est  une  hyperbole,  les 
coefQçients  a  et  6  sont  de  signes  contraires;  dans  le  second 
cas,  elle  est  une  ellipse,  les  coefficients  a  et  i  sont  de  mêmes 
signes.  Les  droites  a  ^  0 ,  p  =  0  dont  les  équations  sont  de  la 
forme 

XP  +  {iiQ  =  o  ,  XP  — |aQ  =  o 

sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  asymptotes  ;  ce 
sont  deux  diamètres  conjugués;  si  Ton  détermine  le  rapport 

-  de  façon  que  ces  droites  soient  rectangulaires,  elles  coïnci- 
deront avec  les  axes.  En  prenant  les  droites  «  =  0,^=0  pour 
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axes  de  coordonnées  cartésiennes,  l'équation  de  la  conique 
prendra  la  forme  réduite 

t.  Supposons  f^o.  Alors  le  mode  précédent  de  réduction 
n'est  plus  applicable  car  <p  (o,  o,  i)  =  o.  Voici  un  second  mode 
de  réduction  qui  s'applique  à  tous  les  cas.  On  a  vu  qu'en 
appelant  x^,tf^,z^  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
quelconque  non  situé  sur  la  conique,  on  a  l'identité 

4  A^,  y,  z)  f{x,,  y,,  z,)  =  (xn,  +  y/ii  +  «  A)*  +  PQ, 
où    P  =  o  ,  Q  =  o  sont  les  équations  des  tangentes  menées 
du  point  {x^,  y,,  z^)  à  la  courbe.  Prenons  en  particulier  z^  =  o 

avec  f(x^y  y,,  o)  ^  o,  et  remarquons  que 

nous  aurons 

l^f{x.  y,  z)  f[x, ,  y„  o)  =  (X,  /;;  +  y .  Q^  +  PQ  ; 
les  droites  P  =  o  Q  =  o  se  coupant  au  point  à  l'infini  (arj,  y^  o) 
sont  parallèles  entre  elles,  ou  l'une  d'elles  est  à  l'infini.  L'on 

aura,  par  exemple, 

Q  =  m  P  +  wz, 

où  m  est  nul  si  Q  est  à  l'infini.  Alors  l'équation  /=o  s'écrit 

[x,n  +  y,ryy  +  rnV^  +  nVz  =  o. 
En  y  faisant  z  =  i ,  on  aura  Téquation  de  la  courbe  en  coor- 
données cartésiennes  ;  puis,  en  prenant  pour  nouvel  axe  O'X'  la 
droite  a?i/]^  +  yi/ï  =  o  et  pour  axe  O'Y'  la  droite  P=o,  on 
mettra  l'équation  sous  la  forme  réduite 

T*  +  2/>X'  +  ?X"  =  o; 
dans  le  cas  particulier  où  la  droite  Q  =  o  est  à  l'infini,  on  a 
m  =  o ,  donc  ;  =  o,  et  l'on  a  la  forme  réduite  spéciale 

Y'"  +  apX'  =  o 

qui  convient  aux  paraboles. 

L'on  pourra,  en  particulier,  déterminer  le  rapport  —  de 
façon  que  la  droite 

soit  perpendiculaire  sur  P  =  o  ;  la  première  droite  sera  alors 
un  axe  de  la  conique  et  la  seconde  la  tangente  au  sommet. 


LIYRE  IV 

•rBÊORIE  GÉ:i«É:Ri%.LiE  DES  GOVRBBS. 


CHAPITRE   PREMIER 

OouAtractlon  des  courbes  en  coordonnées  rectllternci*. 

334.  La  construction  d'une  courbe  n*est  autre  chose  que 
la  représentation  graphique  de  la  marche  d*une  fonction  réelle 
d'une  seule  variable,  lorsqu'on  fait  varier  d'une  manière  conti- 
nue cette  variable.  Si  l'on  a  calculé  les  valeurs  de  y  qui  répon- 
dent à  diverses  valeurs  de  Xy  on  connaît  un  certain  nombre  de 
points  de  la  courbe  à  construire.  Mais  ces  points  ne  peuvent 
suffire,  même  pour  un  tracé  grossier  de  la  courbe,  car  on  peut 
les  réunir  de  bien  des  manières  différentes  ;  et,  d'ailleurs,  il 
peut  arriver  qu'entre  deux  ordonnées,  même  très-rapprochées, 
la  ccurbe  ait  des  branches  infinies.  Il  est  donc  indispensable 
de  connaître  préalablement,  d'une  manière  générale,  lamarche 
de  la  fonction  dont  la  courbe  doit  représenter  les  variations. 

Lorsque  l'équation  est  résolue  par  rapport  à  l'une  des  varia- 
bles, y  par  exemple,  on  considère  chacune  des  déterminations 
de  y  en  particulier,  et  on  examine  entre  quelles  limites  doit 
varier  x  pour  que  y  reste  réelle.  Soient  a?<>  et  x^  deux  limites  ; 
si  la  valeur  de  y  reste  finie  dans  cet  intervalle,  elle  donne  une 
branche  finie  de  courbe  ;  si  la  valeur  de  y  devient  infinie  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  intermédiaires  a,  A,...  de  la  variable, 
on  a  diverses  branches  infinies,  asymptotes  aux  droites  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  de  x  qui  rendent  y  infinie  ;  on  subdivise 
alors  l'intervalle  de  x^  à  Xy  en  plusieurs  autres  :  un  premier  do 
x^à  a,  etc.,  de  manière  que  dans  chacun  d'eux  rordonnéo  iiô 
devienne  pas  infinie.  On  examinera  ensuite  comment  varie  y 
dans  chacun  des  intervalles,  par  exemple  quand  x  croît  le  x^ 
à  a.  Quelquefois  on  aperçoit  immédiatement,  d'après  l'exprès- 
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«ion  de  y,  comment  varie  cette  quantité  ;  mais  le  plus  souvent 
il  n'en  est  pas  ainsi  ;  dans  ce  cas,  on  a  recours  à  la  dérivée.  On 
sait^  en  effet,  que  la  variable  x  croissant  à  partir  d*une  certaine 
valeur,  si  la  fonction  reste  finie,  elle  varie  dans  lu  même  sens, 
tant  Que  la  dérivée  conserve  le  même  signe  ;  elle  croit  si  la  dé- 
rivée est  positive  ;  elle  décroit  si  la  dérivée  est  négative.  Soient 
a,  p.  Y»*.,  les  valeurs  successives  de  x  comprises  entre  x^  et  a, 
pour  lesquelles  la  dérivée  change  de  signe.  La  variable  xcrois- 
sant  de  x^  à  «,  la  dérivée  conserve  le  même  signe,  par  exemple 
le  signe  -j'y  et  la  fonction  croit  ;  de  «  àp,  la  dérivée  est  négative 
et  la  fonction  décroit,  etc.  Nous  avons  démontré  que  le  ooef  * 
âcient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe  est  égal  à  la  valeur  de  la  dérivée  en  ce  point.  Ainsi, 
le  sens  dans  lequel  varie  Tordonnée  de  la  courbe  est  indiqué 
par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente. 

Lorsque  la  dérivée  change  de  signe,  de  positive  devenant 
négative,  l'ordonnée  cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite  ; 
elle  acquiert  donc  une  valeur  tnaximum.  Si,  au  contraire,  la 
dérivée  de  négative  devient  positive,  l'ordonnée  cesse  de  dé- 
croître pour  croître  ensuite  ;  elle  acquiert  donc  une  valeur 
minimum.  D  faut  remarquer  que  ces  mots  maximum  et  mini- 
mum ne  doivent  pas  être  pris  avec  leur  sens  absolu  ;  ils  indi- 
quent seulement  la  comparaison  d'une  valeur  particulière  de 
l'ordonnée  avec  les  ordonnées  voisines. 

En  général,  la  dérivée,  restant  finie  et  continue,  change  de 
signe  en  devenant  nulle,  et,  par  conséquent,  les  tangentes 
aux  points  dont  les  ordonnées  ont  des  valeurs  maxima  et  mi- 
nima  sont  parallèles  à  l'axe  OX.  Toute  valeur  de  x  qui  an- 
nule la  dérivée  ne  donne  pas  nécessairement  un  maximum  ou 
un  minimum  de  l'ordonnée  ;  on  devra  examiner  si  la  dérivée 
change  effectivement  de  signe  :  mais,  dans  tous  le^  cas,  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Taxe  OX. 

332$.   Exemple  L  La  strophoido  définie  au  b9  aS  a  pour  équation 


V  a  +  oî 


Quand  X  varie  de  o  à  — a,  la  valeur  numérique  de  y  augmente 
constamment  de  o  à  l'infini;  on  obtient  do  la  sorte  les  deux  branches 
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Infinies  ON,  ON'  asymptotes  à  la  droite  IIH'  (Qg.  i8).  Quand  »  varie 
de  G  à  a,  l'ordonnée  y  part  de  o  pour  revenir  .à  o,  en  conservant  des 
Taleurs  Gnies;  elle  commence  donc  par  croître  pour  décroître  en- 
suite, et,  par  conséquent,  elle  passe  par  nn  maximum  ;  mais  on  ne 
voit  pas  si  dans  Tintervaile  la  fonction  n'éproure  pas  plusieurs  alter- 
natives de  croissance  et  do  décroissance.  La  raieur  positive  de  y  a 

pour  dérivée 

—  a^  —  ax  +  a? 

y  =    ;  =- 

V(a  +  aî)(a— oî) 

Le  numérateur  s'annule  pour  deux  valeurs  de  or,  l'une  âB|,  positive  et 
moindre  que  a,  Tautre  négative.  Quiind  x  varie  de  o  à  Xi,  la  dérivée 
est  positive,  la  fonction  croit;  de  a^i  à  a  la  dérivée  est  négatire,  la 
fonction  décroît;  Tordonnéo  est  maximum  pour  la  valeur 

a?t=ai , 

9 

égale  au  plus  grand  segment  de  la  ligne  a  divisée  en  moyenne  et 
extrême  raison. 

336.  On  détermine  sonvent  la  tangente  en  certains  points 
de  la  courbe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  certaines  valeurs 
particulières  de  la  dëriyée,  sans  avoir  recours  à  l'expression 
générale  de  cette  dérivée.  Considérons,  par  exemple,  le  point  O 
de  la  strophoïde  ;  joignons  ce  point  à  un  point  voisin  M  ayant 
pour  coordonnées  x  et  y;  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante 

OM  est  égal  au  rapport  -  ;  on  aura  le  coefficient  angulaire  do 

la  tangente  au  point  0,  en  cherchant  la  limite  de  ce  rapport 
lorsqu'on  fait  tendre  x  vers  zéro.  Or,  on  a 

quand  x  tend  vers  zéro,  ce  rapport  a  pour  limite  ±  i.  Les 
deux  branches  qui  passent  au  point  0  ont  pour  tangentes  en  ce 
point  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  obtiendrait  la 

tangente  au  point  A  en  considérant  le  rapport  ^  ;  ce  rap- 
port augmentant  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  a,  la  tan- 
gente au  point  A  est  parallèle  à  Taxe  OY. 

337.  Exemple  II.  Proposons-nous  d*étudier  les  courbes  représen- 
tées par  l'équation  y'=:  Aa?*  +  Bx*  +  Cx  +  D  (on  démontre  que  cet 
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courbes  peaTent  reproduire  par  la  perspective  toutes  les  conrbes  dn 
troisième  degré).  On  supposera  le  eoeilicient  A  positif^  sans  qaoi  on 
changerait  le  sens  do  Taxe  des  x.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  eonsidérer  : 
I®  le  polynôme  da  troisième  degré  a  ses  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales; appelons  a,  b,  e  ces  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissauic  ;  on  a 

2/«  =  A(x  — a)  [x  —  b)  (»  — c). 
L'ordonnée  est  imaginaire  quand  x  varie  de  —  oo  à  a  ;  réelle  q^and 
X  varie  de  a  à  6  ;  imaginaire  quand  x  varie  de  6  à  c  ;  réelle  quand  x 
varie  de  c  à  +  oo.  La  courbe  se  compose  d'une  boucle  fermée  et  d'une 
branche  infinie  (Gg.  aoG).  a^  Lorsque  les  dcnz  racines  a  et  6  de- 
viennent égales,  la  boucle  se  réduit  à  un  point  a  (fig.  307).  50  Lorsque 


Fig.  S06. 


FIg.  207. 


Fig.  208.  Fig.  i09.  Fig.  iiO. 

les  deux  racines  6  et  c  sont  égales,  la  boucle  se  joint  à  la  branche  inû^ 
nie  en  6  (tig.  ao8).  4^  Lorsque  les  trois  racines  a,  6,  c  sont  égales,  la 
courbe  présente  un  point  de  rebroussement  en  a  (fig.  209).  5<>  Enfin, 
si  le  polynôme  du  troisième  degré  n'a  qu'une  racine  réelle  a,  la 
courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  910. 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donné  par  la  formule 

3Aa^  +  aBa?  +  C         _  zAa^  +  aBa?  +  C 


y*^ 


aV^Ao?»  +  Boî»  +  Cx  +  D 


2y 


Dans  le  premier  cas,  le  numérateur,  qui  est  la  dérivée  du  polynôme  du 
troisième  degré,  s'annule  pour  une  valeur  a'  comprise  entre  a  et  d, 
et  pour  une  valeur  b'  comprise  entre  b  et  c;  à  la  première  corres- 
pond le  maximum  de  l'ordonnée  sur  la  boucle.  Dans  le  troirsièmc  cas, 
ïe  numérateur  s^annule  pour  la  racine  double  6;  le  dénominateur 


' 
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s'annulant  aussi,  la  formule  se  présente  sous  la  forme  -  et  ne  déter- 

o 

mine  plus  les  tangentes  an  point  double  b  ;  on  les  obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  v/Â(6^^-ây  du  rapport     ^  . ,  quand  x  tend  vers  6. 

338.  Lorsque  l'ëquation,  supposée  algébrique,  n'est  pas 
résolue,  soit  parce  que  cette  résolution  n'est  pas  possible,  soit 
parce  que  Ton  juge  inutile  de  Teffectuer,  on  peut  quelquefois, 
en  s'appuyant  sur  les  théorèmes  concernant  les  racines  des 
équations,  construire  la  courbe. 

On  aperçoit  immédiatement  certaines  propriétés  de  la  courbe 
i  Tinspection  de  réquation.  i®  Lorsque  l'équation  ne  renferme 
que  des  termes  qui  sont  tous  de  degrés  pairs,  ou  tous  de  degrés 
impairs,  il  est  clair  que,  si  elle  est  vériâée  par  x  =«,  y =p, 
elle  sera  aussi  vérifiée  par  a:  =  —  «,  y  = — p  ;  or,  les  deux 
points  (a,  p),  ( — à,  —f)  sont  placés  symétriquement  par  rap- 
port à  l'origine  ;  donc  ce  point  est  centre  de  la  courbe,  a^  Si 
l'équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l'une  des 
variables,  y  par  exemple,  les  valeurs  réelles  de  y,  qui  cor- 
respondent à  une  même  valeur  de  x,  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires  ;  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 
on  en  conclut  que  les  points  du  lieu  sont  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à  la  droite  OX,  qui  est  un  axe  de  la  courbe. 
3<^  Lorsque  l'équation  de  la  courbe  ne  change  pas  par  le  chan- 
gement de  â;  en  y  et  de  y  en  x,  si  l'équation  est  vérifiée  par 
x=a,  y=p,  elle  sera  vériâée  également  par  ar=p,  y =a  ;  les 
deux  points  correspondants  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX,  qui  est  un  axe  de  la 
courbe.  On  voit  de  même  que,  si  l'équation  ne  change  pas  par 
le  changement  de  x  en  —  y  et  de  y  en  —  x,  la  bissectrice  de 
l'angle  YOX'  est  un  axe. 

Soit  f  {x,  y)= o  l'équation  de  la  courbe  ;  on  sait  que  la  dé- 

rivée  y'  est  donnée  par  la  formule  y'=— ^^  . .  L'expres- 
sion de  y'  contient  à  la  fois  les  deux  variables  or  et  y  ;  elle 
donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  tout  point 
dont  on  connaît  les  deux  coordonnées,  excepté  aux  points  où 
les  deux  dérivées  partielles  s'annulent  à  la  fois. 


COURBES  EN  COORDONNÉES  REGTILIGNES.      399 


338.  ExKMPLi  III.  C<m9tnar$  le  lieu  des  points  tels  gtie  le  produit  de 
lewre  distances  à  deux  points  fixes  F,  F,  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  0  de  la  droite  FF,  cette  droite  pour 
ftxe  des  x,  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y  ;  appelons  se  la  dit- 
lance  FF,  a*  le  produit  constant,  Téquation  du  lieu  est 

;i)  y*  +  a(aB«  +  (!^)y*'{'  (ac»  —  c«)"  —  a*  =  o. 

Uette  équation  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  chacune 
des  variables,  chacun  des  axes  est  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe,  et 
Torigine  est  un  centre.  En  considérant  y'  comme  Tinconnue.  l'équa- 
tion (i)  est  da  second  degré,  le  binôme  B*— 4AG  se  réduit  ici  à 
4  (4c^  +  a%  quantité  essentiellement  positive  :  les  racines  sont  donc 
toigours  réelles.  Lorsque  le  dernier  terme  (x* — c*)' — a^  est  positif,  les 
valeurs  de  y*  ont  le  môme  signe,  et  comme  leur  somme  — s  (âs*  +  e*) 
est  négative,  les  deux  valeurs  de  y*  sont  négatives  et  les  quatre  va- 
leurs de  y  imaginaires.  Pour  que  Féquation  (i)  ait  des  racines  réelles, 
il  faut  donc  que  l'on  ait 

(as»— c«)«  — a*<o,  ou  («»  — c»— a«)(œ«— c«  +  o«)<o, 

et,  par  conséquent, 

SB^<a*  +  €^  et  «>>c«— a». 

Alors  une  des  valeurs  de  y^  est  positive,  l'autre  négative. 

Prenons  OA  =  OA'  =  y  a*  +  c'  ;  la  courbe  est  comprise  entre  les  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y  menées  par  les  points  A  et  A'.  La  seconde  con- 
dition exige  que  Ton  distingue  plusieurs  cas. 

i^  a<e.  Prenons  OB  =  OB'  =  v^c*  —  a",  et  par  les  points  B  et  B 

menons  des  parallèles 
à  OY  (fig.  9ii):  la 
courbe  se  compose  de 
deux  parties,  comprV» 
ses,  l'une  entre  les  pa- 
rallèles menées  par  les 
points  B  et  A,  l'autre 
— 3f  entre  les  parallèles  me- 
nées par  les  points  B' 
et  A'.  Quand  on  donne 
à  X  l'one  des  valeora 
OB  ou  OA,  l'une  des 
valeurs  de  y*  est  mile, 
Fi    „i  l'*otro     négative;    x 

croissant  de  OB  à  OA, 
la*' valeur  de  y*,  qui  d'abord  est  nuOe,  devfont  positive  et  s'annule  de 
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tumTeau;  on  obtient  ainsi  une  couii)e  fermée  BGAD.  Les  valeurs  ii&- 

gatires  de  x  donnent  une  seconde  courbe  B'G'A'D,  égale  à  la  prôcédentt. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  dëterminô  par  la  formula 


( 


3) 


^  y(aî^  +  y*  +  0' 


Aux  points  A  et  D,  y  est  nulle  et  y'  infinie,  la  tangente  est  parallèle  à 
Taxe  OY.  Le  numérateur  de  y'  devient  nul,  quand  on  a  x*  +  y>  =  c*. 
Du  point  0  comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  décrivons  un  cercle. 
Ce  cercle  coupe  la  coarbe  en  quatre  points  G,  D,  G',  0',  donnés  par 
les  formules 


aî»  = 


4c» 


9      a* 


Comme  Tare  BG  est  intérieur  au  cercle,  en  Tun  des  points  quelconques 
de  cet  arc,  la  fonction  a;»  +  y*  —  c*  a  une  valeur  négative  et  y"  est 
positive.  Pour  les  points  de  Tare  GA,  le  facteur  a^  +  y*  —  c'  est  posi- 
tif et  y'  négative.  Ainsi,  de  B  en  G,  Tordonnée  croit,  et  de  G  en  A  elle 
décroît  ;  Tordonnée  du  point  G  est  maximum. 

^9  a=:c.  La  seconde  condition  est  satisfaite,  quelle  que  soit  x;  x 
peut  varier  de  —  c\^  k  c^.  Quand  m  varie  de  o  à  €\^  la  valeur 

positive  de  y*  part 
T  de   zéro  et  rede- 

vient nulle:  on  a 
une  courbe  fermée 
OCADO  (fig.  aïs) 
qui  passe  à  Tori- 
gine  :  les  valeurs 
négatives  de  x  don- 
nent nne  courbe 
symétrique  de  la 
précédente  par  rap- 
port à  OY.  Le  cer- 
cle de  rayon  OF 
ooupe  la  courbe  en 
quatre  points,  dont 
les  ordonnées  ont 

une  valeur  numérique  —  maximum  ;  Tabseisse  de  ces  points  a  pour 


Fig.  IIS. 


valeur  absolue 


cj^_ 


Cette  courbe  se  nomme  lemniseate. 


à.  Torigine,  la  valeur  de  y'  se  présente  sous  la  forme  -;  il  est  flii^ 
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ciJe  do  concevciir  qa*il  en  est  ainsi  aux  points  multiples  d'une  courbt 
algébrique  quelconque.  En  effet,  la  valeur  de  y'  est  donnée  par  la 
formule 

Or,  /  {Xf  y)  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  anx  ?ariables  x  et 
y,  les  dérivées  partielles  fx{x,y)-,fy{x^y)  sont  aussi  des  polynômes 
entiers  par  rapport  aux  mêmes  variables.  Si  ces  polynômes  ne  deve- 
naient pas  nuls,  lorsqu'on  y  remplace  x  et  y  par  les  coordonnées  du 
point  multiple,  y'  aurait  en  ce  point  tme  valeur  unique,  tandis  qu'elle 
doit  avoir  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  de  branches  qui 
passent  au  point  multiple.  Dans  le  cas  actuel,  l'équation  étant  bicar- 
rée peut  être  résolue  par  rapport  à  y  ;  à  chaque  valeur  de  y  corres- 
pond une  dérivée  qui  a  une  valeur  déterminée,  quand  on  y  remplace 
X  par  zéro.  Cette  valeur  de  la  dérivée  est,  ainsi  que  nous  l'avons 

remarqué  au  n<>  336,  la  limite  du  rapport  -,  lorsque  x  tend  vers 

zéro.  On  peut  obtenir  la  limite  de  ce  rapport  sans  résoudre  l'équation. 

Posons    -=t,  ou  y  =  to;  en  subsJtuant  dans  l'équation  (i}t  il 

vient 

Lorsque  x  est  très-petit,  l'une  des  valeurs  de  t^  est  voisine  de  l'unité, 
l'autre  est  négative  et  très-grande  en  valeur  absolue  ;  en  se  bornant 

aux  valeurs  réelles  de  y,  on  a  lim  -  =  d=  i.  Les  tangentes  au  point  0 

sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes. 

S<*  a>c.  La  seconde  condition  est  encore  satisfaite,  quelle  que  soh 

x\  X  peut  donc  varier  de 

Pour  âs  =s  o,  la  valeur  positive 
de  y*  est  a*  —  «*.  Prenons  sur 
l'axe  des  y 

OB  =  OB'=v/aa  — c», 

la  courbe  passe  aux  points  B  et 
B'.  Si  l'on  fait  varier  «  de  o  à 
Fig.îi3.  V^c*  +  €^,y*  part  de  a*  — c^ 

•I  devient  nul;  le  lieu  est  une  courbe  fermée  qui  a  pour  som^ 

UÉOM.    ANALYT.  26 
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nets  les  points  A,  A^  B,  B'.  Pour  que  le  cercle  coupe  la  coortie^ 

il  faut  que  Ton  ail  a<e^. 
Lorsque  cette  condition  est 
satisfaite,  Tordonnée  croh  de 
B  en  C  et  diminue  de  G  en  A  ; 
Tordonnée  du  point  B  est  mi- 
nimum, celle  du  point  G  maxi- 
r  mum  (ûg.  9i3).  Si,  au  con- 

traire,  on  a  a>cv/^le  cercle 
est  intérieur  à  la  courbe,  dont 
l'ordonnée  diminue  de  B  en  A; 
l'ordonnée  du  point  B  est  maxi- 
mum. La  ligure  ai4  suppose 


Fig.  214. 

que  a  est  égal  à  cv/a. 


840.  Exemple  IV.  Construire  la  courbe 

(i)  ay* — 5aîy'  +  aj*  =  o. 

Cette  équation,  étant  du  cinquième  degré  par  rapport  à  chacune 
des  variables,  ne  peut  être  résolue  par  rapport  à  aucune  d'elles  ;  elle 
ne  renferme  que  des  termes  de  degrés  impairs  ;  donc  l'origine  est 
centre  de  la  courbe.  Examinons  combien  l'équation,  dans  laquelle  on 
considère  y  comme  l'inconnue,  a  de  racines  réelles  pour  les  diverses 
valeurs  attribuées  à  x. 

Supposons  d'abord  œ  positive,  l'équation  (i)  aura  au  plus  deux  ra- 
cines réelles  positives,  puisque  son  premier  membre  n'a  que  deux  varia- 
tions. La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  ky  est  loy  (y* — x). 

Cette  dérivée  est  négative  depuis  y  ==  o  jusqu'à  y  =  ^x,  positive  depuis 
cette  valeur  jusqu'à  l'infini.  Le  premier  membre,  qui  est  positif  pour 

y  =  o,  décroît,  lorsque  y  varie  de  o  à  ^â?,  et  croit  ensuite  indéfini- 
ment. L'équation  a  donc  deux  racines  positives,  ou  elle  n'en  a  pas, 

suivant  que  la  valeur  y=^Vx  rend  le  premier  membre  négatif  ou  po- 
sitif, c'est-à-dire  suivant  que  l'on  a  a;*®<37,  ou  x^^'>a'j.  Si  l'on 
diange  y  en  —  y,  le  premier  membre  présente  une  variation  et  une 
seule;  donc  l'équation  a  une  racine  négative  et  une  seule. 
Pour  9=0,  les  cinq  racines  de  l'équation  (i)  sont  nulles  ;  a;  croissant 

de  o  à  '{^ây^  l'équation  a  deux  racines  positives  et  une  racine  néga- 
tive; lorsque  x  atteint  la  valeur  *^a7,  les  deux  racines  positives  de- 
viMineni  égi>ie8,  puisqu'elles  annulent  la  dérivée.  Quand  x  dépasse 

Ta7,  l'éqnatron  n'a  plus  qu'une  racine  réelle  qui  est  négative.  Les  deux 
racines  positives  donnent  une  boucle  OABO  (fig.  ai5),  comprise  dans 
l'angle  YOX,  et  la  raeine  négative  une  branehe  infinie  OC  placée  dan» 
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l'angle  Y'OX.  Aux  yalears  négatiyes  de  x  correspondent  une  bonde 

OA'B'O  et  nne  branche  infinie  OC^ 
sjmétriqaes  des  précédentes  par  rap« 
port  an  centre.  La  valeur  maximum 
de  l'abscisse  ponr  la  boucle  0A60  est 

V  dy,  elle  correspond  à  un  point  A 
où  la  tangente  est  parallèle  à  OY, 
puisque  les  coordonnées  de  ce  point 
annulent  /y  {x,y).  En  considérant  y 
comme  variable  arbitraire,  on  trouva 
_  que  le  maximum  de  y  pour  la  même 

boucle  est  V^]  ce  maximum  donne  un  point  B,  où  la  tangente  est 
parallèle  à  OX. 

La  méthode  précédente  de  discussion  est  applicable  toutes  les  fois 
que  l'équation  ne  contient  que  trois  termes  ;  car  on  sait  toujours  dé- 
terminer le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  trinôme  à  une 
senle  inconnue. 


Fig.  215. 


EMPLOI  D  UNE  VARIABLE  AUXILIAIRE. 

341.  Lorsqu'il  est  impossible  de  résoudre  Téquation  par 
rapport  à  l'une  des  variables  x  ou  y,  on  peut  dans  certains  cas 
exprimer  les  deux  coordonnées  à  l'aide  d'une  variable  auxi- 
liaire t;  et,  en  suivant  les  variations  simultanées  de  x  et  y, 
lorsque  t  varie  entre  les  limites  qui  rendent  ces  quantités 
réelles,  tracer  la  courbe. 

Si  l'on  considère  y  comme  une  fonction  de  x,  et  x  comme 
une  fonction  de  t,  on  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  t,  d'après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  S 

on  en  déduit  la  formule 

DtX 
qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  qui 


1.  Pour  désigner  la  dériyée  d'une  fonction,  on  emploie  fréquemment  la 
lettre  D,  initiale  du  mot  dérivée^  et  Ton  indique  la  variable  par  rapport  à 
laquelle  on  prend  la  dériyée  en  écriyant  cette  yariable  comme  un  indice  à 
droite  de  la  lettre  D  et  un  peu  au-dessous.  Ainsi  D|T  et  D^y  indiquent  lai 
dérivées  des  fonctions  a:  et  y  par  rapport  à  la  variable  /,  D^  la  dérivée  de 
jr  par  rapport  à  r. 
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correspond  à  une  valeur  quelconque;  de  t.  Les  valeurs  de  t  qui 
annulent  D^y  déterminent  les  points  pour  lesquels  la  tangente 
est  parallèle  à  OX,  et  les  valeurs  qui  annulent  BtX,  les  points 
pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  OY. 

342.  ExEHPLB  V.  Construire  la  coirbe  y*  —  y'x  +  œ*  —  aoî^y  =  o. 

Si  Ton  pose  y  =  to,  on  a  ag=  3,/^'.,  y  =  ta;  = -— ^i-r ,  et  l'on 

construit  la  coarbe  en  faisant  varier  ^  de  —  00  à  +  00 .  Pour  suivre 
les  yariations  de  x  et  de  y,  prenons  les  dérivées 

Les  numérateurs^  ne  s*annulant  pour  aucune  valeur  réelle  de  I,  ne 

changent  pas  de  signe.  Les  valeurs 
de  X  et  de  y  deviennent  nulles  pour 

t  =  -j  infinies  pour  t=^o,  ou  tss i. 

Si  Ton  fait  varier  t  de  —  qo  à  o, 
X  est  négatif  et  décroît  de  o  à  —  od, 
y  est  positif  et  croit  de  o  à  Tinfini  ; 
on  obtient  ainsi  la  branche  infinie 
OA  (fig.  216).  La  variable  t  allant 

de  o  à  -  y  X  et  y  deviennent  posi- 
tifs et  décroissent  de  qo  à  o,  ce  qui 
donne  la  branche  infinie  BO.  La  variable  i  allant  de  -  à  i,  x  et  y  sont 
négatifs  et  décroissent  de  o  ft  —  00 ,  on  a  la  branche  infhiie  OC.  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  0  à  la  branche  BOG  est  - . 

Enfin,  si  t  varie  de  i  à  00 ,  x  et  y  deviennent  positifs  et  décroissent 
de  00  &  G,  on  obtient  la  branche  infinie  DO. 

Lorsque  Féquation  entre  x  et  y  ne  renferme  que  deux  groupes  de 
termes,  Tun  du  degré  m,  Fautre  du  degré  m—  i,  si  Ton  prend,  comme 

nous  venons  de  le  faire,  pour  variable  auxiliaire  le  rapport  -  =  t,  les 

coordonna  x  et  y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cette  variable. 
Lorsque  l'équation  contient  trois  groupes  de  termes,  le  premier  du 
degré  m,  le  second  du  degré  m —  i,  le  troisième  du  degré  m — 2,  en 
conservant  la  même  variable  auxiliure,  les  coordonnées  s^obtiennenl 
par  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré,  et  on  peut  encore 
toivre  leurs  variations  simultanées. 

Exemple  VL  C(m8truirela  oour&e  aB*y*— ajy  — «— 1  =  0. 


Fig.  116. 
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Si  Ton  pose  aw  =  f,  on  a  a?  =  ~ ,  y  =  -7— — .  Examinons  corament 

Tarient  x  et  y,  lorsqu^on  fait  varier  la  variable  auxiliaire  t  àe  —  0» 
à  -I-  «  •  Pour  cela  prenons  les  dôrivies  des  deux  fonctions,  on  a 

^     _      5<*  +  8t»  +  I  _4<'  +  io(*  ~a 

La  valeur  de  D|»  s*annule  pour  deux  valeurs  a  et  ^  de  (  comprises,  la 

Q 

première  entre  -r-  i  et  —  2,  la  seconde  entre  —  i  et  o.  La  valeur  I)j/ 

t'annule  pour  trois  valeurs  e,  d,  e  de  t,  comprises,  la  prcmiùrc  cuire 

5 

—  et  — 3,  la  seconde  entre  — 2  et  o,  et  la  troisième  entre  o  et  i. 
2 

On  reconndt  facilement,  en  outre,  que  l'on  a  a<^c,  d<6. 

Cela  posé,  considérons  la  suite  des  quantités 

# 

—  Qo,a,  c,  —  2,  —  ijd,  6,  c,  +  i,oc 

rangées  par  ordre  de  grandeuir.  Si  Ton  fait  varier  t  de  —  «o  à  a,  o»  est 

négatif,  part  de  o  et  décroit;  y 
(^  est  positif,  part  de  Tinlini  et  dé- 

croît également  ;  on  a  la  branche 
AB     asymptote     à    Taxe     OT 
(fig.  217).  La  variable  t  allant 
de  a  à  6,  «  est  négatif  et  crois- 
_ii      sant,  y  positif  et  décroissant; 
— £  1  branche  BC.  La  variable  t  allant 
de  c  à— 2,  X  est  négatif  et  croit 
jusqu'à  o,  y  est  positif  et  croit 
jusqu'à  rin&ni;  branche  CI.  Lava^ 
riabic  t  allant  de  —  2  à  —  i,x  croit 
^  deçà  00,  y  croit  de — aoào;dou- 

^'»-  217.  jjie  branche  infinie  DE,  asymp- 

tote à  OY'  et  à  OX.  La  variable  t  allant  de-i  à  d,  x  part  de— w  et 
croit,  y  part  de  o  et  croit;  branche  infinie  FG,  asymptote  à  OX'.  La 
variable  i  allant  de  d  à  6,  œ  continue  à  croître,  et  y  décroît  en  res- 
tant positif;  branche  GH.  La  variable  i  allant  de  6  à  e,  a?  et  y  décroi»- 
scnt;  branche  HK,  qui  coupe  OX'  en  un  point  dont  l'abscisse— a  cor- 
respond à  <=o.  La  variable  i  allant  de  e  à  +  i,  x  décroît,  y  augmente  ; 
branche  inOnie  KL,  asymptote  à  OX'.  Enûn,  t  variant  do  +  i  à  +  00 , 
X  décroît  do  00  à  o,  et  y  croit  de  o  à  «  ;  double  branche  inlinic  MN, 
asymptote  àOX  et  OY. 

Les  tangentes  aux  points  C,  G,  K,  qui  correspondent  aux  valeurs  c, 
d,  e,  de  t  qui  annulent  D/j/,  sont  parallèles  à  OX  ;  les  tangentes  aux 
points  B  et  H  sont  parallèles  à  i'axe  OY. 


-  G_J 
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843.  Courbes  iangenles,  courbes  orthogonales.  Soient /(«,  y) =o, 
f  (x,  y)  =  0  les  équations  de  deux  courbes.  Appelons  a:  et  y  les 
coordonnées  d'un  point  d'intersection  des  deux  courbes;  pour 
qu'elles  soient  tangentes  en  ce  point,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  courbe^ 
en  ce  point  soient  les  mimes  : 

fi       ?» 

ou  ^?'»— /;;?'*= o- 

Les  coordonnées  a;  et  y  doivent  donc  vérifier  les  trois 
équations  : 

(0      f(^yy)=o,  T(a?,y)=o,  a;?;— /y?;r=o; 

en  éliminant  â?  et  y  entre  ces  trois  équations,  c'est-à-dire  en 
exprimant  qu'elles  ont  une  solution  commune^  on  aura  une 
équation  de  condition  qui  exprimera  que  les  courbes  sont 
tangentes  en  un  point. 

t  Si  les  courbes  doivent  être  tangentes  en  k  points,  il  faut 

exprimer  que  les  équations  ci-dessus  ont  k  solutions  communes. 

Au  point  de  vue  géométrique,  exprimer  que  ces  équations  (i) 

ont  k  solutions  communes  revient  i  exprimer  que  la  courbe 

passe  par  k  des  points  d'intersection  des  courbes  données. 

On  voit  de  même  que,  si  les  courbes  données  f=  o  ,  f = o 
sont  orthogonales  en  un  point  (x,  y),  on  doit  avoir 

(a)        /•(ar,y)  =  o    ,     ç(ar,y)  =  o    ,    /];  ?;  + /,  (pi  =  o. 

En  éliminant  x  et  y  entre  ces  relations  on  aura  une  con- 
dition exprimant  que  les  deux  courbes  sont  orthogonales  en 
un  de  leurs  points  d'intersection.  Pour  exprimer  qu'elles  sont 
orthogonales  en  *  de  leurs  points  d'intersection,  il  faut 
exprimer  que  les  équations  (a)  ont  k  solutions  communes. 

Au  point  de  vue  géométrique  cela  revient  à  exprimer  que 
la  courbe 

passe  par  k  des  points  communs  aux  proposées. 
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Exemple.  Soient  deux  coniques  /"=  o  ,  ç  =  o  ;  pour  exprimer  qu'elles 
«ont  orthogonales  en  leurs  quatre  points  d'intersection,  il  faut  exprimer 
que  la  courbe 

qui  est  aussi  une  conique,  passe  par  les  quatre  points  communs  aux 
deux  coniques  données,  c'est-à-dire  que  son  équation  peut  élre  iden- 
tifiée ayec  une  équation  de  la  forme  ^  +  ^  ç  =  o. 

Ainsi  Ton  Térifiera  facilement  que,  quelles  que  soient  les  constantes 
a  et  p,  les  deux  coniques 

3M5*  +  y*  —  «  =  o    y*  —  apx  =  o^ 

«ont  orthogonales  en  tous  leurs  points  d'intersection. 
U  en  est  de  môme  pour  les  coniques 

2xy  —  «  =  o    9    «*  —  y*  —  P  =  o. 

ExEBGiGBS.  —  1*  Former  Véquaiion  générale  des  coniques  qui  œupent 
à  angle  droit  en  quatre  points  la  conique  fixe  Ai*  +  By*  —  i  =  o. 

Ces  coniques  se  partagent  en  plusieurs  groupes  ;  dans  l'un  d'eux  se 
trouTent  les  coniques  homofocales  à  la  conique  fixe. 

2*  Soient  f  (x,j)  =  o,  r(x,7)  =  o,  les  équations  de  deux  courbes  algé- 
briques de  degrés  mH  n  en  coordonnées  rectangulaires,  calculer  les 
angles  sous  lesquels  se  coupent  ces  courbes. 

Soient  d?  et  y  les  coordonnées  d'un  des  points  d'intersection;  les  tan- 
gentes en  ce  point  aux  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle  •  dont 
ia  tangente  trigonométrique  est  donnée  par  la  formule 


®       fx9'y  +  fy^'y 


En  éliminant  xti  y  entre  cette  équation  et  les  équations  des  deux 
courbes,  on  aura  une  équation  de  degré  fMi  donnant  les  tangentes 
des  angles  0  sous  lesquels  se  coupent  les  deux  courbes.  ' 

Gomme  application,  on  formera  l'équation  du  second  degré  donnant 
les  tangentes  t  des  angles  sous  lesquels  la  droite  ux  +  ^  +  w  ^  o 

coupe  l'ellipse  -f  +  fi  ""  '  =  ®' 
On  trouvera  : 
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CHAPITRE  II 


Flg.    118. 


Convexité  et  concavité. 

844.  Soit  AB  un  arc  de  courbe  correspondant  à  une  déter- 
mination de  y,  et  aux  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6  ; 
nous  supposons  que  dans  cet  intervalle  la  dérivée  seconde  ]/ 
de  y  par  rapport  à  x  conserve  le  même  signe,  par  exemple, 
reste  positive.  Menons  la  tangente  RS  en  un  point  quelcon- 
que M  de  cet  arc,  ayant  pour  abscisse  x^*  dési panons  par  y\ 
la  valeur  de  la  dérivée  en  ce  point,  ou  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente,  et  par  Y  l'or- 
donnée d'un  point  quelconque  de  cette 
droite,  ordonnée  définie  par  l'équation 
Y— yo=yo  (^ — ^o);  la  différence  y— Y 
s'annule  pour  x=x^^  et  il  en  est  de 
même  de  sa  dérivée  y'— Y'  ou  y'— yi 
(fig.  ai8).  Quand  l'abscisse  x  croit  de  a 
à  6,  la  dérivée  y*  de  la  différence  }/—y\  étant  positive,  la 
fonction  tf—  y\  va  en  croissant  ;  comme  elle  s'annule  pour 
ar=a?o,elle  est  négative  de  a  à  ar^,  positive  de  x^  à  b.  Considé- 
rons maintenant  la  fonction  y— Y,  qui  admet  pour  dérivée 
y'—y\  ;  quand  x  varie  de  a  à  Xo,  la  dérivée  étant  négative,  la 
fonction  décroît  ;  comme  elle  s'annule  pour  a?=Xo,  elle  était 
positive  auparavant  ;  a:  variant  de  x^  à  b,  la  dérivée  est  positive 
et  la  fonction  croît;  comme  elle  s'annule  pour  x=x^,  elle  est 
aussi  positive  de  x^  à  *.  Il  en  résulte  que  la  différence  y— Y 
reste  positive  dans  l'intervalle  de  a  à  *.  On  conclut  de  là  que 
l'arc  de  courbe  AB  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  cha- 
cune de  ses  tangentes,  on  dit  que  cet  arc  est  convexe.  lien 
serait  de  même  si  la  dérivée  seconde  restait  négative;  mai» 
la  différence  y  —  Y  étant  négative,  l'arc  serait  situé  tout  en- 
tier de  l'autre  côté  de  la  tangente.  Il  est  facile  ae  distinguer 
ees  deux  côtés;  par  le  point  M  menons  une  parrallèle  MY,  à 
TaM  OY,  et  dans  la  direction  des  y  positifs;  dans  le  premier 
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cas,  Tare  est  situé  du  même  côté  de  la  tangente  que  la  demi- 
droite  MY,  :  dans  le  second  cas,  il  est  de  l'autre  côté.  Dans  le 
premier  cas,  on  dit  que  l'arc  AB  tourne  sa  concavùé  dans  la 
direclion  MY^  ;  dans  le  second  cas,  dans  la  direction  opposée. 
On  sait  que  le  signe  de  /  indique  le  sens  de  la  variation 
de  y'  quand  x  croît.  Si  donc  on  imagine  que  le  point  M  par- 
coure l'arc  AB,  le  coefficient  angulaire  ira  en  croissant,  si  y* 
est  positive,  et,  au  contraire,  en  décroissant,  si  /est  négative. 

348.  On  appelle  points  à^inflexion  les  points  où  la  concavité 
change  de  sens,  c'est-à-dire  les  points  où  la  dérivée  seconde 
change  de  signe.  La  dérivée  seconde  pourra  changer  de  signe 
en  passant  par  zéro  ou  par  Vinfini.  Eu  général,  la  quantité  y*, 
étant  finie  et  continue,  change  de  signe  en  passant  par  zéro. 
Supposons  que  y"  change  de  signe  pour 
a?n=xo  en  passant  par  zéro,  on  verra 
facilement  que  la  dérivée  première 
y'  — y'o  ne  change  pas  de  signe,  mais 
que  la  fonction  y  —  Y  change  de  si- 
gne; do  sorte  qu'en  ce  point  la  courbe 
passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  tan- 
gente. Si  pour  x  =  aro,  y*  change  de  Fig.  îi». 
signe  en  passant  par  l'infini,  y'  devenant  infini  et  y  restant 
fini,  le  point  x=X9  ,  y  =  yo  est  un  point  d'infiexion  où  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  Oy. 

Si  par  le  point  d*infiexion  M  (fig.  219)  on  mène  une  sécante 
voisine  de  la  tangente  MT,  cette  sécante  coupera  la  courbe 
en  deux  points  M'  et  M*  voisins  de  M;  la  tangente  UT  est  la 
limite  d'une  sécante  passant  par  trois  points  voisins  M^  M, 
M',  quand  les  deux  points  M"  et  M' tendent  vers  le  point  M. 

346.  Exemple  I.  Sinussoide.  Construire  la  conrbe  y  =  sina;.  Quand 
X  a'oît  de  o  à  «,  Fordonnée  est  positive  ;  elle  part  de  o  pour  revenir 
à  o,  ce  qui  donne  Tare  OAG  (fig.  aao)  symétrique  par  rapport  à  Tor- 

donnée  qui  correspond  à  a?  =  - .  Quand  x  croit  de  ic  à  air,  y  devient 

négatif,  et  i  on  obtient  Tare  CBO',  égal  au  premier.  De  aw  a  4^,  Tor- 
donnée  reprend  les  mêmes  valeurs  que  de  o  à  air,  de  mémo  do  4tc  à 
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0«r,  etc.  Ainsi  la  courbe  se  compose  d^une  intinité  d'ondulations  égales. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  y'  =  cosx\  à  rorigina, 

ir'=:  1,  la  tangente  est  bissectrice  de  Tangle  YOX.  Au  point  C,  y'=-p- 1, 


Fig.  ÎM. 

la  tangente  est  parallèle  à  Tautre  bissectrice.  Pour  «  s=  -,  la  dérÎTée 
s'annule  et  de  positire  deyient  négatire  ;  Tordonnée  du  point  A  est 
maidmum.  Pour  x=:Z- ,  la  dérivée  s'annule  également,  de  négative 

devenant  positive  ;  Tordonnée  du  point  B  est  minimum. 

Quand  x  varie  de  o  à  ir,  la  dérivée  seconde  y'^  —  sin  x  est  néga- 
tive et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  négatifs  ;  de  tc  à  a«y 
la  dérivée  seconde  est  positive  et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
les  y  positifs;  le  point  G  est  un  point  d'inflexion. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  courbe  a  une  infinité  de  centres,  si- 
tués à  égale  distance  les  uns  des  autres  sur  l'axe  X'X,  les  points  0, 

G,  0', dont  les  abscisses  sont  les  multiples  de  «.  Ghacun  d'eux  est 

un  point  d'inflexion. 

847.  Exemple   IL    Conitruire    la   courbe    (y— a^)> — «*  =  Oy   oo 

y=a^dizx  • 

Les  valeurs  de  y  ne  sont  réelles  que  lorsque  0  est  positif.  Prenons 

■ 

d'abord  le  signe  +  devant  le  radical  ;  la  fonction  y =x*  +  os*  augmente 

de  G  à  l'infini,  quand  x  varie  de  o  à  « ,  La  dérivée  y'  =  ax  +  -  x*  part 

de  zéro  et  augmente  aussi  constamment  ;  on 
a  donc  une  branche  infinie  OD  tangente  en 
0  à  l'axe  OX  et  qui  tourne  sa  concavité  vers 
les  y  positifs  (fig.  aai).  Prenons  maintenant 
le  signe  —  devant  le  radical  ;  la  valeuc  de  y 
^  est  positive  de  o  à  i,  et  négative  au  delà. 
Portons  sur  OX  une  longueur  OA  égale  à 
l'unitéy  la  courbe  passe  en  A.  La  dérivée 


ne.  nu 
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5    - 
^c^^tx — X  ^  nulle  an  point  0,  est  positive,  tant  que  os  reste  moindi* 

^e-^^  et  négatiye  quand  x  dresse  ce  nombre;  Tordonnée  MP,  qui 

«onespond  à  ^,  est  maiîmnm,  et  la  tangente  en  M  est  parallèle  à 

\_ 
OX.  La  dérivée  seconde  2  —  -r-  x  reste  positive  depuis  o  jusqu'à  — ^ 

elle  est  négative  au  delà  ;  le  point  N,  qui  correspond  à  l'abscisse  -%* 

est  un  point  d'inflexion;  de  0  en  N,  la  concavité  est  tournée  vers  les 
y  positife  ;  au  delà,  elle  est  tournée  vers  les  y  négatifs. 

Les  deux  branches  de  la  courbe  sont  tangentes  au  point  0  à  la  droite 
OX,  sans  être  la  continuation  l'une  de  l'autre  ;  les  points  qui  offrent 
cette  particularité  se  nomment  jpoints  de  rebroussement.  Dans  cette 
courbe,  les  deux  branches  sont  du  même  côté  de  la  tangente.  En 
considérant  la  courbe  (y — x*)*'-as*=o,  on  aurait  deux  branches  si- 
tuées de  part  et  d'autre  de  la  tangente  ;  la  cissolde  présente  à  son 
sommet  A  (fig.  16]  un  rebroussement  de  cette  sorte. 

S48.  Exemple  IIL  Soit  la  courbe  y=  -ie'^  +  e    'j.  On  supposa 

que  a  désigne  une  longueur  donnée;  alors  l'équation  est  homogène 
et  définit  une  courbe,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  eJiainettet 
parce  que  c'est  la  courbe  que  forme  un  fil  flexible  pesant,  dont  les 
extrémités  sont  attachées  à  deux  points  fixes 

L'équation  donne  des  valeurs  de  y  égales  pour  deux  valeurs  de  x 
égales  et  de  signes  contraires,  la  droite  OY  est  un  axe  de  la  courbe. 

-  —• 

Quand  x  varie  de  o  à  00 ,  le  terme  ^  augmente,  mais  le  terme  e   * 

diminue;  pour  savoir  comment  varie  y,  prenons  la  dérivée  ;  on  a 


V=l{e'-e  î). 


Cette  dérivée  est  positive  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x;  donc,  quand  x 
croit  de  o  à  00 ,  la  valeur  de  y  augmente 
constamment  de  a  à  qo  ,  ce  qui  donne  une 
branche  infinie  BC  (fig.  aaa)  ;  on  obtient 
la  branche  BC  symétrique  par  rapport  a 
OY  en  donnant  à  x  des  valeurs  négatives. 
Fig.  2SÎ.  La  dérivée    seconde    restant    positiva 

quand  x  varie  de  —  oo  +  «o ,  la  courbe  tourne  sa  emeaoUé  vers  les  y 

positifs. 
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S49.  Exemple  IV.  ConstnHre  la  courbe  y  =  6*.  Quand  x  a  une  te* 
leur  pof  itive  très-petite,  y  est  positive  et  très-grande  ;  x  croissant  de 
o  à  4  uu,  y  décroît  constamment  de  «  à  i,  ce  qjai  donne  une  brandia 
AC  (fig.  933)  asymptote  d'une  part  à  OY,  d'autre  part  à  la  droite  G'G 
menée  parallèlement  à  OX  et  à  une  distance  de  celte  droite  égale  k 
l'unité.  Quand  on  donne  à  x  une  valeur  négative  très-petite  numéii- 
qnementy  y  est  positive  et  très-petite  ;  x  variant  de  o  à  —  «o ,  y  croit 

constamment  de  o  à  i  ;  on  a  ainsi  une 
branche  CD  partant  de  l'origine  et 
asymptote  à  la  droite  GG'. 

Cette  courbe  présente  une  partico» 
larité  que  nous  n'avons  pas  encore 
rencontrée  :  la  branche  DO  s'arrête 
brusquement  au  point  0;  on  donne 
aux  points  de  cette  espèce  le  nom  de 
points  d'arrêt. 
„.    ..^  Pour  avoir  le  sens  de  la  concavitét 

prenons  d'abord  la  dérivée  première 

f^=  -  -^  e*.  Lorsque  x  varie  de  o  à  oo  ^  les  deux  facteurs  -^  et  €• 

«C  X 

1 

diminuent;  à  cause  du  signe  — ,  y' augmente;  la  concavité  de  la 

branche  AC  est  tournée  vers  les  y  positifs  ;  x  variant  de  —  oo  à  o.  le 

I 

facteur  -^  augmente,  le  facteur  e*  diminue  ;  on  ne  voit  pas  immédia- 

tement  comment  varie  y*;  la  dérivée  seconde  va  nous  l'apprendre.  On 

1 

flX  -f-  I    "  I 

a  y*  = — ;^—  e*.  Quand  x  varie  de  —  oo  à ,  la  dérivée  seconde 

est  négative;  prenons  DP  égale  à  -  et  soit  M  le  point  correspondant  de 
la  courbe;  l'arc  DM  a  sa  concavité  dirigée  vers  les  y  négatifs  ;  x  crois- 
sant de à  o,  2^  est  positive,  l'arc  MO  tourne  sa  concavité  ven 

les  y  positifs  et  le  point  M  est  un  point  d'inflexion. 
Exemple  V. 

Soit  y  =  <^ 

On  trouve  facilement 

la  dérivée  seconde  change  de  signe  deux  fois,  une  fois  en  devenant 
infinie  pour»  =  o  et  une  fois  en  s'annulant  pour  \/l  =  2  ,x  =B.lM 
courbe  a  donc  deux  points  d'inflexion. 
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3tt0.  Considérons  les  cas  où  lléquation  de  la  courtH^ 

n'est  résolue  par  rapport  à  aucune  des  variables  x  et  y  ;  la 
dérivée  y'  est  donnée  par  l'équation 

Puisque  y  et  y'  sont  deux  fonctions  de  Xy  le  premier  membre 
de  réquation  (a)  est  une  fonction  composée  relativement  à  la 
variable  indépendante  x  ;  cette  fonction  a  pour  dérivée 

comme  elle  est  constamment  nulle,  sa  dérivée  est  aussi  nulle, 
et  Ton  a  l'équation 

(5)  /:.+<y'+/;.y'+/;/=o, 

qui  donne  la  valeur  de  y^.  Si  l'on  remplace  dans  cette  équation 
y'  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a),  il  vient 


/= 


f'Af,y-^rM+fAù* 


C'est  à  l'aide  de  cette  formule  que  l'on  détermine  le  sens  de 
la  concavité,  ainsi  que  les  points  d'inflexion. 

381 .  Appliquons  cette  formule  à  la  courbe  définie  n^  339.  L'équa- 
tion de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  f(x,y)  =  î  [(«1  +  y»  +  cV  —  4c*aî»— a*]  =  o. 

4 
On  en  déduit 

n=^x{s^  +  y* -  c«),  r;  =  y  («•  +  y»  +  c«), 
/ît  =  (aj» 4- y*-c«)  +  a»«,  f:;y=  aa?y, /;«  ==  (aî*+y' +  c«) +2y«. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on  obtient, 
après  avoir  réduit  en  tenant  compte  de  Féquation  (i), 


-_  a*[5c«(y«-a?«)— (g*  — c*)l 
^^         yV  +  y«  +  cî»)» 


Pour  chaque  portion  de  la  courbe  comprise  dans  l'un  des  angles  des 
axes  des  coordonnées,  le  dénominateur  consenre  le  même  signe;  la 
valeur  de  jf  ne  peut  changer  de  signe  que  lorsque  le  numérateur 
*  passe  par  zéro.  Les  coordonnées  des  points  d^inflexion  doivent  donc 
vérifier  à  la  fois  l'équation  (i)  et  Téquation 

«n  en  déduit 
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(6)  y«  +  «»=Yr*-c*. 

Dans  le  promier  cas,  lorsque  a  est  plus  petit  que  c,  les  -râleurs  de 
j9  et  de  y  données  par  les  équations  (a)  et  (5)  étant  ima^înairesy  le 
numérateur  de  ^  a  le  même  signe  pour  tous  les  points  de  l'arc  BCA; 
on  Yérifie  aisément  qu'il  est  négatif  près  des  points  B  et  A  ;  la  conca- 
Tité  de  cet  are  est  dirigée  vers  les  y  négatifs  (fig.  an).  Dans  le  second 
cas,  a  =  c,  le  numérateur  devient  nul  au  point  0  seulement;  il  est 
négatif  de  0  en  A,  et  la  concavité  de  Tare  OGA  est  dirigée  vers  les  y 
négatifs  (fig.  si  a);  Tare  A'D'OCA  présente  au  point  0  un  point  d'in- 
flexion. Dans  le  troisième  cas,  on  a  a>e;  pour  que  les  valeurs  de  x 
et  de  y  soient  réelles ,  on  doit  avoir  en  même  temps  a  <  c^a7  Lorsque 

a  est  plus  grand  que  cy^  i^  numérateur  est  négatif  en  tous  les  points 
de  Tare  BA,  et  la  concavité  tournée  vers  les  y  négatifs  (fig.  ai 4);  si  s 

est  plus  petit  que  cv/â7  le  numérateur  s'annule  pour  ua  certain  poi'nl 
G  (fig.  ai3)  situé  entre  B  et  C  ;  de  B  en  G,  il  a  le  même  slgnA  qu'an 
point  B  :  il  est  positif  et  la  concavité  est  tournée  vers  les  y  positiù; 
de  G  en  A,  le  numérateur  a  le  même  signe  qu'au  point  A  :  il  est  néga- 
tif et  la  concavité  dirigée  du  c6té  des  y  négatifs.  Le  point  G  est  on 
point  d'inflexion. 

REMARQUES  SUR  LBS  COURBES  ALGEBRIQUES. 

3K2.  Soit  f  (a?,  y)  =  o  une  équation  algébrique  et  entière 
du  degré  m  par  rapport  à  â?  et  y  et  du  degré  n  par  rapport  à 
y;  à  chaque  valeur  de  x  correspondent  n  valeurs  de  y  qui,  ) 
en  général,  sont  différentes  les  unes  des  autres;  on  démontre 
que,  quand  x  varie  d'une  manière  continue,  chacune  de  ces 
valeurs  varie  aussi  d'une  manière  continue  ;  nous  admettrons 
ce  théorème  comme  nous  Tavons  fait  jusqu'à  présent.  Lors- 
que réquation  est  irréductible,  elle  n'admet  des  racines  mul-* 
tiples  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x  ;  parmi  ces 
valeurs  de  x^  considérons  seulement  celles  qui  sont  réelles  et 
supposons-les  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Soient  a,  b,  c 
trois  valeurs  consécutives;  quand  x  variera  de  a  à  6,  le  nom- 
bre des  valeurs  réelles  de  y  restera  le  même;  cor  si,  dans 
l'intervalle,  ime  racine  imaginaire  devenait  réelle,  la  racine 
conjuguée  deviendrait  aussi  réelle,  et,  au  moment  de  la  tran- 
si uon,  les  deux  racines  seraient  égales;  on  obtient  ainsi» 
dans  l'intervalle  considéré,  un  certain  nombre  de  branches 
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rôel/'es  distinctes  et  n'ayant  aucun  point  commun.  Quand  » 
passe  par  la  valeur  by  il  peut  arriver  que  deux  racines  réelles 
deviennent  imaginaires  ou  inversement;  au  point  qui  corres- 
pond à  la  valeur  i  et  à  la  racine  double  réelle,  commencent 
ou  finissent  dans  ce  cas  deux  branches  de  courbes. 

Parmi  les  valeurs  réelles  de  y  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  a?o  de  x^  considérons-en  une  y»  qui  soit  racine 
simple  ;  si  l'on  fait  varier  ar  de  aro  —  hkx%  +  h,  A  étant  suffi- 
samment petite,  cette  valeur  de  y  restera  réelle  sans  devenir 
égale  à  une  autre  et  donnera  naissance  à  une  branche  réelle. 
Ainsi,  lorsque,  pour  une  valeur  x»  attribuée  à  x,  Téquation  admet 
une  racine  simple  réelle  Jq,  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
x»  6tj9  passe  une  branche  réelle^  et  une  seule. 

Considérons  maintenant  une  valeur  x  =  &  à  laquelle  cor- 
responde une  valeur  multiple  y  i  d'ordre  j>  ;  marquons  le  point  M 
dont  les  coordonnées  sont  x=6,  y=yi  ;  parmi  les  p  valeurs  de 
y  qui  deviennent  égales  à  yx  pour  x=i,  il  y  en  a  un  certain 
nombre  qui  sont  réelles,  quand  x  varie  de  a  à  6,  et  un  cer- 
tain nombre  qui  sont  imaginaires  ;  le  nombre  de  ces  dernières 
étant  pair,  le  nombre  des  racines  réelles  est  p  —  ^q  {q  pou- 
vant être  nul).  De  même,  quand  x  varie  de  b  kc,  le  nombre 
des  valeurs  réelles  de  y  qui  partent  de  la  valeur  yi  pour  x=b 
est  p — a^;  de  sorte  que  le  nombre  total  des  branches  de 
courbe,  qui  partent  du  point  M,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
est  le  nombre  pair  a/>  —  ay  —  ay'. 

3S3.  Déterminons  actuellement  les  tangentes  au  pomt  M  ; 
transportons  en  ce  point  l'origine  des  coordonnées,  et  posons 
ensuite  y=ix;  nous  aurons  une  équation  f  {x,  t)  =  o,  qui  don- 
nera les  coefficients  angulaires  t  des  sécantes  menées  du  point  M 
aux  points  où  la  courbe  est  coupée  par  une  parallèle  à  l'axe  des 
y.  Supposons  que  pour  â;  =  o  on  ait  une  racine  réelle  / = ^  ; 
cette  racine  déterminera  une  droite,  et,  en  répétant  les  mêmes 
raisonnements  que  dans  le  paragraphe  précédent,  on  recon- 
naît que  le  nombre  total  des  branches  réelles,  partant  du  point 
M»  et  tangentes  aux  deux  directions  de  la  droite,  est  pair. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  qu'ime  courbe  algébrique  ne 
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peut  pas  présenter  de  poiat  d'arrêt  (n*  34g).  Elle  ne  peut  pat 
présenter  non  plus  de  point  saillant  ou  anguleux  ;  on  nomme 
point  anguleux  un  point  d*où  partent  deux  branches  tan* 
gentes  à  deux  droites  différentes. 

354.  Quand  on  transporte  Torigine  au  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  x^  et  y^ ,  Téquation  devient 

(i)    (<+y/;;+^(^Y;;+^^y/;>,+yY.î^ 

et  réquation 

W     a:(/;+^/;;+^(/:î+<;.v.+^Y;j)-l-...=o 


donne  les  points  où  une  droite  quelconque  y  =  tx  menée  par 
le  point  M  rencontre  la  courbe.  Lorsque  Tune  des  dérivées 
premières  au  moins  est  différente  de  zéro,  la  racine  x  =  o 
étant  racine  simple,  on  dit  que  le  point  M  est  un  point  sim^ 
pie  de  la  courbe.  Pour  la  valeur  particulière  t^  de  /  qui  an* 
nule  le  premier  terme,  une  seconde  racine  est  égale  à  zéro, 
et  la  droite  devient  tangente  à  la  branche  de  courbe.  Le  con- 
tact est  du  premier  ordre,  lorsque  pour  t=t^  le  coefficient 
de  X*  est  différent  de  zéro;  il  est  de  l'ordre  p  lorsque  le  pre- 
mier coefficient  différent  de  zéro  est  celui  de  x^*^  ;  parmi  les 
m  —  1  autres  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe, 
p  se  confondent  avec  le  point  M. 

Supposons  que  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre soient  nulles,  sans  que  les  trois  dérivées  secondes  le 
soient;  la  racine  j:=o  étant  racine  double  de  Téquation  (a), 
une  droite  quelconque  menée  par  le  point  M  coupe  la  courbe 
en  deux  points  confondus  en  M,  et  Ton  dit  que  ce  point  est  un 
point  double.  Si  Ton  divise  tous  les  termes  par  x^^  l'équatioa 
(  a)  se  réduit  à 

Lorsque  l'équation  du  second  degré 

(4)  n  +  ^ir^,y.  +  tTt,\  =  o 

a  ses  deux  racines  t^  et  1%  réelles  et  inégales,  pour  une  valeur 
de  X  très  petite  en  valeur  absolue,  l'équation  (3)  admet  deux 
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racines  simples  voisines,  l'une  de  ^i,  l'autre  de  ^9;  à  ces  dexm 
valeurs  réelles  de  t  correspondent  deux  branches  de  courbe 
tangentes  aux  droites  yz=t^x,  y  =  t^  (flg.  208).  Lorsque 
l'équation  (4)  a  ses  deux  racines  imaginaires,  les  deux  valeurs 
de  t  qui  en  sont  voisines  sont  aussi  imaginaires,  et  le  point 
M  est  un  point  isolé  (&g.  207).  Quand  l'équation  (4)  a  ses 
deux  racines  égales  à  ^1,  plusieurs  cas  peuvent  se  présenter; 
si  les  deux  valeurs  de  ^voisines  de  ^1  sont  imaginaires  pour  les 
valeurs  positives  et  négatives  de  a;,  le  point  M  est  un  point 
isolé;  si  elles  sont  réelles  pour  les  valeurs  positives  de  x 
et  imaginaires  pour  les  valeurs  négatives  ou  inversement, 
on  a  un  point  de  rebroussement  (fig.  i^og  et  221);  enfin, 
si  elles  sont  réelles  pour  lés  valeurs  positives  et  aussi 
pour  les  valeurs  négatives  de  x,  on  a  deux  branches 
passant  au  point  M,  de  part  et  d'autre,  et  tangentes  à  la 
même  droite. 

Remarquons  que  Von  obtient  V équation  qui  donne  les  diverses 
tangentes  au  point  multiple,  en  égalant  à  zéro  le  groupe  des  termes 
du  degré  le  moins  élevé  dans  r équation (i). 

3S4  bis.  Nous  allons  définir  un  cas  dans  lequel  il  est  facile 
de  trouver  la  forme  d'une  courbe  algébrique  dans  le  voisi- 
nage de  Tun  de  ses  points. 

Ce  point  étant  pris  pour  origine,  on  suppose  que  Féquation 
en  X  obtenue  en  faisant  y  =  o  dans  Téquation  de  la  courbe 
admet  zéro  pour  racine  simple.  Soit 

?o(^)  +  ?i(^)y+  •  •  •  ?n(aj)r+  ...  =0 
réquation  de  la  courbe  mise  sous  forme  entière  et  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  y.  Par  hypothèse 
<Po  (x)  admet  x  comme  facteur  simple;  x  peut  aussi  se  trouver 
en  facteur  dans  quelques-uns  des  coefficients  suivants. 
Soit  <fn  (x)  le  premier  coefficient  qui  ne  s^annule  pas  pour 
0?  =  o,  nous  pouvons  écrire  Téquation 

Si  on  suppose  x  très  petit  et  si  Ton  considère  une  des 

GéOM.   ANALTT.  27 
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valeurs  très  petites  de  y^  le  signe  de  chacune  des  parenthèses 
est  le  signe  de  son  premier  terme,  et  même  chacun  de  ces 
termes  4^0  (^)'  9n  (po)  peut  être  remplacé  par  la  valeur  qu'il 
prend  pour  a?  =  o. 

En  définitive,  pour  trouver  la  forme  de  la  courbe  dans  le 
voisinage  de  l'origine,  l'équation  étant  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  y,  il  suffit  de  considérer  le 
terme  indépendant  de  y  qui  admet  x  comme  facteur  simple  et 
le  premier  des  termes  suivants  dont  le  coefficient  ne  s'annule 
pas  pour  x=o.  On  est  ramené  ainsi  à  une  équation  binôme 

Ax  +  By*  =  o 
et  l'on  peut  même,  dans  chacun  des  coefficients  A  et  B, 
négliger  la  partie  qui  s'annule  pour  x==o. 

3StS.  L'on  peut  aussi,  pour  trouver  l'équation  de  la  tan- 
gente à  une  courbe  algébrique  et  les  points  d'inflexion  de 
cette  courbe,  employer  la  méthode  suivante  qui  a  Tavantage 
de  s'appliquer  aux  courbes  dont  Téquatiou  est  donnée  en 
coordonnées  trilinéaires. 

Soit  une  courbe  d'ordre  m  ayant  pour  équation  en  coor- 
données homogènes  f(Xy  y,  z)  =  o.  Prenons  sur  la  courbe  ua 
point  M,  (x^J  yi,  z^)  et  dans  le  plan  un  second  point  M  (a?,  y,  z). 
Cherchons  les  points  où  la  droite  M^M  qui  joint  ces  deux 
points  coupe  la  courbe.  Les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  cette  droite  sont  (page  348). 

(5)  x,-\-lx    ,    y,  +  Xy    ,    3r,  +  'kz) 

pour  que  ce  .point  appartienne  i  la  .courbe,  il  faut  et  il  suffit 
que  X  vérifie  l'équation 

f{x,  +ÏX    ,    y.-^-ly    ,    ^,  +  Xz)  =  o 
ou 

(6)  r(x,.y,.z,)  +  X  (.r^;^  +  yfi^  +  zQ  + 

En  mettant  successivement  toutes  les  racines  de  cette 
équation  en  X  dans  les  expressions  (5),  on  aura  les  coordon- 
nées de  tous  les  points  d'intersection.  Le  point  (^,,y,,-i) 
étant  sur  la  courbe,  on  a  f{x,,y,,z,)  =  o;  l'équation  (6) 
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admet  donc  une  racine  nulle  X  =  o  qui,  portée  dans  les 
expressions  (S),  donne  précisément  le  point  (^ny^^s^i).  Pour 
que  la  droite  M, M  soit  tangente  à  la  courbe  en  M^,  il  faut 
qu'il  y  ait  deux  points  d'intersection  confondus  en  M^,  c'est- 
à-dire  que  l'équation  (6)  admette  la  racine  double  X'  =  o  :  ce 
qui  exige 

(7)  ^n, + yr„ + ^n,  =  «. 

Si  les  coordonnées  du  point  M  vérifient  cette  équation,  la 
droite  M^M  est  tangente  en  M^  :  l'équation  (7)  dans  laquelle 
on  considère  x,y,z  comme  des  coordonnées  courantes  est 
donc  l'équation  de  la  tangente  au  point  M|. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  les  trois 
dérivées  /'^  ,  /'   ,  f'^  ne  sont  pas  nulles  en  même  temps.  Si 

ces  trois  dérivées  étaient  nulles,  le  coefficient  de  X  dans 
l'équation  (6)  serait  nul,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  M  :  toute  di*oite  passant  par  le  point  Mj  couperait  la 
courbe  en  deux  points  au  moins  confondus  avec  M|.  On  dit  alors 
que  le  point  M|  est  un  point  singulier.  Les  points  singuliers 
sont  donc  caractérisés  par  cette  propriété  que  leurs  coor- 
données annulent  les  trois  dérivées  partielles  de  f  par 
rapport  kx,yetz  et,  par  suite,  /,  en  vertu  du  théorème  des 
fonctions  homogènes. 

Supposons  que  le  point  M^  ne  soit  pas  un  point  singulier 
et  cherchons  la  condition  pour  qu'il  soit  un  point  d'inflexion. 
Pour  cela  il  faut  et  il  suffit  que  la  tangente  en  M^  coupe 
la  courbe  non  pas  en  deux  mais  en  trois  points  confondus 
avec  M^  :  en  d'autres  termes,  si  l'on  prend  le  point  M  sur 
la  tangente  (7)  il  faut  que  le  coefficient  de  X*  s'annule,  c'est- 
à  dire  que  l'on  ait 

Si  l'on  considère  x,  y,  z  comme  des  coordonnées  courantes, 
cette  équation  (8)  représente  une  conique  :  et  comme  tout 
système  de  valeurs  (x,  y,  z)  vérifiant  la  condition  (7)  doit 
vérifier  en  même  temps  la  condition  (8),  cette  conique  doit  se 


=  0. 
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décomposer  en  deux  droites  dont  Tune  est  la  tangente.  Donc» 
si  M|  est  un  point  d'inflexion,  le  discriminant  de  la  fonction 
du  second  degré  9  {x,  y,  z)  doit  être  nul 

fxxXi     /y,r»     A,* 

Réciproquement,  si  en  un  point  M|  non  singulier  cette  fone- 
tion  H  est  nulle,  ce  point  est  un  point  d'inflexion.  En  effet, 
remarquons  que  la  conique  <p  {x^  y^z)=zo  passe  par  le  point 
(^i>yi>^i)  et  7  est  tangente  à  la  courbe.  Elle  passe  par  le 
point,  car  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes 

ensuite,  on  obtient  facilement  d*après  l'expression  de  9, 

identité  qui  montre  que  la  tangente  à  la  conique  au  point  M, 
se  confond  avec  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point.  Donc,  si 
la  conique  9  se  décompose  en  deux  droites.  Tune  des  droites 
doit  passer  en  M,  et  7  être  tangente  à  la  courbe  :  en  d'autres 
termes  le  pol7nôme  9  [x^  y,  z)  est  décomposable  en  deux  fac- 
teurs dont  Tun  est  le  premier  membre  (7)  de  Téquation  de  la 
tangente.  On  en  conclut  que  le  point  Mj  est  bien  un  point 
d'inflexion. 

Le  déterminant  H  s'annule  aussi  lorsque  le  point  Mj  est 
un  point  singulier;  en  effet,  dans  ce  cas,  les  trois  dérivées 
partielles  du  pol7n&me  9  {x^  y,  %) ,  9',  »  9y ,  9s  s'annulent  pour 
^=^1  j  y=yi  f  «=«!>  comme  il  résulte  de  ce  que  /^  ,  ^, ,  ^, 
s'annulent  en  un  point  singulier  ;  le  discriminant  H  de  9  est 
donc  nul. 

Le  déterminant  H  s'appelle  le  Bessien;  si  l'on  considère 
^if  Vn  '1  comme  coordonnées  courantes»  l'équation  H  ^=0  re- 
présente une  courbe  d'ordre  3  (m  —  a)  appelée  Hessienne  qui 
passe  par  les  points  d'inflexion  et  les  points  singuliers  de  la 
courbe  f=  0.  Nous  venons  de  voir  que,  réciproquement,  tout 
point  commun  aux  deux  courbes  /=  o  ,  H  =  o,  s'il  n'est  pas^ 
un  point  singulier  de  /  =  0,  en  est  un  point  d'inflexion.  On  ea 
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conclnt  qne,  si  la  courbe  /=  o  n'a  pas  de  points  singuliers j  elle 
a  5m  {m  —  a)  points  d'inflexion  réels  on  imaginaires.  Si  la 
courbe  f=  o  a  des  points  singuliers,  le  nombre  de  ses  points 
d'inflexion  est  diminué. 

Ainsi  une  courbe  du  troisième  ordre  sans  point  singulier 
a  neuf  points  d  inflexion;  si  elle  a  un  point  double  elle  n'a 
plus  que  trois  points  d'inflexion  ;  si  elle  a  un  point  de  rebrous- 
sèment  elle  n'en  a  plus  qu'un. 

Exemple.  La  courbe  du  troisième  ordre  qui  a  pour  équation  en 

coordonnées  cartésiennes 

X«  +  Y»+i=o 

ou  en  coordonnées  homogènes 

f{x,  y,  2)  =  x»  +  y»  +  «»  =  o 

n'a  pas  de  points  singuliers  :  car  les  trois  dérivées  partielles 

ne  s'annulent  pour  aucun  sjslème  de  valeurs  de  x,  y,  %,  non  nulles 
toutes  trois.  La  Hessienne  est  ici 

H  =  6'  xyz  =  o 

ou  ity%=:  o  ;  elle  se  décompose  donc  en  trois  droites  a;  =  o,  y  =  o,2  =  o, 
qui  sont  les  axes  coordonnés  et  la  droite  de  l'infini.  Les  neufs  points 
d'intersection  de  la  Hessienne  avec  la  courbe  seront  des  points  d'in- 
flexion. On  a  ainsi,  pour  les  coordonnées  de  ces  neuf  points,  en  appe- 
lant tù  une  racine  cubique  imaginaire  de  Tunité, 


x  =  o    avec 


V  y  y  « 

s^  =  ~I,     ou     ^  =  —  »,     ou     i=i  —  »* 


XXX 

w  =  o    avec    -  =  —  i,    ou    -=  —  «,    ou    -  =  —»• 


«  =  o    avec 


2.  =  —  j      ou    -  =  —  cû ,    ou    2  =  —  ci>^ 

XX  '  X 


Les  trois  derniers  points  sont  à  l'infini.  Les  trois  points 
y  X  y 

Z  '     ^  Z  X 

sont  seuls  réels.  Ils  sont  en  ligne  droite  sur  la  droite  x  +  y  +  x  =  o. 

Clcuse  de  la  courbe.  La  classe  d'une  courbe  /(ar,  y,  z)  =  o  est 
le  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  à  cette  courbe  par 
un  point  du  plan.  Soit  Ms  {xt ,  y% ,  zs)  un  point  donné  :  en 
exprimant  que  la  tangente  au  point  M^  {x^ ,  y^ ,  z^)  passe 
par  Ms  on  a  la  condition 

<9)  ^.z";. +»./;. +^2/;.  =0 
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qui»  jointe  i  f{x^^  y^^  je  J  =  o,  détermine  les  points  de  contact 
des  tangentes  issues  du  point  Ms.  Tout  point  M^  non  sin- 
gulier dont  les  coordonnées  vérifient  ces  équations  est  qd 
point  tel  que  la  tangente  en  ce  point  passe  par  M,  ;  Téqua- 
tion  (9)  est  d*ailleurs  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tons 
les  points  singuliers,  puisque  ces  coordonnées  annulent 
fx^  9  fv^  9  f*r  Si  Ton  considère  ^1 ,  yi  >  'i  comme  coordonnées 
courantes,  l'équation  (9)  représente  une  courbe  d'ordre  (m — 1) 
appelée  la  première  polaire  du  point  Ms  par  rapport  à  la  courbe. 
Tout  point  commun  à  cette  courbe  et  à  la  courbe  donnée  f=o 
est  un  point  singulier  ou  un  point  de  contact  d'une  tangente 
issue  du  point  Ms.  Ces  deux  courbes  ont  m  (m  —  1)  points 
communs;  si  la  courbe  proposée  n*a  pas  de  points  singuliers, 
ces  points  communs  sont  tous  des  points  de  contact  de  tan- 
gentes issues  du  point  Ms.  Donc,  une  courbe  (Tordre  m  sans 
points  singuliers  est  de  classe  m  (m  —  1). 

Si  la  courbe  a  des  points  singuliers,  le  nombre  des  tan- 
gentes issues  du  point  Ma  est  égal  km  {m  —  1)  moins  le  nombre 
de  points  d'intersection  de  la  polaire  (9)  et  de  la  courbe  qui 
sont  confondus  avec  les  points  singuliers. 

En  supposant  que  les  seuls  points  singuliers  de  la  courbe 
soient  des  points  doubles  ou  de  rebroussement  et  désignant 
par  d  le  nombre  des  points  doubles,  r  celui  des  points  de  re- 
broussement, %  celui  des  points  d'inflexion  et  c  la  classe  de  la 
courbe,  on  démontre  les  formules  suivantes  dues  à  Plûcker. 

c  =  m{m —  1)  —  arf  —  Zr 
t  =  3m(m  —  2)  —  6d  —  8;\ 

ExBMPLB.  Une  courbe  du  troisième  ordre  sans  point  singulier  est  de 
la  sixième  classe. 

PrenoDs  une  courbe  du  troisième  ordre  avec  un  point»  double,  psf 
exemple  la  courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

(10)  Y«  +  XMX  — a)  =  o. 

Les  tangentes  a  l'origine  sont  données  par  l'équation 

Y«  — aXî»  =  o; 

si  donc  a  est  différent  de  zéro,  Torigine  est  un  point  doublé  à  tan* 
gentes  distinctes  (réelles  ou  imaginaires  suiTant  le  signe  de  a);  si  a  esb 
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nu],  l'origine  est  an  point  de  rebroassement  et  la  tangente  en  ea 
potDt  est  Taxe  OX.  L'éqnation  de  la  conrbe  rendue  homogène  est 

f{x,  y,  %)  =  yH  +  X»  (X  —  a%)  =  o 
doù 

/;  =  5x'— aax*    ,    /J  =  2y;5    ,    /;  =  !/«  — ax^. 

La  première  polaire  d'un  poiat  M'  (x',  y'»  %')  a  pour  équation 

(il)  x'  (3x«  —  aa  xz)  +  %}fy%  +  «'  (y«  —  ox')  =  o; 

celle  polaire  est  une  conique  passant  par  le  point  double  situé  à  l'ori- 
gine  X  =  o,  y  =  o  et  ajant  pour  tangente  en  ce  point  la  droite 

(12)  axx'  4-  y/  =  o. 

Si  a  est  différent  de  zéro,  l'origine  est  un  point  double  à  tangentes 
distinctes  et  la  tangente  (la)  varie  suivant  la  position  du  point  M'. 
La  conique  polaire  (ix)  coupe  donc  la  courbe  du  troisième  ordre  en 
six  points  dont  deux  sont  confondus  avec  le  point  double.  Il  ne  reste 
donc  que  quatre  de  ces  points  d'intersection  qui  ne  soient  pas  con- 
fondus avec  le  point  singulier,  et  l'on  ne  peut  mener  du  point  M'  que 
quatre  tangentes.  La  courbe  est  donc  alors  de  quatrième  classe. 

Si  a  est  nul,  l'origine  est  un  point  de  rebroussement;  la  conique 
polaire  (11)  passe  par  ce  point  et  la  tangente  à  la  conique  en  ce  point 
a  pour  équation  y  =  o  comme  la  tangente  à  la  courbe.  La  conique 
polaire  est  donc  tangente  à  la  courbe  au  point  de  rebroussement  :  elle 
la  coupe  en  trois  points  confondus  avec  ce  point  singulier  et  en  trois 
autres  points  qui  sont  seuls  des  points  de  contact  de  tangentes  issues 
du  point  M'.  La  courbe  est  donc  alors  de  troisième  classe. 

On  pourra,  comme  exercice,  former  Téquation  tangentielle  de  la 
courbe  (10),  c'est-à-dire  la  condition  pour  que  la  droite 

ttX  +  »Y  +  w  =  o 

soit  tangente  à  cette  courbe  ;  on  vérifiera  que  cette  équation  est  du 
quatrième  degré  en  u,  v,  u;  et  se  réduit  au  troisième  degré  quand  a  =  o. 

386.  Courbes  en  coordonnées  iriUnéaires.  —  Soit  F  (a,  p,  y)  =  0 
réquation  en  coordonnées  trilinéaires  d'une  courbe  d'ordre  m. 
Prenons,  sur  cette  courbe,  un  point  M|  ayant  pour  coordon- 
nées trilinéaires  «i ,  p,,  Yi  ^t'  ^^^  ^^  P^^^y  ^^  point  M  (a,  p,  y). 
Cherchons  les  points  où  la  droite  M^M  qui  joint  ces  deux 
points  coupe  la  courbe.  Les  coordonnées  trilinéaires  d'un 
point  de  cette  droite  sont  (N^  33 1) 
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pour  que  ce  point  appartienne  à  la  courbe,  il  faut  et  il  suffit 
que  X  vérifie  Téquation 

FK  +  x«,  p,+xp,  Y,  +  Xr)=o 

ou 

De  cette  équation,  qui  est  entièrement  semblable  à  l'équa- 
tion (6),  on  déduit  des  conséquences  identiques  à  celles  que 
l'on  a  déduites  de  l'équation  (6).  On  trouve  ainsi  que  : 
lo  Si  les  trois  dérivées  partielles  F^. ,  Fp, ,  F^  ne  sont  pas 

nulles,  la  tangente  au  point  M^  a  pour  équation 

>•  Si  les  trois  dérivées  partielles  Fit, ,  Fp^ ,  F^^  sont  nulles, 
le  point  M|  est  un  point  singulier; 

y  Pour  que  le  point  M^  soit  un  point  d'inflexion  il  faut  qae 
le  Hessien 


H  = 


soit  nul;  et  réciproquement,  si,  en  un  point  M|  non  singulier  le 
Hessien  est  nul,  ce  point  est  un  point  d'inflexion. 

Exemple.  Considérons  l'équation  du  troisième  degré 

F  («,  P,  y)  =  •»  +  P»  +  ï'  +  6k«pY  =  o  ; 

on  démontre  que  réquation  de  toute  courbe  du  troisième  ordre  sans 
point  singulier  peut  se  ramener  à  cette  forme  par  un  choix  conTenable 
du  triangle  de  référence. 
L'on  a  actuellement 

«     Ay    ikP 

A:P    kot     Y 
on  en  développant 

H  =  6*  [-**(«»  +  P»  +  y')  +  (i  +  aifc»)  «PyJ. 
Les  points  d'inflexion  seront  les  points  d'intersection,  au  nombre  de 
neuf,  de  la  courbe  proposés  F  =  o  avec  la  Hessienne  H  =  o.  Les  équa- 
tons  F  =  o  et  H  =:  o  sont  des  équations  homogènes  du  premier  degU 


=0. 


f;.' 

K,?, 

F".,T, 

F'â.p. 

Fp.' 

^ij. 

F-,T, 

Fp,T, 

f^r,' 

COORDONNÉES  TRILINÉAIRËS.  425 

par  rapport  aax  deux  expressions  «'  +  p'  +  T*  >  ^Y  •'  le  déterminant 
des  coefficients  de  ces  deax  expressions  est  i  +  8  A^  ;  si  donc  i  +  8  ib* 
n*est  pas  nul,  on  tire  des  équations  F  =  o ,  H  =  o  les  deux  sui?ant6S 

*•  +  P»  +  T*  =  o  ,  «Py  =  o 

qui  donnent,  pour  les  neuf  points  d'inflexion,  les  coordonnées 

«  =  o  avec  p  +  T  =  o  ,  ou  p  +  wy  =  o  ,  ou  p  +  m'y  =  o 
p  =  o  avec  Y  +  «  =  o,  ou  y+waso,  ou  y  +  «*«  =  o 
Y  =  o    avec    «-|-p  =  o,    ou    a-|-«p  =  o,     ou    a  +  w*?  =  o 

«0  désignant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  Ces  neuf  points 
sont  les  mêmes  quel  que  soit  k.  On  voit  facilement  que  la  droite  qui 
joint  deux  de  ces  points  en  contient  un  troisième. 

Si  I  +  8  A;'  =  o,  les  équations  F  =  o  et  H  =  o  représentent  la  même 
courbe  ;  alors  la  Hessienne  coïncide  avec  la  courbe  proposée  :  tous  les 
points  de  cette  courbe  sont  des  points  d'inflexion,  ce  qui  ne  peut  arriver 
que  si  elle  est  décomposée  en  trois  droites.  Effectivement  l'équation 

k^  =  —  ~  donne  pour  k  trois  valeurs 

o 

I  b>  tt* 

Pour  k  = ,  la  courbe  P  =  o  devient 

a 

F  =  a«+P«  +  Y»-3aPY  =  («+p  +  Y)  («  +  »P  +  »^)  (a+ »»P  +  »y)=0, 

elle  est  donc  décomposée  en  trois  droites;  il  en  est  de  même  si  Ton 

prend  A  = ou  k  = ,  comme  on  le  voit  en  changeant,  dans 

l'identité  ci-dessus,  «  en  cmc  ou  en  &>'«• 
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Fig.  214. 


CHAPITRE  III 

Asymptotes. 

8tf  7.  Lorsqu'une  courbe  a  une  branche  infinie  MN  (fig.  ai4), 

il  peut  arriver  que  la  dis* 
tance  MH  d'un  point  M  de 
cette  courbe  à  une  droite 
CD  tende  vers  zéro,  lorsque 
le  point  M  s'éloigne  indéfi- 
niment; dans  ce  cas,  la 
droite  CD  est  dite  asymptote 
de  la  branche  de  courbe. 

Considérons  la  difiîérence 
MR  entre  les  ordonnées  de 
la  courbe  et  de  la  droite» 

qui  correspondent  à  une  même  abscisse,  et  désignons  par  ^ 

MH 

l'angle  de  la  droite  CD  avec  l'axe  des  v,  on  a  MR = -t-t;  si  Fune 
°  ^  smp 

des  quantités  MH  et  MR  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de 

la  seconde.  On  peut  donc  définir  l'asymptote  une  droùe  telle 

que  là  différence  des  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  droùe  ait 

pour  limite  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment. 

On  ne  peut  pas  transformer  ainsi  la  défi- 

nition  lorsque  l'angle  p  est  nul,  c'est-à-dire 

quand  l'asymptote  est  parallèle  à  l'axe  des 

y.  Dans  co  cas,  si  l'on  mène  la  droite  MR 

(fig.  aa5)  parallèle  à  l'axe  OX,  la  droite  MR 

T  tend  vers  zére,  quand  l'ordonnée  croit  indé- 

Fig. i25.  finiment.  Si  l'on  appelle  a  labscisse  de  la 

droite  CD,  Tabscisse  d'un  point  M  de  la  branche  MN  tend 

vers  a  quand  y  augmente  indéfiniment,  ou  inversement  y  croit 

au  delà  de  toute  limite,  lorsque  x  tend  vers  a. 

ASYMPTOTES  PARALLÈLES  A  l'AXE  DES  y. 

Stt8.  D'après  ce  qui  précède,  on  obtiendra  les  asymptotes 
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de  cette  espèce  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x  qui  ren- 
dent Tune  dos  valeurs  de  y  infinie.  Lorsque  l'équation  de  la 
courbe  est  résolue  par  rapport  à  y,  on  aperçoit  en  général 
immédiatement  ces  valeurs;  nous  pouvons  citer  comme  exem- 
ples la  cissoïde  et  la  strophoïde  construites  aux  n«»  ao  et  a3. 
Quand  l'équation  de  la  courbe  est  algébrique,  mais  non  ré^ 
solue  par  rapport  à  y,  on  procède  de  la  manière  suivante.  Soit 
m  le  degré  de  l'équation,  n  le  plus  haut  exposant  de  y  ;  on 
peut  écrire  l'équation  sous  la  forme 

Vf.  ?i.  ?s^  désignant  des  pol jn6mes  en  x,  de  degrés  au  plus  égaux 
à  m — n,  m — n+i,  m — n+a,...  et  après  avoir  divisé  par  y*, 

Supposons  qu'une  branche  réelle  MN  soit  asymptote  à  une 
droite  CD  parallèle  i  l'axe  des  y  et  ayant  pour  équation  x^:^a. 
Lorsque  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  cette  branche,  son 

abscisse  x  tend  vers  la  valeur  finie  a,  tandis  que  -  tend  vers 

y 

zéro.  Les  termes  de  l'équation  (i)  à  partir  du  second  tendant 
vers  zéro,  on  en  conclut  que  l'abscisse  a  annule  le  polynôme 
f ,  (x).  Ainsi  ks  abscisses  des  asymptotes  parallèles  â  taxe  des  y 
satisfont  à  Féquation  ^,(â?)=:o. 

3tS9'.  Réciproquement,  soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation 
f  ^  (x)=o  ;  il  faut  examiner  s'il  y  a  des  branches  réelles  qui  se 
rapprochent  indéfiniment  de  la  droite  x=a  et  combien  il  y 
en  a.  Supposons  d'abord  que  a  soit  racine  simple  de  l'équation 

ç,(a?)  =  o. 

Si  Ton  regarde  x  comme  une  fonction  de  -  donnée  par  l'équa- 
tion  (i),  quand  -  tend  vers  zéro,  soit  en  étant  positive,  soit  en 

9 

étant  négative,  une  valeur  de  a?,  et  une  seule,  tend  vers  a;  cette 
valeur,  de  x  est  nécessairement  réelle  ;  car,  si  elle  était  ima- 
ginaire, la  racine  conjuguée  tendrait  aussi  vers  la  quantité 
réelle  a  qui  serait  alors  racine  double.  On  en  conclut  qu'il 
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existe  deux  branches  réelles  asymptotes  à  la  droite  a?  =  a. 
Tune  du  côté  des  y  positives,  l'autre  du  c6té  des  y  néga- 
tives. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  racine  double  de  l'équa- 
tion cpo(a;)  =  o.  Quand  -  tend  vers  zéro,  deux  valeurs  de  x 

9 

tendent  vers  a;  ces  valeurs  peuvent  être  réelles  ou  imagi- 
naires conjuguées.  Si  elles  sont  réelles  pour  les  valeurs 

positives  très  petites  de  -,  il  existe  deux  branches  réelles 

asymptotes  à  la  droite  x=ad\i  côté  des  y  positives.  Si  elles 

sont  aussi  réelles  pour  les  valeurs  négatives  de  -  très  petites 

«n  valeur  absolue,  il  existe  deux  autres  branches  réelles 
asymptotes  à  la  même  droite,  du  côté  des  y  négatives.  Quand 

les  deux  racines  sont  imaginaires  pour  les  valeurs  positives 

I  • 

ou  négatives  de  -,  il  n*existe  aucune  branche  réelle  asymp- 


tote à  la  droite  x=a. 
En  général,  soitp  Tordre  de  la  racine  a;  parmi  les  p  valeurs 

de  X  qui  tendent  vers  a  quand  -  tend  vers  zéro,  p  —  ^q  sont 
réelles  pour  les  valeurs  positives  très  petites  de  -.p—^^ponr 


les  valeurs  négatives.  Il  y  aura  p — 29  branches  réelles 
asymptotes  à  la  droite  a? = a  du  côté  des  y  positives,  etp  —  ^^ 
branches  réelles  asymptotes  à  la  même  droite  du  côté  des  y 
négatives;  en  tout  ap  — 29  — 2^  branches  réelles  asymp- 
totes à  la  droite  a;  =  a,  et  nous  remarquons  que  ce  nombre 
est  pair. 

3tt0  (m..  —  Dans  le  cas  particulier  où  a  est  racine  simple 
de  <Po(^)>  îl  ^^^  facile  de  déterminer  la  disposition  delà  courbe 
dans  le  voisinage  de  Tasymptote. 

Soit  f^p{x)y  le  premier  des  coefficients  qui  ne  s'annule  pas 
pour  rr  =r  d,  l'équation  de  la  courbe  peut  s'émre 
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^o(^)>  'i'ii^)'  •  •  ^p-i  désignant  des  polynômes  entiers  en  x  dont 
le  premier  ne  s'annule  pas  pour  x=a. 
Cela  posé,  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  voisine  de  a  et  si 

l'on  considère rune  des  p  racines  très  petites  deFéquation  en  -» 

le  signe  de  chacune  des  parenthèses  est  le  signe  de  son  pre- 
mier terme;  d'autre  part,  ^o{x)  et  «p/a?)  ont  respectivement 
même  signe  que  ^«(a)  et  <p(a). 
D'après  cela,  il  suffit  de  considérer  l'équation  binôme 


et  d'y  supposer  successivement  x  un  peu  inférieur  à  a,  puis 
X  un  peu  supérieur  à  a. 

(On  a  déjà  employé  un  procédé  analogue  n*  354  àis). 

Ainsi,  lorsque  dans  l'équation  ordonnée  par  rapport  aux 

puissances  croissantes  de  -  le  premier  terme  admet  a  comme 

racine  simple,  on  peut  réduire  l'équation  à  ce  terme  et  au 
premier  des  termes  suivants  dont  le  coefficient  ne  s'annule 
pas  pour  x  =  a.  On  peut  même  remplacer  x  par  a  dans  les 
facteurs  qui  ne  s'annulent  pas  pour  x=  a. 

360.  Nous  avons,  jusqu'à  présent,  dans  l'équation  (i), 
regardé  x  comme  fonction  de  -;  on  peut  au  contraire  regar- 
der -  comme  fonction  de  x.  Supposons  d'abord  que  la  racine 
réelle  a  du  polynôme  (po(a?)  n'annule  pas  <p,  (x);  quand  x  tend 
vers  a,  une  seule  valeur  de  -  tend  vers  zéro,  et  cette  valeur 

y 

est  nécessairement  réelle.  Il  existe  donc  deux  branches  réel- 
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les,  asymptotes  à  la  même  droite  x=a,  et  données.  Tune  par 
les  valeurs  de  x  plus  petites  que  a,  l'autre  par  les  valeurs  plot 
grandes  ;  ces  deux  branches  sont  situées  de  part  et  d'autre 
de  l'asymptote. 

Pour  achever  de  déterminer  leur  position,  faisons  varier 
^  de  a — hka-^hyh  étant  assez  petit  pour  que,  dans  cet  inter- 
valle, l'équation  <f^  (x)^o  n'ait  que  la  racine  a  et  que  le  poly- 
nôme (pi  {x)  ne  s'annule  pas;  on  peut  supposer  en  outre  h  et 

par  suite  -  assez  petits  en  valeur  absolue,  pour  que,  quand  on 

attribue  à  â?  et  à  -  les  valeurs  simultanées  qui  correspondent  à 

un  point  de  l'une  des  branches  infinies,  la  valeur  du  poly- 
nôme 

ait  constamment  le  signe  de  son  premier  terme  ^ i  {x)  -.  Mais, 
daprèsréquation(i),lavaleurdecepolynômeestégaleà — tf^ix); 
on  en  conclut  que  les  deux  quantités  cpt(^)  -  ^t  — tf^{x)  ont  le  même 

signe,  et  par  suite  que-a  le  sigae  de^^,  f  .  Quand  x  varie  de 
a — h  h  a-^-h,  le  dénominateur  91  {x)  conserve  le  même  signe; 


Pig.  m.  rig.  tt7. 

•i  a  est  racine  simple,  ou  plus  généralement  racine  d'ordre 
impair,  de  l'équation  if^{x)=:o,  le  numérateur  f^  {x)  change  de 
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signe  pour  x=a;  la  valeur  de  y  change  elle-même  de  signe 
et  les  deux  branches  sont  dirigées,  l'une  vers  une  extrémité 
de  Tasymptotc,  Tautre  vers  Fautre  extrémité  (fig.  226),  comme 
cela  a  lieu  dans  Thyperbole.  Lorsque  a  est  racine  d'ordre  pair, 
le  numérateur  conserve  le  même  signe,  ainsi  que  y;  les  deux 
branches  sont  dirigées  vers  la  même  extrémité  de  l'asymp- 
tote (fig.  227). 

Supposons  maintenant  que  a  annule  les  polynômes  succes- 
sifs (p„  y„  ...  <Pp-|.  Quand  x  tend  vers  a,  p  valeurs  de  --  ten- 

dent  vers  zéro  ;  de  ces  valeurs,  p  —  ^q  sont  réelles  pour  les 
valeurs  de  x  inférieures  à  a,  /? — 2g'  pour  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  a;  on  aura  ainsi  ap — 2^^ — 29'  branches  réelles 
asymptotes  à  la  droite  x=a. 

Exemple  I.  Soit  la  courbe  déûoie  par  réquaUon 
«^*  +  (aî»  — 4)  (y-«)*=ro 
qai,  ordonnée,  s'écrit 

(a?*+aî^4)y♦-4aï{œ'-4)y»+6a;»(a^^-4)y»—4»*(a■—4)y +»*(«■— 4)  =  o. 
L'équation  bicarrée 

fo(«)=«*  +  aî*— 4  =  0 

m  deux  racines  réeUes  simples  et  de  signes  contraires^ 

05  =  di  V  ^^-—^ =  ±  a. 

'         2 

Comme  ces  valeurs  de  x  n'annulent  pas  9|  (as),  chacune  des  droites 
x=àza  est  asymptote  à  deux  branches  réelles,  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  di*oite  et  dirigées  yers  les  deux  extrémités. 

Exemple  II.  Soit  la  courbe  (x— i)V4-4 — a:*  =  o.  L'équation 
f^{x)  =  o  devient  {x  —  i)^  =  o.  Cette  équation  admet  la  racine  double 
x=i;  or,  quand  x  s'approche  de  l'unité,  les  deux  valeurs  de  y  sont 
imaginaires;  la  droite  x==i  n'est  donc  asymptote  à  aucune  branche 
réelle. 

ASYMPTOTES  NON  PARALLELES  A  l'AXB  DBS  y. 

36i.  Considérons  une  branche  de  courbe  infinie  MN 
(fig.  228)  ayant  une  asymptote  CD  non  parallèle  à  Taxe  des  y, 
une  pareille  asymptote  a  pour  équation 

yi  =  cx  +  d, 
cet  d  étant  deux  constantes  inconnues  Qu*il  s'acrit  de  détermi- 
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ner.  Représentons  par  y  et  yi  les  ordonnées  de  la  branche 

de  courbe  et  de  la  droite  qui 
correspondent  à  une  même 
abscisse,  par  $  la  différence 
y—y\  >  c'est-à-dire  MR;  d'aprèd 
la  définition  9  $  est  une  fonction 
de  X  qui  a  pour  limite  zéro 
quand  x  augmente  indéfini- 
Fig.  S28.  ment.  La  branche  de  courbe 

infinie  que  nous  considérons  est  donc  représentée  par  l'équation 

(a)  y  =  yj  +  S  =  C5?  +  rf-h8. 

Quelquefois  on  peut  mettre  facilement  l'équation  de  la 
branche  de  courbe  sous  la  forme  précédente,  et  alors  on  a  de 

suite  l'asymptote.  Soit,  par  exemple,  l'équation  y ='t^,  dans 

laquelle  f  {x)  et  F  {x)  représentent  deux  polynômes  entiers  en 
Xy  le  premier  du  degré  m,  le  second  au  plus  du  degré  m-j-i*  A 
chaque  racine  réelle  de  l'équation /'(x)=o  correspondent  deux 
branches  réelles  infinies,  asymptotes  à  une  même  droite  paral- 
lèle à  l'axe  des  y,  situées  de  part  et  d'autre  de  la  droite,  et 
dirigées  vers  les  deux  extrémités  opposées  ou  vers  la  même 
extrémité,  suivant  que  la  racine  a  est  d'ordre  impair  ou  pair. 
Il  y  a,  en  outre,  deux  autres  branches  infinies  que  Ton  obtient 
en  donnant  à  x  des  valeurs  très-grandes,  positives  ou  néga- 
tives. Si  l'on  effectue  la  division,  en  ordonnant  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  Xy  on  obtient  un  quotient 
entier  ex  -f  d^  qui  est  au  plus  du  premier  degré,  et  l'on  a 

f  [x)  étant  un  polynôme  entier  d'un  degré  inférieur  à  m  ;  cette 
dernière  fraction  tendant  vers  zéro,  quand  x  augmente  indé- 
finiment, on  voit  que  la  droite  yi=ca:-|-d  est  asymptote  aux 
deux  branches  que  nous  considérons. 

Nous  citerons  encore,  comme  exemple»  la  courbe  transcen* 
dante 
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qai  a  une  branche  infinie  située  dans  l'angle  YOX  et  asymp- 
tote à  la  droite  y  =  x. 

362.  En  général,  on  n*obtient  pas  aussi  facilement  les 
asymptotes.  Revenons  à  l'équation  (9).  On  en  déduit 

X  X 

Puisque  d  a  une  valeur  finie  et  que  S  tend  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment,  on  a 

(3)  c=  limite  de  ?^- 

X 

Le  coefficient  angulaire  de  Fasymptote  est  égal  à  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport  ~,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

Le  rapport  -  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  OM, 

la  relation  (5)  signifie  que  cette  droite  tend  vers  une  position 
limite  OE  parallèle  à  l'asymptote  CD,  quand  le  point  M  s'é- 
loigne à  l'infini  sur  la  branche  MN. 
La  même  équation  (a)  donne  (/=y — ex —  5,  d'où 

(4)  rf=  lim  de  (y  —  ex). 

L'ordonnée  d  Vorigine  de  Vasymptote  est  égale  à  la  limite  de  la 
différence  y — ex,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

La  quantité  y— ex  étant  l'ordonnée  MQ  de  la  courbe,  comp- 
tée à  partir  de  la  droite  OE  parallèle  à  l'asymptote,  la  rela- 
tion (4)  signifie  que  cette  ordonnée  tend  vers  une  limite  OB, 
lorsque  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche  MN. 

Les  deux  relations  (3)  et  (4)  déterminent  les  asymptotes 
non  parallèles  à  l'axe  des  y. 

Supposons  d'abord  l'équation  résolue  par  rapport  à  y,  et 
considérons  une  détermination  de  y  qui  donne  une  branche 
réelle  infinie,  quand  x  augmente  indéfiniment.  On  prend,  pour 

cette  branche^  le  rapport  -;  si  ce  rapport  ne  tend  pas  vers  une 

OÉOM.  ANALYT.  28 
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limite  finie,  la  branche  ii*a  pas  d  asymptote.  Si  le  rapport  tend 
yers  une  limite  finie  c,  on  considère  la  diffàrence  jr— car;  lors- 
que cette  différence  ne  tend  pas  yera  une  limite  finie,  la  bran- 
che n*a  pas  d'asymptote  ;  si,  au  contraire,  elle  tend  vers  une 
limite  d,  on  aura  y — cx^=d'\'B,  B  tendant  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment  ;  donc  la  droite  y  i  =câp4"<'  ^^a  asymp- 
tote de  la  branche  que  l'on  étudie. 


,     .  /a?— I 


rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  L'axe  OX  est 

axe  de  ïa  courbe.  Lorsque  x  varie  de  o  à 
l'unité,  y  reste  finie;  eUe  est  d'abord  nulle 
et  redevient  égale  à  zéro;  on  a  ainsi  la 
boucle  OAO  (fig.  999).  Pour  les  valeurs  de* 
comprises  entre  z  et  s,  y  est  imaginaire. 
Quand  x  dépasse  s  d'une  petite  quantité, 
y  est  réelle  et  très-grande  ;  si  donc  on  prend 
OB  égal^  à  9  et  que  Ton  mène  G'G  parallèle 
à  OY,  cette  dïroîte  sera  asymptote  de  deux 
brandies  de  la  coocbe. 

Faisons  croître  x  k  partir  de  a,  y  com- 
mence par  dimîiiuer  et  redevient  très-grande 
quand  x  est  grande;  on  obtient  ainsi  les 
dieux  branches  CNI>,  G^'D'.  Lorsque  x  est 
négative,  y  est  toigenn  réelle;  m  variant 
Fiff.  lis.  de  o  à  —  00 ,  la  valeur  numérique  de  y  varie 

également  de  o  à  00 ,  et  Ton  a  les  deux  branches  OE,  0£'. 

Considérons  Tune  des  branches  infinies,  ND  par  exemple;  on  l'ob- 
tient en  prenant  le  signe + dans  l'équation  et  en  supposant  x  positive 
et  très-grande.  On  a 


X   yfx — 9' 


la  limite  de  -  est  funité.  On  a  ensuite 

X 


. — (^_.)-.i^ï=^=^ 


ASYMPTOTES.  439 

•t,  en  nniltipliuit  les  deoz  termes  par  la  somme  des  radican. 


y^«= 


V/«  —  a(v/x—  I  +^«— a)' 


la  limite  est  -;  donc  la  droite  y=jr  +  -  est  asymptote  de  la  brandie 
eonsidMe.  En  dnisant  par  JB  les  deux  termes  de  lafkvction,  on  voit  qne 
la  différence  y — «  est  pins  grande  qoe  '»  et,  par  consignent,  que 

l'ordonnée  de  la  coorbe  est  pins  grande  qne  celle  de  Tasymptote  ;  on 
en  conclut  que  la  branche  ND  est  située  an-dessus  de  l'asymptote.  On 
Terrait  de  même  que  la  branche  OE^  a  pour  asymptote  la  même  droite 
et  qu'elle  est  placée  au-dessous.  Les  deux  branches  ffiy  et  OE  ad- 
mettent pour  asymptote  une  droite  symétrique  de  la  précédente,  par 
Tapport  à  l'axe  OX. 

Exemple    II.    Cionsidérons   la  courbe  y^^y*x  +  sfi  —  ax^  =  o, 

construite  au  n^  343.  Nous  ayons  exprimé  les  deux  coordonnées  xeiy 

y 
à  l'aide  de  la  yariable  auxiliaire  f=-.  Les  deux  branches  OA  et  OB. 

X 

qoe  l'on  obtient  en  faisant  tendre  t  yers  léro,  n*ont  pas  d'asymptote, 
puisque  y  devient  infinie.  On  obtient  les  deux  branches  infinies  OC  et 

y 
OD  quand  t  tend  yers  l'unité.  Pour  ces  branches,  on  a  lim  -  =  i  ; 

cherchons  si  la  différence  y-^x  n  une  limite.  Les  formules^  par 
lesquelles  on  exprime  â?  et  y  au  moyen  de  i,  donnent 

y— aî=(<— i)aî  =  î-=^; 

cette  différence  tend  yers  l'unité,  quand  t  tend  yers  i.  Il  en  résulte 
que  les  deux  branches  eonsidérées  ont  ponr  asymptote  la  droite 

y=»-l- 1.  La  différence  g  a  pour  yaleur  d=s  ^' ""  ^^^      ^    l  quand 

i  yarie  de  i  à  +  <»  i  la  différence  5  est  négative  et  la  branche  OD  est 
située  au-dessous  de  l'asymptote»  Le  polynéme  i^  +  i  — i  admet  pour 

racines  f=ZZl±ll,  f^ZJ—ïl',  quand  i  yarie  de  -  à  V,  8  est 

9  2  3 

négative  et  l'are  OE  est  an-dessons  de  l'asymptote  ;  i  variant  de  f  A 
I,  l  devient  positive,  et  l'arc  EG  passe  de  l'autre  côté  de  l'asymptote. 
L'autre  racine  f  donne  la  point  F  o2i  la  branche  OA  coupe  l'asym- 
ptote. 
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SCS.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Tëquation,  sup- 
posée algébrique  et  entière,  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  la 
variable  y.  Réunissons  les  termes  du  même  degré  ;  représen- 
tons par  9  (x,  y)  l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
m,  par  4»  (x,  y)  l'ensemble  des  termes  du  degré  m  —  i,  par 
X  {x,  y)  les  termes  du  degré  m — a, ,  l'équation  s'écrira  : 

(5)  f{x,y)  =  f{x,y)'\'^{x,y)  +  x{^yy)  + =o. 

Désignons  par  u  le  rapport  -,  et  dans  l'équation  (5)  rempla- 

çons  y  par  ux\  le  polynôme  9  {x,  y),  homogène  et  du  degré  m 
en  X  et  y,  renfermera  le  facteur  x^  commun  à  tous  ses  termes, 
et  l'on  aura  <p(a:,y)=ar"ç(i,  u),  ou,  pour  abréger,  x^^{u). 
De  même,  les  polynômes  <p(a:, y),  x(^>y)»«..  deviendront 

3^^  (w),  a?"^"x  ('*)» L'équation  entre  «  et  v  sera  donc 

af^(f  (u)  +  af^^^  {u)  +  a:*""*x  M  H" =0. 

et,  si  l'on  divise  par  a:*", 

(6)  ?  W+^  +  («)  +  ^xW =0. 

Supposons  qu'une  branche  réelle  MN  (flg.  227)  soit 
asymptote  à  une  droite  CD,  non  parallèle  à  l'axe  des  y.  Quand 
le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  cette  branché,  u  tend  vers  une 

limite  finie  c,  tandis  que  -  tend  vers  zéro.  Les  termes  de 

^       X 
l'équation  (6),  à  partir  du  second,  tendant  vers  zéro,  on  en 
conclut  que  la  valeur  u=zc  annule  le  polynôme  f  (u).  Ainsi 
les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  satisfont  à  réquation 

Posons  maintenant  y — cx=zv.  d'où  tt=?^=c-4-  -.  En  met- 

X  *   X 

tant  à  la  place  de  u  cette  valeur,  et  développant  chaque  terme, 
réquation  (6)  devient 

+  4.(c)^  +  4,'(c)^  + [=0. 


•  •  •  •  • 
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Puisque  (p(c)=o,  si  Ton  multiplie  par  Xy  elle  prend  la 
forme 


(8) 


[»Ç'(C)  +  *(C)]  +  A^+B;^+ =  0. 

X  X 


Quand  le  point  M  s^éloigne  à  Tinfini  sur  la  branche  MN, 
»  tend  vers  une  limite  finie  rf,  tandis  que  -  tend  vers  zéro.  Les 

X 

termes  de  l'équation  (8),  à  partir  du  second,  tendant  vers  zéro, 
on  en  conclut  que  la  valeur  v=d  annule  le  premier  terme 
t?(j)'(c)+4'(c).  Si  c  est  racine  simple  de  l'équation  ç(tt)==o, 
la  quantité  cp'  (c)  étant  différente  de  zéro,  on  obtient  pour  d 
la  valeur  finie 


(9) 


364.  Réciproquement,  soit  c  une  racine  simple  réelle  de 
l'équation  <p(u)=o;  considérons  la  valeur  finie  correspon- 
dante d  donnée  par  l'équation  (g),  et  construisons  la  droite 
CD,  qui  a  pour  équation  yz^cx-^-d.  D'après  l'équation  (8), 

quand  -  tend  vers  zéro,  une  valeur 

de  V  et  une  seule  tend  vers  d  ;  cette 
valeur,  nécessairement  réelle,  dé- 
signe l'ordonnée  MQ,  comptée  à 
partir  de  la  parallèle  OE  à  CD  ;  on 
en  conclut  qu'il  existe  deux  bran- 
ches réelles  asymptotes  à  la  droite 
CD,  l'une  du  côté  des  x  positives,  l'autre  du  côté  des  x  néga- 
tives (fig.  a3o). 
Supposons  maintenant  que  e  soit  racine  d'ordre  /?  de  (p  (u), 

et  n'annuie  pas  *  (u)  ;  d'après  l'équation  (8),  quand  -  tend  vers 

X 

zéro,  chacune  des  valeurs  de  v  devient  infinie;  car,  si  une 
valeur  de  ir  conservait  une  valeur  finie,  les  coefficients  A, 
B,«..  resteraient  finis,  et  l'équation  (8)  se  réduirait  à^  (c)=o, 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  D'après  l'équation  (6),  quand 


Fig.  230. 
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-  tend  vers  zëro ,  p  Taleurs  de  u  tendent  vers  c  ;  parmi  ces  p 

leurs«  p — 37  sont  réelles  pour  les  valeurs  positives  très-petites 

de  -,  /}  —  ay'  pour  les  valeurs  négatives.  Menons  la  droite  OE, 

dont  le  coefficient  angulaire  est  c.  A  chaque  valeur  réelle  de  u 
correspond  une  droite  OM  faisant  un  très-petit  angle  avec  OE; 
le  point  M,  où  cette  droite  coupe  la  parallèle  à  Taxe  des  y,  ayant 

pour  abscisse  x,  appartient  à  la  courbe  ;  quand  -  tend  vers  zéro» 

Tordonnée  o=MQ  devenant  infiniment  grande  en  valeur  abso- 
lue, la  branche  décrite  parle  point  M  est  dépourvue  d'asymptote 
et  analogue  à  une  branche  de  parabole.  A  la  direction  c  corres- 
pondent un  nombre  pair  ap—  ^q — aq'  de  branches  paraboliques. 
Examinons  le  cas  où  c  est  racine  double  de  l'équation 
o  (tt)=o,  et  annule  +  {c).  L'équation  (7)  devient 

M     [f^t'*+*'W^+xW]+5+~+ =0. 

Quand  -  tend  vers  zéro,  deux  valeurs  de  v  tendent  vers  des 

X  ' 

limites  finies  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

Si  les  deux  racines  4  et  <f  de  cette  équation  sont  réelles  et 
inégales,  une  valeur  de  v  tend  vers  (/,  quand  -  tend  vers  zéro; 

X 

eUe  est  réelle  et  donne  deux  branches  réelles  asymptotes  à  la 
droite  y =cX'f-tf.  La  valeur  de  v  qui  tend  vers  if  donne  de 
même  deux  branches  réelles  asymptotes  à  la  droite  y =cx-f"if, 
parallèle  à  la  première.  Si  les  racines  de  l'équation  (1 1  )  étaient 
égales,  on  ne  pourrait  plus  rien  affirmer;  on  ferait  une  nou- 
velle transformation  en  posant  v=d-^w. 

364  bis.  Il  est  facile  de  trouver  la  disposition  de  la  courbe 
dans  le  voisinage  d'une  asymptote,  lorsque  l'ordonnée  à  i'ori* 
gine  d  de  cette  asymptote  est  racine  simple  du  premier 

terme  de  Téquation  en  — . 
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Pour  celfl,  on  réduit  l'équation  en  —  &  son  premier  terme, 

et  au  premier  des  termes  suivants  dont  le  coefficient  ne  s'an- 
nule pas  pour  V7=d.  On  peut  même  ensuite  remplacer  v 
par  d  dans  les  facteurs  qui  ne  s'annulent  pas  pour  t7=d.  (Voir 
n®  359  bis.) 

365.  Remarques.  Nous  avons  vu  qu'une  racine  simple  e  de 
réquation  9 (u)  =  o  donne  deux  brandies  réelles  asymptotes 
à  la  droite  CD,  qui  a  pour  équation  y  =  cx  +  4.  8i  l'on  attri- 
bue à  f>  une  oer taille  valeur,  Téquation  (8),  dans  laquelle  on 

regardera— comme  Tinconnue,  déterminera  les  points  d'in- 

tersection  de  la  courbe  et  d'une  parallèle  jf=cx-j-«  àTasymp- 

(ote.  L'équation  (7)  étant  du  degré  m  par  rapport  à  —,  l'équa- 

X 

lion  (8)  est  du  degré  m  —  i  ;  on  en  conclut  qu'une  parallèle  à 
l'asymptote  coupe  la  courbe  au  plus  en  m  —  i  points.  Quand 
on  attribue  à  v  la  valeur  particulière  d,  l'équation  s'abaisse 
au  degré  «—a;  l'asymptote  rencontre  la  eourbe  au  plus  en 
m  —  A  points. 

Considérons  maintenant  te  cas  où  c  est  racine  double  et 
annule  ^{c);  l'équation  (10)  étant  du  degré  m— a  par  rapport 

à  —,  une  parallèle  à  la  droite  y  =  €x  coupe  la  courbe  au  plus 

X 

€nm  —  ik  points.  Si  les  racines  de  l'équation  (i  i)  sont  réelles 
et  inégales,  chacune  des  deux  asymptotes  coupe  la  courbe  au 
plus  en  m  —  3  points. 

Exemple  Soit  la  courbe  y*  —  y^x  +  «•  —  vLO^y  =  o,  construite  au 
n?  34a.  On  a  q>{M)  =  «*-«»  =  u*{u  i)  — ,  ^(u)  =  i  —  «u.  L'équation 
^(u)  =  o  a  une  racine  triple  égale  &  zéro  et  une  racine  simple  égale 
à  X.  La  racine  simple  c  =  i,  à  laquelle  correspond  d^t,  donne  une 
droite  y  =  o?  +  i  asymptote  à  deux  branches  réelles.  La  racine 
triple  ne  pourrait  donner  que  des  asymptotes  parallèles  à  OX  ;  mais 
il  est  éyident,  d*après  l'équation  de  la  courbe,  qu'aucune  des  valeurs 
de  y  ne  tend  yers  une  limite  finie,  quand  x  augmente  indéfiniment* 

L'équation  (8)  est  ici 
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Si  Ton  y  fail  v  =  i,  on  obtient  une  équation  du  second  degré 

'  +  "T  +  :;3  =  o, 


X 


x^ 


qui  donne  les  deux  points  £  et  F  où  Tasymptote  coupe  la  courbe 

(fig.  ai5). 

366.  Il  est  facile  de  ramener  l'étude  des  branches  infinies  d'uuft 
courbe  algébrique  à  celle  des  branches  Unies  d'une  courbe  algébrique 
du  môme  degré.  Soient  ar  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  d'une  première  figure  ;  à  ce  point  M  faisons  correspondre  le  point 
M'  dont  les  coordonnées  oif  et  \f  sont  données  par  les  relations 

j;'--L     1/-!. 

desquelles  on  déduit  inversement 

_  I        _^ 

Si  le  point  M  décrit  une  droite  Ax  +  Bj/  -i-  G  =  o,  le  point  M'  décrit 
une  droite  correspondante  Ga?' +  B?/'  +  A  =  o;  le  coefficient  angu- 
laire de  chacune  des  droites  est  égal  à  l'ordonnée  à  l'origine  de 
l'autre.  Plus  généralement,  si  le  point  M  décrit  une  courbe  du  degré 
m,  le  point  M'  décrit  une  courbe  correspondante  du  même  degré;  à 
une  sécante  passant  par  deux  points  voisins  de  Tune  des  courbes  cor- 
respond une  sécante  passant  par  deux  points  voisins  de  l'autre  courbe, 
et,  par  conséquent,  à  une  tangente  correspond  une  tangente.  Nous 
pouvons  supposer  que  la  première  courbe  est  rapportée  à  des  axes 
tels  que  l'équation  renferme  un  terme  en  ^;  alors  on  n'obtient  des 
branches  infinies  qu'en  faisant  augmenter  x  indéfiniment,  et  toutes 

les  valeurs  du  rapport -^^  tendent  vers  des  limites  finies.  D'après  cela, 

X 

si  le  point  M  décrit  une  branche  infinie  de 
la  première  courbe,  comme  jf  tend  vers 
zéro  et  \f  vers  une  valeur  finie  c,  le  point 
M'  décrira  une  branche  aboutissant  sur 
l'axe  des  y  à  un  point  A'  dont  l'ordonnée 
est  c  (fig.  33i).  On  ramène  de  la  sorte  Té- 
tude  des  branches  infinies  de  la  première 
courbe  &  celle  des  branches  de  la  seconde 
courbe  dans  le  voisinage  des  points  situés 
sur  Taxe  des  y. 


Fig.  231. 


Soit  A'  un  point  où  la  seconde  courbe  coupe  l'axe  des  y\  appelons  à 
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le  eoefficient  angulaire  de  1&  tangente  en  ce  point  ;  pour  un  point  M' 

Toisin  de  A'  on  aura^    .    =  (i  +  8,  8  tendant  vers  zéro  avec  a?';  la 

branche  A'M'  de  la  seconde  courbe  est  donc  représentée  par  Téqua- 
Uon  {^' =  c  +  £{jr' +  to' ;  &  cette  branche  correspond  une  branche 
infinie  de  la  première  courbe  ayant  pour  équation  y  =  ex  +  <^  +  8, 
d  tendant  vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment;  à  la  tangente 
y'  =  c  +  ^^  à  1&  seconde  courbe  correspond  l'asymptote  ^  =  (xr  +  d 
à  la  première.  On  sait  que  du  point  A'  partent  toujours  un  nombre 
pair  de  branches  ayant  la  même  tangente  (n**  353);  la  première 
courbe  admet  donc  un  nombre  pair  de  branches  infinies  ayant  la 
même  asymptote.  La  tangente  en  A'  étant  la  limite  de  la  tangente 
en  M',  il  en  résulte  que  Tasymptote  est  la  limite  de  la  tangente  au 
point  M,  quand  ce  point  s'éloigne  à  l'infini. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  A'  soit  un  point  simple  ordi- 
naire, comme  l'indique  la  figure  a3i;  d'après  le  signe  de  B,  on  voit 
qu'à  la  branche  A'M'  correspond  une  branche  infinie  M  située  au- 
dessus  de  l'asymptote  vers  la  droite,  et  &  la 
branche  A'N'  une  deuxième  branche  infinie 
N  située  au-dessous  de  l'asymptote  vers  la 
gauche.  S'il  y  avait  inflexion  en  A'  (fîg.  aSa), 
les  deux  branches  infinies  seraient  situées 
toutes  deux  d'un  même  côté  de  l'asymptote, 
Tune  vers  la  droite,  l'autre  vers  la  gauche  ; 
dans  ce  cas,  on  dit  qae  la  courbe  a  un 
point  d'inflexion  à  l'infini. 
*^*'  "*•  Si  le  point  A'  est  un    point    double  à 

tangentes  distinctes,  on  a  deux  asymptotes  parallèles,  à  chacune 
desquelles  correspondent  deux  branches  infinies  ayant  l'une  des  dis- 
positions précédentes.  Lorsque  le  (A^int  double  A'  est  un  point  de 
rebroussement,  on  a  deux  branches  asymptotes  à  la  même  droite, 
mais  vers  une  même  extrémité. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  la  tangente  en  A'  ne  coïn- 
cide pas  avec  l'axe  des  y;  lorsque  cette  circonstance  se  présente,  aux 
branches  qui  partent  du  point  A'  correspondent  dans  la  première 
figure  des  branches  infinies  dépourvues  d'asymptotes.  La  direction 
de  la  tangente  au  point  M  tend  vers  la  direction  déterminée  par  le 
coefficient  angulaire  c\  mais  elle  s  éloigne  à  l'infini.  On  donne 
à  ces  branches  infinies  le  nom  de  branches  paraboliques.  Si  le 
point  A'  est  un  point  simple  ordinaire,  les  deux  branches  infinies 
sont  dirigées  dans  le  même  sens,  comme  cela  a  lieu  dans  la  parabole 
ordinaire.  S'il  y  a  inflexion  en  A',  les  deux  branches  sont  dirigées 
dans  des  sens  contraires.  La  courbe  représentée  par  l'équation  yj^^Ti 
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offre  cette  dkpositîoa;  die  se  compose  de  deux  brancikes  îiite 
dépourvues  d'asymptote  et  dirigées,  l'une  vers  les  x  positives,  l'autre 
▼ers  les  x  négatives. 

M7.  Puîsqa'à«hatiae  vale«r  de  x  eorresponde&t  an  plfts  m  TaJeass 
réelles  de  y,  la  première  soorbe  «dmet  su  pins  m  braftcàes  hifiiûes 
du  côté  des  x  positives  et  m  brandies  infinies  dn  cMédesic  négatives; 
ceci  résulte  d'ailleurs  de  te  que  la  seconde  courte  «est  coapée  au  plus 
en  m  poiats  par  l'axe  des  y.  Le  nombre  des  tangentes  à  la  seconde 
courbe  en  œs  points  d'intersection  étant  an  pèas  égal  à  m,  la  pre- 
mière courbe  admet  au  plus  m  asymptotes. 

Les  droites  menées  par  le  point  A'  se  transformeol  en  droites  pa- 
raUëles  h  l'asymptote.  Si  le  point  k'  est  an  point  simple  (&*  354),  QM 
sécante  menée  par  ce  point  coupe  la  seconde  courbe  en  m  —  i  autres 
points  ;  donc  toute  parallèle  à  l'asymptote  coupe  la  première  courte 
en  m  *- 1  points.  La  tangente  en  A'  ne  coupe  fat  seconde  courte  qu'en 
m — a  autres  points,  et,  par  eottsé<|oent,  l'asyroptate  ne  «oupe  la  pre- 
mière courbe  qu'en  m  —  s  points;  on  dit  que  deux  points  d'intersec- 
tion sont  &  l'infini. 
«9  .      S'il  y  a  inflexion  en 

A',  comme  la  tan- 
gente coupe  la  se- 
conde courte  en 
trois  points  qui  se 
confondent  en  A' 
{n?  345),  l'asymp- 
tote aura  trois  points 
d'intersection  k  l'in- 
fini, et,  par  ccmsé- 
qvent,  ne  renée»- 
trera  la  première 
courte  qn'ea  m — 3 
points. 

M8.  La  transformation  qne  nous  avons  eSeciaèe  revient  A  prendre 
la  perspective  de  la  figure  sur  nm  plan.  Considérons,  en  efi^et,  denx 
figures  placées  l'une  dans  un  pian  àorixontal,  l'autre  dans  un  pian 
vertical  coupant  le  plan  horisontal  suivant  la  ligne  LT  (fig.  &33),  et 
telles  que  Tune  soit  la  perspective  de  rantie,  l'ccil  étant  placé  an 
point  dont  les  projections  sont  o  et  </.  il  est  visiUe  que,  lorsqu^ui 
point  M  s'éloigne  &  l'infini  dans  le  pian  vertical,  sa  penpective  If 
vient  sur  la  droite  o'y'  parallde  à  la  Signe  de  teire;  l'étade  des  bran- 
dies infinies  de  laesurte  située  dans  le  plan  vertical  estninsi  ranM- 
née  àl'ètodede  l'antre  courte  dans  le-voisini^  des  points  situés  sur 
la  droite  n'y'. 


vig.  »s. 
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Si  Ton  rafuparte  IHme  des  courbes  aai  deux  axes  9X  ^  cy,  fantre 
aux  deox  axes  &x^  et  ff}/',  on  a  les  formules  de  transformation 

,     «*      ,     ày 

dans  lesquelles  a  et  ^  désignent  les  distances  ao'  et  oo.  Ces  formules 
sont  précisément  celles  que  nous  ayons  employées  précédemment, 
•quand  on  fait  a  =  fr  =  i. 

Soit  A'  un  point  où  la  seconde  courbe  coupe  la  droite  (fy'  ;  la  tan- 
^nte  A'B  en  ce  point  a  pour  perspectiye  la  droite  A|A;  aux  deux 
branches  M'  et  N%  qui  partent  du  point  A',  correspondent  deux  bran- 
ches infinies  M  et  N  asymptotes  à  la  droite  AA^. 

Lorsque  la  tangente  en  A'  coïncide  avec  la  droite  oy,  comme  cela 
a  lieu  au  point  G',  l'asymptote  est  i>ejetée  &  l'infini  et  les  deux  bran- 
ches P'  et  Q'  donaeat  naissance  k  deox  branches  paraboliques  infinies 
P  et  Q  ;  la  droite  menée  du  point  o  à  un  point  de  l'une  des  branches 
P  et  Q  tend  v^rs  la  direction  limite  oG|. 

369.  Les  courbes  transcendantes  peuvent  couper  leurs  asymptotes 
en  une  infinité  de  points. 


Fig.  »4. 

Parexemple,laco«rbesf=: osdUe  indéfiDioient  de  part   et 

Su 

d'autre  de  la  droite  OX  &  laquelle  elle  est  asymptote,  puisque  la 
▼aleur  de  y  a  pour  limite  zéro  (fig.  s34).  Les  oscillations  ont  une 
amplitude  constante  et  égale  à  fs« 


La  courbe  y  — 


X 


Fig.  m. 


oscille  indéfiniment  de  part  et  d'autre  de  son 


asymptote  OX;  mais  ici   l'amplitude   des  oscillations  ya  en  dimi- 
nuant (fig.  335). 
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Nous  avons  tu  (q^  3ôo)  que,  dans  les  courbes  algébriques,  si  une 

branche  infinie  a  une  asymptote,  la  tan- 
génie  tend  une  position  limite,  qui  est 
l'asymptote  elle-même,  lorsque  le  point 
de  contact  s'éloigne  à  1  infini  sur  la 
branche  de  courbe.  Mais  ceci  n'est  pas 
vrai  d'une  manière  générale  dans  les 
courbes  transcendantes  ;  ainsi,  dans 
l'exemple  précédent,  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente, 

,  ,      sin  J5' 

ne  tend  pas  vers  une  limite  ;  car  le  se- 
cond terme  tend  vers  zéro,  et  le  pre- 
mier oscille  entre  —  a  et  +  2. 
Il  arrive  quelquefois  que  deux  bran- 
ches infinies  n'ont  pas  d'asymptote  rectiligne,  et  que  cependant  la 
différence  de  leurs  ordonnées  tend  vers  zéro;  dans  ce  cas,  on  dit  que 
les  deux  courbes  sont  asymptotes  l'une  de  l'autre;  si  l'une  d'elles 
est  une  courbe  simple  bien  connue,  on  pourra  s'en  servir  pour  tracer 

l'autre.  Reprenons  l'équation  y  =  y~^,  et  supposons  que  le  degré 
du  numérateur  surpasse  de  plus  d'une  unité  le  degré  du  dénomina- 
teur ;  le  rapport  -^  croissant  indéfiniment  avec  x,  les  branches  qui 

correspondent  aux  valeurs  très  grandes  de  x,  positives  ou  ncgalivcs, 
n'ont  pas  d'asymptote  rectiligne.  Si  l'on  effectue  la  division,  on  a 


Big.  tM. 


y=za3cr  +  bx^-^  +  ...  +  *  + 


m' 


et  les  deux  branches  considérées  sont  asymptotes  à  la  courbe 

Quand  n  =  a,  cette  seconde  courbe  est  une  parabole.  Par  exemple, 
la  courbe 


y  = 


X»  +  I 


=  aj»  +  — 


x  X 

est  asymptote  à  la  parabole  y  =  x^  (flg.  236). 
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Gon«ti*action  de«  courbes  en  coordonnées  polaires. 

370.  Nous  avons  défini  les  coordonnées  polaires  au  n®  5  ; 
dans  ce  système,  un  point  quelconque,  pris  isolément  dans  le 
plan,  peut  être  déterminé  par  une  valeur  de  co  comprise  entre 
0  et  aie,  et  par  une  valeur  positive  de  p;  cependant  on  est 
conduit  à  faire  varier  chacune  des  coordonnées  w  et  p  de  —  oo 
à+oo. 

Nous  avons  vu  (n*  aÔS)  que,  l'un  des  foyers  de  l'hyperbole 
étant  pris  pour  pôle,  les  deux  branches  sont  représentées  par 
deux  équations  distinctes,  quand  on  se  borne  aux  rayons  vec* 
teurs  positifs;  mais  que  Tune  des  équations  suffit,  si  l'on 
admet  les  rayons  vecteurs  négatifs,  en  convenant  de  porter 
la  valeur  absolue  de  chacun  d'eux  dans  la  direction  opposée  à 
celle  qu'indique  la  valeur  de  «o.  Nous  avons  vu  aussi  que  cette 
convention  permet  de  représenter  le  limaçon  de  Pascal  par 
une  seule  équation  (n""  27). 

371.  Spirale  d'Arehiméde,  Un  point  M  se  meut  d*an  mouvement 
uniforme  et  dans  le  sens  G'G  sur  nne  droite  indéfinie  G'OG,  qui  tourne 
elle-même  d'un  moavement  uniforme  autour  de  Tun  de  ses  points  0  :  la 
courbe  décrite  par  le  point  M  est  la  spirale  d'Archimède  (fig.  337). 

Prenons  pour  axe  polaire  la  position  OX,  occupée  par  la  droite  OG 
lorsque  le  mobile  M  passe  en  0,  et  comptons  les  angles  polaires  po- 

ritiTement  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  droite;  soit  a  la  lon- 
gueur dont  le  mobile  8*ayance  sur  la  droite,  pendant  que  celle-ci  fait 
une  réTolution  entière.  Si  Ton  considère  le  mobile  dans  Tune  quel- 
conque de  ses  positions  après  son  passage  en  0,  en  appelante  l'angle 
dont  a  tourné  la  direction  OX  pour  venir  sur  OG,  et  p  la  distance  du 

mobile  au  point  0,  on  a,  en  posant  —  =  6, 

/  \  p        (0  ». 

U;  -  == — 9  on  p  =  a  —  =  o<i>. 

a     21c         ^        ait 

Considérons  le  mobile  avant  son  passage  en  G;  appelons  «>|  la 
valeur  absolue  de  Tangle  dont  il  faut  faire  tourner  la  direction  OX 


éÊ6  LIVRE  IV,  CHAPITRE  IV. 

ponr  l'amener  snr  OG;  le  point  M  étant  placé  sur  la  direeiioii  oppo- 
sée OG',  le  rayon  yecteor  doit  être  considéré  comme  négatif,  et  Ton  a 

—  =  j;^'  Si  l'on  convient  de  regarder  comme  négatifs  les  angles  po- 
laires comptés  dans  on  sens  opposé  an  premier,  on  aura  »  =  —  «„ 
et  la  ration  précédente  odncide  ayec  l'équatioA  (x)  qui  représente 
alors  la  conrbe  indéfinie.  Les  yaieurs  de  «>  comprises  entre  o  et  jk, 
9«  et  4«,...,  o  et  —  air,...,  donnent  les  spires  snccessives.  Si  l'on  se 
bornait  aux  TaJanra  poeitiTes  de  p  et  aax  raleiirs  de  «  coiDpxia«s  eatn 

o  el  M,  il  faudrait  niie  équalion  partkalîéra  povr  reiNTésenler  daeiuM 
des  spires, 

p  =  bm^  =  a  +  *«,....,  p  =  a— &a,p  =  aa  —  6cih— 

La  spirale  d'Archimàde  se 


1 

/ 

y 

^^ 

B, 

/ 

\ 

\ 

% 

0  )»yA, 

4 

^^ 

II 


pose  de  deux  parties 

et 

symétriques  l'âne  de  l'antre  psr 
rapport  à  la  perpendiculaire  OT 
à  l'axe  polaire.  Chaque  partie 
comprend  une  infinité  de  spires^ 
et  les  portions  d^me  droite  qa«l- 
conque  menée  per  le  pôle  et 


rig.  tas. 


Fïg.  ÎÎ7. 

prise  entre  deux  spores  dmaéeuthea  ont  toutes  pour  longueur  a. 

379.  Remarque  I.  Un  même  poiat  M  du  plan  peut  être  dé- 
fini par  une  infinité  de  oouples  de  valeun 
de  p  et  de  w.  Si  Tcm  appelle  a  l'angle  positif 
moindre  que  2ir  qtxe  fait  la  direction  OM 
avec  Taxe  OX  et  a  la  distance  OM  (flg.  938), 
<»  peut  pr^idre  pour  coordoïknëes  du  point 
M  les  oouples  de  râleurs  cc»niNrises  dans  les  deux  formules 

OÙ  A  est  un  nombre  entier  quelconque. 

Lorsque  le  point  M  appartient  aune  courbe  définie  par  une 
équation  /*(»,  p)=Oy  ses  coordonnées  ne  peuTent  être  indi- 
quées à  la  seule  inspection  du  point  ;  il  fau^  pour  les  obtenir, 
sniTre  le  tracé  de  la  courbe. 

878.  Rbubqits  il  Dans  ks  fonnuka  de  tnaa&nnatioD 
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établies  au  livre  I*^  chapitre  rr,  naos  avons  supposé  le  point  M 
déterminé  par  un  rayon  veeteur  positif  et  par  un  angle  po- 
laire compris  entre  o  et  ».  Gonserrant  d'abord  le  rayon  vec- 
teur positif,  on  peut  prendre  pour  angle  poîLaire  l'un  quel* 
conque  des  angles  que  forme  la  direction  OM  avec  Taxe  OX 

(fig.  aSg),  en  convenant  d'affecter  l'angle 
dusigne-j-  ou  dusigne — ,  suivantqu'une 
droite  partant  de  la  direction  OX  pour 

arriver  à  la  direction  OM  tourne  de  OX 

y^  *  vers  OY,  ou  dans  le  sens  o{^K)flé«  Ceci 

^  revient  à  augmeàter  ou  à  diminuer 

Fiff.  iM.  l'angle  désigné  prLmâftivement  par  m, 

d'un  multipk  de  air;  le  sinus  et  le  cosinus  ne  changeant  pas, 
les  formules  restent  les  mêmes*  Supposons  maintenant  le 
point  M  défini  par  un  rayon  vecteur  négatif;  l'angle  «  sera 
l'un  des  angles  formés  par  la  direction  OM'  avec  OX.  La  pro- 
jection  de  011  sur  OX  étant  éffà^  à  (— p)  Xcoa  («+»)  ou 
p  cos  w,  on  a  encore  x=f  cos  o»^  et  de  même  y=p  sin  m.  Donc 
les  formules  sont  générales^ 

Lorsque  l'axe  polaire  OX'  ne  coïncide  pas 
avec  OXy  on  définit  la  position  de  cet  axe 
par  l'angle  a  qu'il  fait  avec  OX.  Si,  dans 
les  formules  a:=p  cos  w,  y=p  sin  w,  qui  se 
rapportent  à  Taxe  polaire  OX,  on  rem- 
ng.  Ms-  place  0)  par  »'+«,  il  vient  x-=f  cos  (w'+«)> 

y=p8in(»'-l-oi). 

Supposons  maintenant  les  axes  des  coordonnées  obliques,  et 
prenons  OX  pour  axe  polaire  (fig.  a4o)  ;  on  obtient  les  for- 
mules de  transformation  en  projetant  les  deux  chemins  OM 
et  OPM  successivement  sur  une  perpendicul^dre  à  OX  et  sur 
une  perpendiculaire  à  OY,  ce  qui  donne 

psinp — II))        psinM 

^~       fiSni      '    ^~  sinô  * 

374.  REHÂRQxm  in.  Dans  le  cas  où  l'on  obtient  toute  la 
courbe  en  faisant  varier  »  de  o  â  aie,  on  reconnaît  la  symétrie 
par  rai^^Kirt  à  Vaxe  polaire  OX,  quand  les  valeurs  a  et  ax»  a 


I 
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attribuées  à  ai  reproduisent  la  même  valeur  de  p,  ou  quand  les 
valeurs  «  et  « — «  donnent  des  valeurs  de  p  égales  et  de  signes 
contraires.  On  reconnaît  de  même  la  symétrie  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  OY,  quand  les  angles  «  et  ic — a  donnent  la 
même  valeur  de  p,  ou  les  angles  a  et  air — a  des  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Enfin  on  reconnaît  la  symétrie  par 
rapport  au  pôle,  quand  les  angles  a  et  ic-{-a  donnent  la  même 
valeur  de  p,  ou  quand  à  un  même  angle  «  correspondent  deux 
valeurs  de  p  égales  et  de  signes  contraires. 

Mais  lorsque,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  est  nécessaire 
de  faire  varier  a>  au  delà  de  air,  la  symétrie  peut  se  présenter 
d'une  autre  manière*  Par  exemple,  s'il  est  nécessaire  de  faire 
varier  o)  de  o  à  4^,  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  polaire  aura 
lieu,  si  les  angles  a  et  an — a,  ou  a  et  4^  —  a,  donnent  des  va- 
leurs égales  pour  p,  et  encore  si  les  angles  a  et  ir — «,  ou  s 
et  ^  —  a,  donnent  des  valeurs  de  p  égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  les  limites  de  (o  sont  plus  étendues,  le  nombre  des 
comparaisons  à  faire  augmente. 

Considérons,  par  exemple,  la  courbe  définie  par  l'éqnation  p  =  ces—* 

Qaand  (o  augmente  de  deux  fois  s*,  la 
direction  du  rayon  redevient  la  même; 

d'ailleurs,  —  augmentant  de  aie,  p  re- 
prend la  même  valeur  et  Ton  retrouve 
^  '  un  point  déjà  obtenu  antérieurement  ; 
il  suffit  donc  de  faire  varier  co  de  o  à  4^- 
Si  Ton  augmente  (■>  de  air,  le  rayon  re- 

tù 

vient  à  la  même  direction;  mais  —  aug- 
mentant seulement  de  ir,  p  conserve  la  même  valeur  numérique  en 
changeant  de  signe  ;  on  en  conclut  que  la  portion  du  lieu  donnée  par 
les  valeurs  de  u  comprises  entre  air  et  4^  est  symétrique  par  rapport 
au  p61e  de  la  partie  donnée  par  les  valeurs  de  ta  comprises  entre  o  et 
air;  en  d'autres  termes,  le  pôle  est  centre  de  la  courbe.  Pour  (o=aet 
M=air — a,  les  valeurs  de  p  sont  égales  et  de  signes  contraires  ;  on  a, 
de  la  sorte,  deux  points  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  per- 
pendiculaire OY  à  Taxe  polaire  (fig.  a4i);  cette  droite  0\  est  un  axe 
de  la  courbe.  La  variable  tù  allant  de  o  à  «,  p  diminue  de  i  à  o,  et 
Ton  a  Tare  ABO  tangent  au  point  0  à  la  droite  OX'.  Les  valeurs  de  «• 
compiiiei  antre  «  et  air  donnent  l'arc  OBA'  symétrique  du  premier 


COURBES  EN  COORDONNÉES  POLAIHES. 


>(:) 


par  rapport  &  OY,  et  les  valeurs  de  u  comprises  entre  aie  et  4k  1a 
courbe  A'B'OB'A  symétrique  de  ABOBA'  par  rapport  au  pôle.  La 
courbe  est  formée  de  quatre  arcs  égaux.  L'axe  polaire  est  aussi  an 
axe  de  la  courbe,  ce  qu'on  Toit  directement  en  remarquant  que  Ton 
a  des  yaleurs  égales  de  p  pour  les  valeurs  «  et  41c  ~  a  attribuées  à  w» 


TANGENTS. 


rîg.  ur 


37S.  Soit  M  un  point  d*uae  courbe  rapportée  à  des  coor- 
données polaires.  Considérons  la 
tangente  MT  en  un  point  M  (fig. 
2142)  et  le  prolongement  MA  du 
rayon  vecteur  dans  le  sens  OM; 
nous  appellerons  V  l'angle  dont 
il  faut  faire  tourner  autour  du 
point  M,  dans  le  sens  positif,  le 
prolongement  MA  du  rayon  vec- 
teur pour  le  faire  coïncider  avec 
la  tangente.  Pour  déterminer  V, 
appelons  p  et  «»  les  coordonnées  du  point  de  contact 
M>  p  +  ^P  9  (0  -|-  Ad)  celles  d'un  point  M' voisin  de  M  et  U 
l'angle  de  MA  avec  la  corde'  MM'.  Quand  le  point  M' se  rap- 
proche indéfiniment  de  M,  la  corde  MM'  tend  vers  la  tan- 
gente MT  et  l'angle  U  tend  vers  V. 

T    *•      1    rMuiiui'A  OM      sinOM'M      sin  (U  -  Aco) 

Le  triangle  OMM  donne  pr=rr,  =  .    ^ww,  =  — - — tt — '  • 
^  OM      sin  OMM  sin  U 

Gomme  Ap  tend  vers  zéro  quand  le  point  M' tend  vers  M,  on 
peut  le  supposer  assez  petit  pour  que  p  et  p  -f*  Ap  aient  le 
même  signe  :  donc  on  a  en  grandeur  et  en  signe 


OM 


_      P 


OM'     p  +  Ap' 
et  réquation  ci-dessus  donne 

p      sin  (U  —  A<o) 


9  +  Ap 


sin  Û 


GÉOH.   ÂNALTT. 
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d'où 


A(i> 


p sjq  (U  —  Ao)       _       a  sin  (U  —  A(o) 

Âp  ""  sin  U  —  sin  (U  —  A<o)  "~  .    A«        ...      i   .     ' 

-1-     i^ sin  —  cos  (U Au)) 

A(i>  AoD  a  a 

Quand  Ao>  tend  vers  zéro,  le  rapport-^  tend  vers  la  déri- 
vée p'  de  p  par  rapport  à  w,  et  U  tend  vers  V.  On  a  donc 

tangV=^. 

Remarque.  Lorsque  le  rayon  vecteur  s'annule  pour  une 

valeur  particulière  (o«  de  «>,  on  a  une 
branche  de  courbe  OC  passant  au  pôle 
(fig.  243),  et  la  tangente  à  cette  branche 
au  pôle  est  précisément  la  droite  OA 
__  donnée  par  l'angle  6>>«.  En  e£fet,  si  .l'oa 
^  prend  un  point  voisin  M,  et  si  l'on  fait 
tourner  la  sécante  OM  de  manière  que 
le  point  M  se  rapproche  du  point  0,  p  s'annule  et  la  sécante 
tend  vers  la  direction  OA. 

876.  Équation  de  la  tangente. 

L'équation  de  la  sécante  M|M\  (fig.  044)  est  (n*  83  bis) 


Kg.  143. 


1 

7 
1 


^+Ai 
Pi  Pi 


COS  a> 


COS  a>| 


Sina> 


sm  «i>, 


COS  (»,  +  Awj)    sin  («4  4"  ^^1) 


=0 


en  appelant  pi  et  co^  les  coordonnées  du  point  M^  et  A  —  ,  At»| 

les  accroissements  que  prennent  —  et  <0|  quand  on  passe  du 

Pi  .  ,   • 

point  M«  au  point  voisin  M'|.  En  retranchant,  dans  le  déter* 
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minant  précédent,  les  éléments  de  la  deuxième  ligne  de  ceux 

de  la  troisième  et  divisant  par 
à^i  tous  les  éléments  de  la  troi- 
sième ligne  du  nouveau  détermi- 
nant, on  obtient,  pour  la  sécante, 
une  équation  qui  donne,  lorsque 
Àft>i  tend  vers  zéro,  l'équation  de 
la  tangente  en  M|. 


1 

P 
1 

Pi 


cos  «>     sin  iù 


COS  a>|     sm  a>| 


(l)'-8m«. 


=  0 


COS  tt>| 


ou  en  développant 

-=—  COS  (w  — »i)  +  (  — 1  sin  (»  —  »i). 
P     Pi  \Pi/ 

Sous-tangente.  On  appelle  sous-tangente  S|  le  rajon  vecteur 

de  la  tangente  qui  correspond  à  l'angle  polaire  (as=(i)^  -}*'• 
On  a  donc 

s-    p* 

Dans  la  figure  (244),  fù^  étant  Tangle  x  0M| ,  la  sous-tangente 
est  négative  et  égale  i  —  OT. 

Sotu-normale.  On  appelle  sous-normale  Sn  le  rayon  vec- 
teur de  la  normale  au  point  M|  qui  correspond  à  Tangle 

polaire  co  =  «j  -|-  *  • 

Dans  la  figure  (a44)  1a  sous- normale  est  positive  et  égale 

à  +  ÔN. 

Quelle  que  soit  la  disposition  de  la  figure,  le  triangle  TM^N 
est  rectangle  en  M|  et  le  point  0  est  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  M.  sur  Thypoténuse  TN  :  ce  point  0 
«e  trouvera  donc  toujours  entre  T  et  N  et,  par  suite,  la  sous- 
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tangente  et  la  sous-normale  aeront  de  signes  contraires 
comme  la  valeur  absolue  de  leur  produit  est 


on  a 


OT.  ON  =  OM:  =  pî, 

Si   .    Sn  =  —  p", 


et,  par  conséquent,  d'après  la  valeur  de  S„ 

Équation  de  la  normale.  La  normale  est  une  droite  passant 
par  le  point  M,  de  coordonnées  (p, ,  a>  J  et  par  le  point  N 

extrémité  de  la  sous-normale  de  coordonnées  (p', ,  «,  +  -). 
L'équation  de  cette  droite  est  donc 


1 

P 
1 

Pi 


cos  (o     sin  (I) 


cos  (D^    sin  coj 


=  0 


1 

p 


-T   —  sin  0),    cos  w, 

1  ; 

-  cos  (o)  —  0),)  +  ^  sin  (û) 
P«  Pi 


—  0),). 


877.  Exemple  I.  Spirale  d'Archimède.  L'équation  de  cette  courbe 
étant  p  =  ô»  {n?  571),  on  en  déduit  p'  =  ^ ,  d'où 

tangV  =  i=^  =  «. 
P        0 

Si  le  point  M  part  du  pôle  et  s'ayance  snr  la  courbe,  l'angle  V 
d  abord  nul,  augmente  constamment  et  tend  ven  un  angle  droit      ' 
La  sous-normale  est  constante  et  égale  kb. 

* 

Exemple  IL ^a/e  logarithmique.  On  appelle  spirale  logarithmique 
la  courbe  dont  l'équahon  polaire  est  p=ae«»  «  désignant  une  ligne 
donnée  et  m  un  nombre.  Supposons  la  constante  m  positive;  siPon 
hxi  croître  «  de  o  à  l'inflni,  p  Ta  constamment  en  croissant  de  a  à  l'in- 
fani,  ce  qm  donne  une  branche  indéOnie  ABC...  faisant  une  infinité 
de  circonToluUons  autour  du  pôle  (fig.  ,45).  Si  l'on  fait  ensuite  varier 
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p' = mae^^ = mp,  d*où  tang  V = — ' 


«  de  o  à  —  CD ,  p  diminue  constamment  et  tend  vers  zéro;  on  obtient 

une  seconde  branche  indéfinie  AB'C,.., 
qui  fait  une  infinité  de  circonvolutions 
autour  du  pôle,  en  se  rapprochant 
constamment  de  ce  point.  Si  la  con- 
stante m  était  négative,  les  valeurs  po- 
sitives de  tù  donneraient  la  branche  qui 
se  rapproche  du  pôle,  et  les  valeurs 
négatives  celle  qui  s'en  éloigne.  On  a  ici 

Fig.  145. 

On  en  conclut  que  la  tangente  &  la  courbe  fait  un  angle  constant  avec 
le  rayon  vecteur. 

378.  Exemple  III.  Épieyeloide.  Lorsqu'un  cercle  mobile  roule,  sans 
glisser,  sur  un  cercle  fixe,  un  point  du  cercle  mobile  décrit  dans  le 
plan  une  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d*épicycloide. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  deux  cercles  sont  égaux.  Soit  G  le  cercle 
fixe,  G'  la  position  initiale  du  cercle  mobile,  a  le  rayon;  supposons 

que  ce  soit  le  point  de 
contact  A  qui,  dans  le 
mouvement  du  cercle  C, 
engendre  répicycloîde 
(ûg.  346).  Lorsque  le  cer- 
cle mobile  est  venu  dans 
la  position  G%  le  point  A 
est  en  M,  les  deux  arcs 
EA,  EM  étant  égaux.  Pre- 
nons le  point  A  pour 
pôle,  le  prolongement  de 
GA  pour  axe  polaire  :  la 
droite  AM,  perpendicu- 
Fig.  146.  lairo  à  la  tangente  com- 

mune EN  aux  deux  cercles,  est  parallèle  &  CE;  l'angle  AEN  est  la 
moitié  de  ACE,  et,  par  conséquent,  la  moitié  deii>;  le  triangle  rec« 

tangle  ANE  donne  AN=AE  sin  — ;  mais  AE  =  aa  sîn  — :  on  a  donc 

fi  a 

p:=:4<>  un*  —  =sa(i — cosu), 

Cette  courbe  est  un  cas  particulier  du  limaçon  de  Pascal  [n?  36).  On  a 

ici  p'=:3a  sin»,  d'où  tang  V=  tang  -'•^  et,  par  suite,  V=  — '  Il  est  aisé 

de  voir  que  la  normale  à  l'épicyclolde  en  un  point  quelconque  M  passe 
au  point  de  contact  E  du  cercle  mobile  avec  le  cercle  fixe  ;  car  l'angle 

MEN  étant  égal  k—f  et  par  suite  à  Y,  la  droite  EM  est  perpendiculaire 

àMT. 
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S70.  ExKHPLB  IV.  ConsêmcHon  de  la  courbe  ^=4  +  cosSii. 

Le  rayon  Tectear  p  reste 
toujours  compris  entre  S  et 
5;  décrivons  da  pôle  comme 
centre  denx  cercles  avec  les 
rayons  5  et  5,  la  courbe  sera 
tout  entière  située  entre  les 
T  deux  circonférences  (flg.  a47)» 

Quand  m  yarie  de  o  à  7-,  pdlmi- 

o 

nue  de  5  à  S,  ce  qjaâ  donne  l'are 

1^  AB.  Quand  »  varie  de  —  à  — » 

F'ï-  **^*  p  augmente  de  5  à  5,  ce  qui 

donne  l'aro  BA'  symétrique  du  premier  par  rapport  à  la  ligne  OB. 

L'angle  5«»  a  varié  de  la  sorte  de  o  à  aie.  Si  l'on  fait  varier  u  de  -£-  à  •-^' 

l'angle  5i(*  variera  de  s«à  41c  et  les  mêmes  valeurs  de  p  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre;  on  obtiendra  donc  un  second  arc  A'B'A'  égal  an 
premier,  puis  un  trobième,  et  ainsi  de  suite.  Après  le  cinquième  arc, 
on  reviendra  au  point  de  départ.  En  prenant  la  dérivée,  on  trouve 

tang  V=:  —     f      .  Aux  points  A  et  B  on  a  sin  5m=0|  et,  par  suite, 

v=". 

s 

880.  ExKKPLs  V.  Les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  constante 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY;  d'un  point  fixe  I, 
situé  sur  la  bissectrice,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
mobile;  trouver  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  (fig.  a4^)- 

II  est  évident  que  le  lieu  sera  symétrique  par  rapport  à  la  bissec- 
trice 01.  Plaçons  d'abord  la  droite  mobile  dans  la  position  PQ  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice,  on  a  le  point  A  du  lieu.  Faisons  glisser 
la  droite  de  manière  que  l'extrémité  Q  descende  sur  l'axe  des  y;  dans 
une  certaine  position  P'Q'  la  droite  passera  par  le  point  I,  qui  appar- 
tient au  lieu;  on  a  ainsi  l'arc  AEI,  dont  la  tangente  en  I  est  perpen- 
diculaire à  FQ'.  L'extrémité  Q'  continuant  à  descendre,  la  droite  vient 
s'appliquer  sur  OX,  et  l'on  a  l'arc  IFG  qui  passe  au  point  G.  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  OX.  L'extrémité  D  glisse 
ensuite  sur  OY',  et  la  courbe  passe  au-dessous  de  OX;  la  droite  arrive 
dans  une  position  P'Q'  telle  que  l'angle  IP'^Q'  est  droit,  ce  qui  donne 
le  point  P'  du  lieu;  on  a  ainsi  l'arc  CGF.  Si  l'extrémité  Q*  continue 
à  descendre,  la  courbe  revient  au-dessus  de  OX;  bientôt,  dans  la  posi- 
tion P^'Q'",  la  droite  prolongée  passe  en  I  ;  on  a  ainsi  l'arc  P'I  dont  la 
tangente  en  I  est  perpendiculaire  à  P"Qf".  L'extrémité  P*'  continuant 
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à  se  rapprocher  da  point  0,  la  droite  s'applique  sur  OY'  et  l'on  ob- 
tient l'arc  IHD,  qui  passe  par  le  point  0,  pied  de  la  perpendiculaire 


Fig.  t48. 

abaissée  du  point  I  sur  OT.  L'extrémité  P^  glisse  ensuite  sur  OX',  et 
la  droite  arrive  dans  une  position  P'^Q"',  telle  que  l'angle  IP^Q*'  est 
droit;  le  point  P^  appartient  au  lieu,  et  l'on  a  l'are  DP**.  Enfin  la 
droite,  dans  la  position  Q^P'',  derient  perpendiculaire  à  la  bissectrice 
OB,  ce  qui  donne  l'arc  P'^B.  Si,  revenant  à  la  position  primitiye  PQ, 
on  fait  mouvoir  la  droite  en  sens  inverse  jusqu'à  la  position  finale 
P^'O'',  il  est  clair  qu'on  obtiendra  une  courbe  symétrique  de  la  pré- 
cédente par  rapport  à  la  droite  AB. 

Prenons  pour  p61e  le  point  I  et  pour  axe  polaire  la  bissectrice  BA  ; 
appelons  e  la  distance  01  et  sa  la  longueur  de  la  droite  mobile  PQ; 

la  droite  qui  joint  le  point  0  au  milieu  de  l'hypoténuse  PQ  du 
triangle  rectangle  POQ  est  égale  à  a;  l'angle  que  cette  droite  fait 
avec  la  perpendiculaire  h  abaissée  du  point  0  sur  l'hypoténuse  est 
égal  à  ao»;  on  a  d'ailleurs  A=ccos(i>  +  p;  on  en  déduit  l'équation  de 
la  courbe  p = a  cos  a» — c  cos  ». 


CONCAVITB  ET  CONVEXITE. 


881.  Considérons  sur  un  arc  de  courbe  un  point  M,  ayant 
pour  coordonnées  fa^  et  po  ;  la  tangente  en  ce  point  sera  repré- 
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aentée  par  Tëquation  r= ^ — -r,  si  Ton  appelle  a  la  lon- 

'^         ^  cos(w  —  p)  ^^        ^ 

gaeur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  la  tangente  et 
p  l'angle  que  fait  cette  perpendiculaire  avecPaxe  polaire  (n*  8a). 
La  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente,  dans  le  voi- 
sinage du  point  M,  dépend  du  signe  de  la  différence  r  —  p  des 
rayons  vecteurs  pour  une  même  valeur  de  «,  ou  de  la  diffé- 
rence -  —  -  ,  nous  supposerons  les  rayons  vecteurs  positifs. 

Appelions  z  cette  dernière  différence  ;  la  valeur  de  %  est  évi- 
demment nulle  au  point  M  ;  sa  première  dérivée 

-(;)'-(;)=(;y+=^^ 

est  aussi  nulle;  car  on  a,  au  point  M  (n*  376), 

(-)  =— ^  = ,  sm (ft>o  —  P)  =  cos V,  y  =  PoSinV. 

\p/  p'  Po 

La  seconde  dérivée, 

acquiert  au  point  M  une  valeur  égale  à  celle  de  l'expression 

— !-(")•  En  répétant  ioi  le  raisonnement  du  n*  344,  on  verra 

que,  si  cette  quantité  est  positive,  la  différence  z  est  elle-même 
positive  dans  le  voisinage  du  point  M,  et  par  conséquent  la 
courbe  est  placée  du  côté  de  la  tangente  où  est  le  pôle,  et  que, 
si  au  contraire  cette  quantité  est  négative,  la  différence  z  est 
négative,  et  la  courbe  placée  de  l'autre  côté  de  la  tangente. 
Si  le  rayon  vecteur  p  est  négatif,  on  voit,  par  des  considé- 
rations identiques,  que  la  courbe  est  placée,  par  rapport  à  la 

tangente,  du  côté  du  pôle  quand  la  quantité  -  -{-  [- j  est  néga- 
tive, et  de  l'autre  côté  si  cette  quantité  est  positive. 

En  résumant  les  deux  cas,  on  peut  dire  que,  en  un  point  M, 
la  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  le  pôle  suivant 
que  le  produit  r 

est  positif  ou  négatif  en  ce  point.  \ 

Il  y  a  inflexion,  auand  la  quantité  -  +  (- )  change  de  signe 
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ASYMPTOTES. 

S8S.  Considérons  une  branche  infinie,  asymptote  à  la 
droite  CD  (flg.  249)  ;  si  Ton  joint  le  pôle  à  un  point  M  de 
la  courbe,  et  si  Ton  suppose  que  le  point  M  s'éloigne  indé- 
finiment sur  la  courbe,  la  direc- 
tion OM  aura  pour  limite  une  paral- 
lèle OL  à  l'asymptote.  Ainsi,  tors- 
que  le  rayon  vecteur  p  devient  infini 
pour  une  valeur  particulière  a  de  ta,  ii 
la  branche  ainsi  obtenue  a  une  asymp- 
tote, cette  asymptote  est  parallèle  à  la 
•  direction  déterminée  par  Vangle  ot  qui 
rend  p  infini. 
Pour  avoir  la  distance  OC  de  l'a- 
symptote à  la  droite  OL,  du  point  M  de  la  courbe  abaissons 
une  perpendiculaire  MK  sur  cette  droite  ;  le  triangle  MOK  don  ne 

MK  =  OMsinKOM  =  ±psin(«  — w). 
Si  le  produit  ±  p  sin  (a  —  co)  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  bran- 
che infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Si,  au  contraire,  ce  produit 
tend  vers  une  limite  finie,  la  branche  de  courbe  admet  pour 
asymptote  la  droite  CD,  située  à  une  distance  OC  du  rayon  OL 
égale  à  cette  limite  ;  car  la  distance  MK  ayant  pour  limite  OC, 
la  distance  MH  aura  pour  limite  zéro. 

Voici  une  antre  démonstration.  Consevons  que  la  branche 
de  courbe  infinie  soit  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires 

menés  par  le  pôle,  l'un  0/  dans 
la  direction  a,  l'autre  Ox'  dans  la 


Fig.  249. 


U 


Fig.  250. 


direction  a .  Si  l'on  prend  Oaf 

pour  nouvel  axe  polaire,  on  aura 

(o'=« — (a j,  et  l'abscisse  â/ 

d'un  point  M  sera,  dans  tous  les 
cas  (n*  373), 


«^  =  p  cos  «' = p  ces  (  «  —  a  4-  -  )  =  p  sin  (a — »), 
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On  est  ramené  ainsi  à  la  recherche  d'une  asymptote  parallèle 
à  Taxe  Oy*.  L'abscisse  q  de  Tasymptote  est  la  limite  de  s!. 
quand  le  point  M  s'éloigne  &  Tinfini  sur  la  branche  de  courbe; 
on  a  donc 

j'=liinpsin(a — »). 
La  valeur  absolue  de  q  donne  la  distance  de  l'asymptote  à  la 
droite  0/;  le  signe  indique  de  quel  côté  elle  est  placée. 

888.  Exemple  VI.  Hyperbole.  L'éqnation  polaire  de  cette  courbe  est 
(n»  a63)  p  =  _£-_,  dans  laquelle  e  est  plus  grand  que  i.  Soit  « 

l'angle  dont  le  cosinus  est  —  -  ;  quand  «>  croit  de  o  à  a,  p  croit  de 

\^    à  00 ,  et  Ton  a  la  branche  infinie  AE  ;  «  yariant  de  a  à  «,  p  de- 

Tient  négatif  et  yarie  de 


—  00  à  — 


ce  qm 


e  — I 
donne  la  branche  infinie 
E'A',  Les  valeurs  de  w  com- 
prises entre  ir  et  a«  donnent 
deux  branches  sTmétriqnes 
des  précédentes  par  rapport 
à  l'axe  polaire. 

La  distance  MKd'un  point 
de  Tune  des  branches  AE» 
Fig.  251.  A'E*  à  la  droite  OL  est 

MIC  —  P  sin  («  —  »)  _  P  sin  (a  —  •*)  _    p  sin  (a  —  ») 

1  +  C  COS  »  /  I  \        C  (COS  tt)  —  cos  cl) 

«I-  +  COS») 

Transformant  en  un  produit  la  différence  cos  a>  —  cos  a,  remplaçant 
sin  (a  —  lo)  par  a  sin  — -—  cos  — ^ — »  et  supprimant  le  facteur  corn 


a 


mun  sin  -^— ,  on  a 


pcos 


MK  = 


esm 


«  + 


I   Cette  distance  a  pour  limite  OC  = 


a 
_     P 


e  sin  a' 


et  l'on  obtient  ainsi  Ytr 


•ymptote  CD.  L'asymptote  des  deux  autres  branches  est  placée  symé- 
triquement par  rapport  à  l'axe  polaire. 
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L*6xoè8  de  la  distance  MK  sur  sa  limite  a  pour  expression 
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_£ 


cos 


et  —  (ù 


8  = 


9 


sin 


a  +  M      sina 


^       asmacos asm 

_?^ ? 3 

—  -  X  -  ■  '  <    ■  ■  ■■  • 

e                    .        .   tt  +  g»  • 

a  sm  a  siu 


«  — (i> 


si  Ton  remplace  le  produit  a  sin  a  cos par  la  somme 


sm 1-  sm — !- 


il  Tient 


d 


_P 


sm 


a 

5a  —  w 


—  sm 


a  + 1* 


asmasm 


a  +  » 


ii  Ton  'Tansfoime  ensuite  le  nomèratenr  en  an  produit»  on  a  finalement 


.    a  —  » 

cos  a 

8: 

^           a 

e  sin  a  sin  - 

+  » 

p  sm 


»  — a 


e*  sin  a  sin 


»  +  a 


a  a 

Quand  »  yarie  de  o  à  a,  la  différence  t  est  négative;  ainsi  la  branche 

AE  est  comprise  entre  les  panU* 
léles  OL  et  CD.  Mais,  quand  « 
Tarie  de  a  à«»  la  différence  à  est 
positiTe,  et  la  branche  S'A'  est 
située  en  dehors  des  paraUéles. 

S84.  Exemple  YII.  Strophotdê 
oblique.  Dans  la  construction  de 
la  stropholde  droite,  telle  que 
nous  TaTons  donnée  au  n**  aS, 
nous  supposions  les  droites  OX 
et  OY  rectangulaires;  supposons 
maintenant  que  ces  droites  fassent 
entre  elles  un  angle  0  (fig.  aSa)  ; 
par  le  point  fixe  A  placé  sur  Tune 
d'elles,  on  mène  une  sécante  quel- 
conque AD,  sur  laquelle  on  prend, 
à  partir  du  point  D,  des  lon- 
gueurs DM  et  DN  égales  à  DO, 
et  on  cherche  le  lieu  des  points 


ng.  tst. 


MetN. 

Quand  la  sécante  tourne  dans  l'angle  obtus  XOY  jusqu'à  deyenir 
parallèle  à  OY,  le  point  M  décrit  l'arc  0MB,  terminé  au  point  B  sur  la 
perpendiculaire  OB  à  OY;  le  point  N  décrit  la  branche  infinie  ON.  Si 


460 


LIVRE  IV,  CHAPITRE  IV. 


Ton  prend  une  distance  OG  égale  à  OA,  et  qae  par  le  point  G  on 
mène  une  parallèle  H'H  à  OY,  on  a  Tasympiote  de  la  branche  ON; 
car  Tobliqae  NF  égale  &  AM,  ayant  ponr  limite  AB,  la  distance  du  point 
N  à  la  droite  a  poir  limite  zéro. 

Faisons  maintenant  tourner  la  sécante  dans  Tangle  aigu  XOY';  la 
perpendiculaire  élerée  sur  le  milieu  de  OA  coupe  OY'  en  un  point  C, 
tel  qae  l'on  a  GAs=GO;  quand  la  sécante  occupe  la  position  AG,  Tun 
des  points  vient  en  A  et  l'autre  en  E;  ainsi,  la  sécante  tournant  de 
la  position  AO  à  la  portion  AC,  on  a  l'arc  OM'A  tangent  en  A  à  la 
droite  AG,  et  l'arc  CE.  La  sécante  continuant  son  mourement,  la 
droite  CD'  devient  plus  grande  que  AO'  oa  que  D'F',  et  le  point  N' 
est  sitaé  au  delà  de  l'asymptote  ;  on  obtient  la  branche  infinie  EN'  et 
l'arc  AM'^B  qui  se  raccorde  en  B  avec  l'arc  0MB.  Il  est  aisé  de  voir  que 
les  tangentes  au  point  0  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  OX  et  OY. 

Si  l'on  prend  le  point  0  pour  pôle,  la  droite  OX  pour  axe  polaire,  que 
l'on  appelle  a  la  c&stance  OA  et  0  l'angle  YOX,  les  angles  OOM  et  DM0 
étant  égaux  à  •— »,  et  l'angle  OAD  à  s— s»,  le  triangle  OHA  donne 
la  relation 


(«) 


^  a  sm  (•  —  a») 
^"~    sin(e  — lo) 


On  retrouve  facilement,  à  l'aide  de  l'équation,  les  propriétés  que  noua 
avons  déduites  de  la  définition  géométrique  de  la  courbe. 

Quand  on  prend  la  droite  OY  pour  axe  polaire,  l'équation  de  la 
courbe  devient 

a  sin  (au  +  •) 

(s)  -- 


f  = 


smM 


885.  ExKMPLB  VIII.  Trouver  le  lieu  de$  points  de  eaniad  des  tangentes 

menées  d'un  point  donné  P  aux  diverses 
courbes  du  second  degré  ayant  pour  foyers 
deux  points  donnés  F  et  F'. 

Prenons  pour  axe  la  droite  PF  (fig.  a53), 
et  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  droite 
en  son  milieu  ;  l'équation  générale  des  co- 
niques ayant  pour  foyers  les  points  F  et 
Pest 


(«) 


c  désignant  la  distance  0 F  et  a  un  para* 

Fig.  ss8.  mètre  variable  ;  lorsque  a  est  plus  grand 

que  e,  la  courbe  est  une  ellipse  ;  lorsque  a  est  plus  petit  que  c,  c'est  une 

hyperbole.  Soient  a^  p  les  coordonnées  dn  point  donné  P  ;  l'équation  de 
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la  corde  des  contactsdes  tangentes  menées  du  pointP  à  la  conique  (i)  est 


a 

On  obtient  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  let 
équations  (i)  et  (s).  Si  Ton  retranche  ces  équations  membre' à  membre, 
il  vient 

X*  —  ax  ,  y^'—^_ 


d'où    0»=     .    .     \ 5->     a*— C*  =  -r-r — i g-t 

«*  +  y'  — «55  — py  sr  +  y*  —  cxx  — py 

en  substituant  dans  l'équation  (s),  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(3)  («»  +  y»  —  2»  —  py)  (  P»  —  ay]  +  c«  f «  —  a)  (y  —  P)  =  o. 

Le  lieu  est  du  troisième  degré,  0  passe  par  le  point  donné  P,  par  les 
foyers  F  et  F,  et  par  les  projections  du  point  P  sur  les  droites  OX,  OY. 
Si  l'on  transp  orte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  P, 
l'équation  du  lieu  devient 

(4)  {a^-\'y^  +  oLx  +  Py)  (Pœ  — ay)  +  c»a?y  =  o. 

Si  l'on  transforme  celle-ci  en  coordonnées  polaires,  en  prenant  pour 
pôle  le  point  P  et  pour  axe  polaire  la  droite  PX',  on  a 

(c*  +  P*  —  a*)  sin  aca  +  aaP  cos  2w 
a  (a  sin  o>  —  p  cos  «) 

A  l'aide  des  angles  aufedliaires  9  et  9|,  déterminés  par  les  formules 

P  aap 

tang  9  =  -,  tang  9.  =  ^^pa,,»> 

cette  équation  prend  la  forme 
.  dsinjaco-f^) 

sin  (co  —  9) 

la  letti*e  d  désignant  la  quantité 


s  ^ 


+  P«  — a;2  +  4a2p2 


Si  l'on  fait  tourner  l'axe  polaire  de  l'angle  9,  l'équation  (6)  devient 
identique  à  l'équation  (a)  de  la  stropbolde  oblique  (n*  384).  L'angle  9 
étant  égal  à  PDA,  l'asymptote  est  parallèle  à  la  droite  OP.  Parmi  les 
Gourbes  homofocales  considérées  se  trouvent  une  byperbole  et  une 
ellipse  passant  par  le  point  P  ;  on  en  conclut  que  le  point  P  appartient 
au  lieu  et  que  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices  PQ,  PQ' 
des  angles  formés  par  les  droites  PF  et  PP.  La  stropbolde  est  définie 
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par  deux  droites  PE,  PI  et  aa  point  I  sur  Fane  d'elles.  Noos  oonnaissoBS 
la  droite  PE  ;  on  obtiendra  la  droite  PI  en  remarquant  qne  la  tangente 
PQ  est  bissectrice  de  l'angle  EPI;  on  obtiendra  le  point  I  à  l'aide  de 
l'un  des  points  du  lien,  par  exemple  du  point  A;  la  droite  lA  doit  être 
telle  que  l'on  ait  KA=:KP;  le  point  K  est  donc  le  point  milien  de  la 
diagonale  OP. 

La  courbe  précédente  est  aussi  le  lieu  des  pieds  des  nonnales  me* 
nées  du  point  P  aux  courbes  du  second  degré  qui  ont  pour  foyers  lea 
points  F  et  F';  car  une  ellipse  et  une  byperbole  homofocales  se  cou- 
pant à  angle  droit,  la  tangente  à  l'une  est  normale  à  l'antre. 

886.  Exemple  IX.  Constndre  la  courbe  donnée  par  Véqtustion 

P  =  a • 

a» — I 

La  yaleur  de  p  s'annule  pour  »  =s  o,  et  devient  infinie  pour  «• = -  ;  me- 

^       %^    nous  par  le  p61e  la  droite  L'L,  qui 

\^^  ^ût  ayec  l'axe  polaire  l'angle  - 

(fig.s54).  Lorsque»  Tarie  de  G  à  , 

^  p  est  négatif  et  Tarie  de  o  à  '^  oo  ; 
on  a  uiio  branche  infinie  OA'B', 
tangente  à  l'axe  polaire  et  com- 
prise dans  l'angle  X'OL'.  Quand  •• 

dépasse  ^  et  croit  de  ^  àoo  t  p  devient  positif  et  décroit  de  eo  àa;  on  ob- 
tient une  branche  infinie  BA  qui  fait  une  infinité  de  circouTolntions 
autour  du  cercle  décrit  du  pôle  comme  centre,  aTec  a  pour  rayon,  en 
se  rapprochant  constamment  du  cercle.  Quand  »  Tarie  de  o  à  —  co , 
p  reste  positif  et  Ta  en  croissant  de  o  à  a,  ce  qui  donne  la  branche  OBp 
intérieure  au  cercle;  cette  branche  fait  une  infinité  de  circouTolutions 
en  se  rapprochant  aussi  constamment  du  cercle. 

Considérons  les  branches  infinies  A'B',  AB  ;  l'abscisse  d'un  point 
de  l'une  d'elles,  par  rapport  aux  axes  indiqués  an  n.*  38a,  est 


y-^ 


jinf» — j 
«'spsin  l-  — ••)=— a»- ^' 


sm 
»— •- 

9 


sa  limite  eet— .-;  les  deux  branches  ont  donc  pour  asymptote  la 


droite  CD»  dont  l'abscisse  est  a  =  —  ^< 

'  a 
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Si  Ton  pose  »  =  -+«»%  on  a 


3 


d  =  aB'  — g  =  — ;  [»' — (i  +  9co')sinu^ 


fitt 


La  quantité  placée  entre  parenthèses  8*annule  pour  (»=o;  la  dé- 
rivée première  s'annule  aussi,  mais  sa  dérivée  seconde  est  négative; 
si  l'on  fait  croître  «o'  à  partir  de  zéro,  on  en  conclut  que  la  dérivée 
première  conmience  par  décroître,  et,  par  suite,  est  négative,  et  de 
même  la  quantité  elle-même  ;  ainsi  la  différence  8  est  négative  pour  les 
valeurs  positives  de  m'  suffisamment  petites.  On  reconnaît  de  la  même 
manière  que  la  différence  8  est  positive  pour  les  valeurs  négatives  très- 
petites  de  fù',  ce  qu'on  voit  d'ailleurs  directement;  ainsi  les  deux 
branches  inilnies  sont  situées  par  rapport  à  l'asymptote,  comme  l'in- 
dique la  figure.  Il  est  évident,  en  outre,  que  cette  asymptote  est  coupée 
par  la  courbe  en  un  nombre  infini  de  points. 

387.  Exemple  X.  Construire  la  courbe 


p=.±v/ 


a  sm  CD  —  I 


sma> 


Le  rayon  vecteur  reprenant  la  même  valeur  quand  »  augmente  de  sic, 
il  suffit  de  faire  varier  w  de  o  à  air.  Pour  que  le  rayon  vecteur  soit  réel,  il 
faut  que  la  fraction  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Le  numérateur 

change  de  signe  pour  les  valeurs  -z,  -r  attribuées  à  »,  le  dénomina- 
teur pour  les  valeurs  o  et  ic  ;  en  rangeant  ces  angles  par  ordre  de  grandeur 


6' 


Sic 
6' 


!«• 


on  voit  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  négative  de  o  à  -,  posi* 

6 

ic     5ic  5w 

tive  de  r  à  -r-,  négative  de—  à  «, 
o      o  o 

positive  de  ic  à  sic;  on  obtiendra 

donc  tonte  la  courbe,  en  faisant  va- 

ic    Sic 
fier  u  de  ^  à  -r-,  et  de  ic  à  sic.  On 
o      o 

remarque  d'ailleurs  que,  les  va- 
leurs supplémentaires  de  «  re- 
produisant les  mêmes  valeurs  de 
o,  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  OY 

à  l'axe  polaire  OX  (ilg.  aSS) 

Du  pèle  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  décrivons  un 
cercle  :  ce  cercle  divisera  en  deux  perdes  égales  chacune  des  cordes  qui 
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passent  par  le  centre;  quand  »  yarie  de  -  à  -,  la  Talenr  du  radical 

croit  de  o  à  I,  ce  qui  donne  les  deux  arcs  AD  et  AO,  qui  se  raccordent 
au  point  A,  tangentiellement  à  la  droite  OA;  Tare  AO  est  tangent  au 

K        die 

point  0  à  la  droite  OY.  En  faisant  varier  «>  de  -  à  -r-,  on  obtiendra 

s       o 

l'arc  BA'O,  symétrique  de  BAO,  par  rapport  à  la  droite  OY. 
Quand  «»  yarie  de  ii  à  — ,  la  valeur  da  radical  décroit  de  co  à  yZ^ 

ce  qui  donne  les  deux  branches  infinies  EF  et  CD;  en  faisant  varier  « 

3« 
de  —  à  91C,  on  obtiendra  les  deux  branches  FE',  DC^  symétriques  des 

précédentes;  ces  branches  infinies  sont  asymptotes  à  l'axe  polaire. 

388.  Remakque.  Nous  avons  vu  (n""  SSn)  que  lorsque  le 
rayon  vecteur  devient  infini  pour  une  valeur  finie  «  de  »,  la 
position  de  l'asymptote  est  déterminée  par  la  formule 

j'=lim  p  sin  (a — w). 

Le  premier  facteur  devient  infini,  le  second  tend  vers  zéro. 
Dans  les  exemples  précédents,  on  a  pu  découvrir  sans  peine 
ce  que  devient  le  produit  pour  des  valeurs  de  (o  voisines  de  oc. 
Quand  la  difficulté  est  plus  grande,  on  a  recours  à  une  autre 
méthode. 
De  la  formule  précédente  on  déduit 

1 

-  =  — lim  -T— 7 r  X 


q  sin  (co  —  a)      (0  —  a* 

La  limite  du  premier  rapport  est  égale  à  l'unité.  Si  Ton  consi- 
dère -  comme  une  fonction  de  «>,  le  numérateur  du  second  rap* 

9 
port  est  l'accroissement  qu'éprouve  cette  fonction  quand  l'angle 

polaire  passe  de  la  valeur  a  à  la  valeur  ta  ;  la  limite  de  ce  second 
rapport  est  donc  la  dérivée  de  -,  et  l'on  a 


î=-G)' 


pour  (0 = a. 
q         \p/  "^ 

Ordinairement  la  valeur  de  p  se  présente  sous  la  forme 
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p  =  .^!^y  le  dénominateur  s'annulant  pour  »=«,  tandis  que  le 

numérateur  conserve  une  valeur  jSnie  différente  de  zéro.  On 
en  déduit  la  dérivée 

/iy_FHrH-/^HF(u)) 
\^J~  F»  H 

qui  se  réduit  à  IrW  pour  ciD=a«  On  arrive  ainsi  à  la  formule 

F  (a) 

qui  est  tràs-commode  dans  la  pratique. 

EXERCICES. 

1*  Trouver  le  lieu  da  sonunet  d'une  parabole  variable  qui  a  un  foyer 
fixe  et  qui  touche  une  conique  qui  admet  le  même  foyer  (limaçon  de 
Pascal). 

90  Le  sommet  0  d'un  triangle  variable  AOB  est  fixe,  le  sommet  B 
glisse  sur  une  droite  OX  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  de  AB  avec  la  perpendiculaire  élevée  au  point  0  au  côté  OA. 

30  On  donne  un  point  fixe  0  et  une  droite  fixe  OP  ;  on  demande  le 
lien  du  sommet  M  d'un  triangle  variable  MON  qui  remplit  les  conditions 

suivantes  :  le  côté  ON  a  une  longueur  constante  a,  le  c6té  NM=a  v/â^ 
enfin  les  angles  vérifient  la  relation  cos  (MON— aOMN)  =  cos  MOP 
(lemniscate]  ;  démontrer  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  du 
Ùeu  passe  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a  donné  ce 
point. 

40  Étant  donné  un  triangle  AOB  rectangle  en  0,  on  circonscrit  à  ce 
triangle  une  conique  variable  teUe  que  les  normales  aux  trois  points 
A,0,B  passent  par  un  même  point;  on  demande  le  lieu  de  ce  point. 

50  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  corde  com- 
mune et  une  tangente  commune  parallèle  à  cette  corde. 

6'^  Trouver  le  lieu  des  sommets  ou  des  foyers  d'une  hyperbole  équi- 
latère,  dont  le  centre  est  fixe  et  qui  passe  en  un  point  fixe. 

jo  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  donnée,  as- 
sujettie à  passer  par  deux  points  fixes. 

80  On  donne  un  angle  droit  YOX,  et  un  point  fixe  P  sur  la  bissec- 
trice de  cet  angle  ;  on  demande  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  P  sur  une  sécante  variable  qui  intercepte  dans  l'an- 
gle un  triangle  dont  l'aire  est  constante. 

9«  En  un  point  quelconque  M  d'une  parabole  on  mène  la  normale 
que  l'on  prolonge  jusqu'au  point  N  où  elle  rencontre  l'axe  ;  on  demande 

GéOM.  ANALTT.  80 
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le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  arec  la 
perpendiculaire  à  Taxe  au  point  N. 

lo®  On  remplace  la  parabole  du  problème  précédent  par  une  hyper- 
bole ;  on  prend  le  point  N  sur  Fun  des  deux  axes  de  la  eoarbe  ;  tronTer 
le  lieu. 

iio  Une  parabole  tourne  autour  de  son  foyer;  on  demande  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  parallèlement  à.  une  droit» 
donnée. 

la^  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  d'une  corde  normale  &  une  hyper- 
bole donnée. 

i3*  Étant  donnée  une  ellipse,  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  coDstaof 
parcourt  un  diamètre  de  Tellipse;  trouyer  le  lieu  des  points  de  con- 
rours  des  sécantes  conmiunes  au  cercle  et  à  l'ellipse. 

i4®  Étant  donnée  une  hyperbole  éqnilatère,  le  centre  d'un  cercle, 
qui  passe  constamment  par  le  centre  de  l'hyperbole,  décrit  une  asymp- 
tote ;  trouver  le  lieu  des  points  de  concours  des  sécantes  commanes. 

iS^  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
donné  aux  cercles  qui  touchent  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

i6®  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
donné  aux  cercles  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  touchent 
une  droite  donnée. 

17^  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  inscrites  dans  une  &y- 
perbole  donnée  et  tangentes  à  un  cercle  concentrique  à  l'hyperbole. 

180  Construire  les  lieux  représentés  par  les  équations 

yk — a?*  +  2aœ'y=o,aî*  +  y*  — aa'y— a6*a5y=o, 

(ap"  +  y')  *^Saxy*  —  aaafi  +  aa'«' = o,  y  =  a  +  5  (« — c)*, 

a?*  +  y*— Saî* — 4aî'=o,œV  +  y— «=o> 

y* — oî* — aôacy" — aaa;»=  o,  y* — «♦— 3aî"y*— aaî=o, 

y*— »«♦— 96a*y'  +  looaW =0,  aflc»  — y>  +  (y — œ)* =0. 

19^  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 

asiny  —  sina}=o,     ainxsiny=  — 
y  =  --f    y  =  a5»,    af^y. 

X 

to^  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 

sin  co 


V  cosci> 


a  ces  (I)  —  I  V    ces  » 

p«  cos  »  —  ap  sin  «  +  cos'w  =  o,  p*  cos  ca  —  4P  sin  w  —  tang  w  =  o* 


^- 


^^m    _i_  *  #  *  —  a  cos  tù 
p  =  cos  0)  -*-  •  ' 

sm  w 


-^ 


il     ' 
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230  Une  conique  yariable  circonscrite  à  un  triangle  ABC  est  telle  que 
les  normales  à  la  conique  aux  points  ABC  concourent  en  un  point  M. 

Lieu  géométrique  de  ce  point  M. 

a4*  Une  conique  yariable  inscrite  d<-n8  un  triangle  ABC  est  telle 
que  les  normales  à  la  conique  aui  points  où  eUe  touche  les  côtés 
concourent  en  un  point  N.  Lieu  géométrique  de  ce  point  N. 

(Ce  lieu  est  le  môme  que  le  précédent.) 

i5*  Lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  une 
conique  fixe  S  et  à  une  conique  variable  passant  par  quatre  points 
fixes  ABCD. 

a)  Les  points  ABCD  étant  quelconques,  le  lieu  est  une  courbe  du 
sixième  ordre  ajant  pour  points  doubles  les  centres  des  couples  de 
droites  passant  par  les  quatre  points. 

b)  Si  deux  des  points,  A  et  B  par  exemple,  sont  sur  la  conique  fixe  S 
le  lieu  se  décompose  en  une  conique  et  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

c)  Si  trois  des  points.  A,  B,  G  par  exemple,  sont  sur  S,  le  lieu  se 
compose  de  trois  coniques. 

d)  Si  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  sont  sur  S,  le  lieu  se  compose  de 
droites. 

a6®  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  une 
conique  fixe  S  et  à  une  conique  yariable  passant  par  quatre  points 
fixes  A,  B,  C,  D. 

On  examinera,  comme  dans  l'exercice  précédent,  les  réductions  qui 
se  présentent  quand  un  certain  nombre  de  côtés  ou  de  diagonales 
du  quadrilatère  ABCD  touchent  la  conique  fixe  S. 

%i^  Construire  la  courbe  définie  par  réquatlon 

y  =  a;  sin  -  • 

Cette  courbe,  qui  passe  à  l'origine,  n'admet  pas  de  tangente  en  ce 
point. 

99*  Enyeloppe  des  droites  telles  que  les  segments  déteifminés  sur 
elles  par  deux  coniques  fixes  aient  le  môme  milieu.  —  Examiner  le 
cas  où  les  deux  coniques  ont  en  commun  un  diamètre  conjugué  d'une 
même  direction  de  cordes. 

a5*  La  droite  ayant  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

op  sin  a  —  y  cos  «  =  a  cos  k», 

a  pour  enyeloppe,  quand  «  yarie,  a  et  A:  restant  constants,  une  hypo- 
cycloïde  ou  une  épicycloïde  (n*  378).  Trouyer  le  lieu  des  points  d'où 
on  peut  mener  à  la  courbe  enyeloppe  des  tangentes  rectangulaires. 
Examiner  les  cas  particuliers  k=:2,k  =  d. 
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CHAPITRE  V 


De   la   slmllltudo. 


SB».  Nous  rappellerons  d'abord  la  définition  de  deux  figures 
homothétiques. 

Soit  un  système  quelconque  de  points  A,  B,  C,.-.  (fig.  256), 

situes  dans  un  plan;  ces 
points  pouvant  être  isolés 
les  uns  des  autres  ou  for- 
mer des  lignes  continues , 
d*un  point  0 ,  pris  arbi- 
trairement dans  le  plan, 
menons  aux  différents 
points  du  système  des 
rayons  OA,  OB,  OC, ...  et 
prenons  sur  ces  rayons 
des  points  A',  B',  C,  ... 
tels  que  l'on  ait 

OA_OB_OC_ 
OA'~OB'""OC  • 

le  système  des  points  ainsi 
obtenus  est  dit  semblable 
au  système  proposé  etsem- 


Fig.  tSO. 


l* 


A 


\   "/'^^-^^      ^  »i 


y-^. \ 


.X' 


/ 


V 


/ 


I 


A' 


Fig.  Î57. 

blablement  placé. 

Si  les  points  A^  B',  C,...  étaient  pris  sur  les  prolongements 
des  rayons  vecteurs  en  sens  inverse,  les  deux  systèmes  seraient 
iemblabks  et  inversement  placés.  Par  une  rotation  de  i8o  degrés 
autour  du  point  0,  le  second  système  coïncidera  avec  un  des 
systèmes  semblables  et  semblablement  placés  (fig.  aS^). 

Pour  abréger  le  langage,  M.  Chasles  a  désigné  cette  simi- 
litude de  forme  et  de  position  par  le  nom  à'komothétie,  directe 
dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second.  Le  point  0  est  dit 
centre  de  similitude  ou  à'homothétie  des  deux  systèmes,  le  nom* 
bre  k  est  le  rapport  de  similitude,  et  on  appelle  points  honiM^ 
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logues  les  points  A  et  A'  placés  sur  un  même  rayon.  Si  Ton 
fait  varier  le  rapport  A;  de  o  à  oo  et  aussi  la  position  du  centre 
0  de  similitude,  on  obtient  tous  les  systèmes  homothétiques 
au  système  proposé. 

Un  système  est  semblable  à  un  système  donné,  lorsqu'il  est 
égal  à  Tun  des  systèmes  homothétiques  au  système  donné. 

390.  On  sait  que  l'on  obtient  toutes  les  courbes  homo- 
thétiques aune  courbe  donnée  S  avec  un  seul  centre  de  sinu* 
litude  0,  pris  à  volonté  dans  son  plan.  Considérons  mainte- 
nant quelques  exemples. 

!•  La  courbe  S  est  un  cercle.  Si  Ton  prend  le  centre  du  cercle 
pour  centre  de  similitude,  la  seconde  courbe  sera  un  cercle, 
dont  le  rayon  pourra  avoir  telle  grandeur  que  l'on  voudra, 
a**  La  courbe  S  est  une  parabole  (fig.  a58).  La  courbe  étant 

rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  vérifient  l'é- 
quation y*  =  2px.  Si  l'on  prend  le  sommet 
pour  centre  de  similitude  et  que  l'on  appelle 
a;' ety'les  coordonnées  du  point  homothétique 

TIF/  ^      y      OM      ,    j,  ,  ,  , 

M,  on  aura  —,z=^^z=  --^^=k,  dou  x=kar, 

Fig.  258.  X      y      ou 

y=kt/  ;  la  courbe  homothétique  est  représentée  par  l'équation 

y'«=z=^a/;  c'est  une  parabole,  dont  le  paramètre  peut  avoir 

telle  grandeur  que  l'on  voudra,  à  cause  du  rapport  arbitraire  A; 
on  en  conclut  que  deux  paraboles  quelconques  sont  semblables. 

x^      v* 
3**  La  courbe  S  est  l'ellipse  —  +  ^= i .  Si  l'on  prend  le  cen- 
tre de  la  courbe  pour  centre  de  similitude,  la  courbe  homo- 
thétique, représentée  par  l'équation 

a  '^b*~k* 
est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à  celles  des  axes  de  la  première 
ellipse.  On  en  conclut  que  deux  ellipses  sont  semblables  lorsque 
leurs  axes  sont  proportionnels* 
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Le  même  théorème  a  lieu'pour  Thjperbole. 

4*  La  courbe  S  est  la  spirale  logarithmique  p  =  ai?'^.  Quand 
on  prend  le  pôle  pour  centre  de  similitude,  les  courbes  homo- 


ae 


mtù 


thé  tiques  ont  pour  équation  p = — — .  Si  Ton  pose  * = e*^,  cette 

équation  devient  p  =«'"(*»*""•);  elle  représente  la  spirale  pro- 
posée, que  l'on  a  fait  tourner  de  l'angle  «  autour  du  pôle.  Il 
en  résulte  que  la  seule  courbe  semblable  à  une  spirale  loga- 
rithmique est  cette  spirale  elle-même  ;  à  un  point  M  de  la 
courbe  correspond  un  autre  point  M'  de  la  même  courbe,  et 
Ton  peut  prendre  ce  point  M'  à  volonté,  à  cause  du  nombre 
arbitraire  k. 


ÉQUATION  DES  COURBES  HOMOTHBTIQUES. 

39t.  Soit 

» 

(0  f{^>y)=o 

réquation  d'une  courbe  S.  Prenons  l'origine  pour  centre  de 

similitude  et  construisons  avec  le 
rapport  k  une  courbe  S'  homothé- 
tique  à  la  première.  Si  l'on  désigne 
par  xety  les  coordonnées  d'un  point 
quelconqueM  de  la  première  courbe, 
par  x'  et  y'  celles  du  point  homolo- 
gue M'  de  la  seconde,  les  triangles 
semblables  OPM,  OP'M'  donnent 


Fig.  S59. 


X      y  _0M_ 
a?'~y'~OM'~ 


A; 


si  l'on  substitue  dans  l'équation  (i),  on  a  l'équation 

(a)  f{kx\ky')  =  o, 

qui  représente  toutes  les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 

proposée  et  ayant  l'origine  pour  centre  d'homothétie.  Dans 

cette  équation,  on  donnera  à  k  une  valeur  positive  lorsque 

l'homothétie  sera  directe,  une  valeur  négative  lorsque  l'ho- 

mothétie  sera  inverse. 

Laissant  fixe  la  courbe  S,  transportons  la  courbe  S' dans  le 
plan,  de  manière  que  l'origine  0  vienne  en  0'  {p,  g),  et  que  les 
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axes  restent  parallèles  à  leurs  directions  primitiyes  ;  la  courbe 
S' a  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  O'X'  et  OT', 

f{kx\ky')  =  o, 
et,  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 
(3)  f[k{x-p),k(t/-q)]  =  o. 

Dans  cette  nouyelle  position,  la  courbe  S'  est  homothétique  à 
la  courbe  S  ;  car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0  et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  k.  L'équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  similitude. 

39S.  En  même  temps  que  nous  transportons  Torigine  en 
O',  faisons  tourner  les  axes  de  Tangle  «;  la  courbe  S' occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à  la  proposée.  La  courbe  S'  rapportée  aux  axes 
mobiles  O'X'  et  OT',  a  pour  équation  /  (*a/,  *y')  =  o  ;  au 
moyen  des  formules  de  transformation, 

a/  =  {x — ;t>)co8«  +  (y  —  y)sin«, 

y'=  — (a?— p)  sin  a  +  ^  — j)  cos  a, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  Téquation  de 

la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette  équar 

tion  représente  toutes  les  courbes  semblables  à  la  proposée. 

393.  Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 

que  deux  courbes  du  second  degré 

Ax»  +  2Bary  +  Cy*  +  2Da:  +  aEy -f  F  =  0, 
A'«»+  aB'ary+  C'y«+  2D'a:+  aE'y-f-  F'=  o, 

soient  homothétiques.  L'équation  générale  des  courbes  homo* 

thétiques  à  la  première  courbe  est  {u?  391) 

A**x*+aBA«a?y4-C*«y«-2(BA»9-f-AA«p-Dft)x-2(B*V+C*"î-E*)y 

+  {AkY  +  2BA  V?  +  CkY  —  aD*p  —  nEkq  -j-  Fj  =  o. 
En  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a  ,  f 

A  _B  _C  _-Bç-Ap^^_-Bp-Cç  +  ^ 
A'     B'~C'  fP  E' 

]  ^Ap*  +  ^Bpg  +  C9*-^p-^-^q+y, 

-j5 .  i 
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L'élimination  des  trois  paramètres ;?,  q,  Centre  ces  cinq  &q\ 
tions,  donnera  deux  équations  de  condition  :  or  les  deux  pre- 
mières équations  t7=d?=7v>  ^^  renfermant  pas  les  paramè- 

A      Jt>       O 

très  à  éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de  condi- 
tion. Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré  soient  homo- 
thétiquesj  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
soient  proportionnels. 

394.  Il  reste  à  examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 
p,  q,  k  sont  réelles  et  finies  ;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels,  on  peut  les  rendre  égaux  en 
multipliant  tous  les  termes  de  Tune  des  équations  par  un  facteur 
convenable  ;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la  forme 

(4)  A^»  +  aBa:y  +  Cy*  +  2Dx  +  2Ey-f  F  =  o, 

(5)  Aar«  +  aBary  +  Cy»  +  aD'ar+  2B'y+  F'=  o- 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la 
quantité  AC  —  BK 

1©  j^c  —  B*  =  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole  ;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables  ; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ayant  le  même  coefficient 

B 

angulaire  —  77,  sont  parallèles,  et,  par  suit^i  les  courbes  sont 

C 

homothétiques. 

a»  AC  —  B"  >  o.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de* 
viennent 

(6)  Ax«  +  aBxy  +  Cy*  +  H  =  o, 

(7)  Air»  +  aBxy  +  Cy«  +  H'=  0. 

Les  axes  des  courbes,  dont  les  directions  sont  déterminées 

aB 

par  l'équation  tang  î*«=T— n  (^*  *40^  sont  parallèles;  si  Ton 

fait  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l'angle  a,  les  équationi 
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(6)  et  (7)  86  réduisent  à  la  forme 

(8)  AV  +  Cy  +  H  =  o, 

(9)  A'x«  +  Cy+H'  =  o. 

Les  coefficients  À'  et  Oy  dont  les  valeurs  sont  données  par  les 
relations 

A'  +  a  =  A  +  C,     A'  —  C  =  d=  V/4B*  +  (A—  C)  », 

ont  le  même  signe;  pour  que  les  équations  (8)  et  (9)  représen- 
tent deux  ellipses  réelles,  il  faut  que  les  quantités  H  et  H'  soient 
également  de  même  signe  et  que,  de  plus,  ce  signe  soit  contraire 
au  précédent.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  les  axes  des 

deux  ellipses  ayant  le  même  rapport i/ -p y  les  ellipses  sont 

homothétiques. 

30  AC  —  B*  <  ©•  Les  deux  lieux  sont  du  genre  hyperbole. 
En  faisant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précédent, 
on  arrive  aux  équations  (8)  et  (9) ,  dans  lesquelles  A'  et  C  ont  des 
signes  contraires.  Lorsque  lies  quantités  H  et  H'  sont  difTé- 
rentes  de  zéro,  chacune  des  équations  représente  une  hyper- 
bole. Si  H  et  H'  ont  le  même  signe,  les  axes  réels  des  deux 
courbes  sont  parallèles,  et,  comme  le  rapport  des  axes  est  le 
même,  les  courbes  sont  homothétiques.  Lorsque  H  et  H'  ont 
des  signes  contraires,  Tune  des  hyperboles  est  semblable  à  la 
conjuguée  de  l'autre.  Dans  les  deux  cas,  les  courbes  ont  leurs 
asymptotes  parallèles. 

'  On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  deux  équations  du 
second  degré  ont  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  pro- 
portionneb  et  représentent  deux  courbes  réelles,  ces  courbes  sont 
homothétiques;  cependant^  quand  les  courbes  sont  des  hyperboles, 
il  peut  arriver  que  Tune  soit  homothétique  à  la  conjuguée  de 
Vautre. 

ÉQUATION  GÉNÉRALE  d'UNE  ESPÉCE  DE  COURBES. 

393.  On  appelle  courbes  de  même  espèce  les  courbes  comprises  dans 
une  même  déûnition  géométrique,  et  qui  ne  différent  les  unes  des  autres 
que  par  les  valeurs  attribuées  aux  paramétres  qui  entrent  dans  la  défi- 
nition générale.  L'équation  générale  des  courbes  de  Fespéce  considérée 
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est  une  équation  qui,  dans  un  système  de  coordonnées,  donne  toutes 
ces  courbes,  quelle  que  soit  leur  position  dans  le  plan,  quand  on  attri- 
bue diverses  valeurs  aux  paramètres  variables  qu'elle  renferme.  Àmsi, 
lorsque  tes  axes  fixes  sont  rectangulaires,  Téquation  générale  de  Tespèco 
cerde  est  (a? — a)'-4-(y— 6)"=f*.  Cette  équation  renferme  trois  para- 
mètres variables,  savoir  le  rajon  r  et  les  deux  coordonnées  du  centre  a  et  6. 

Souvent  on  cherche  d'abord  Téquation  de  la  courbe  par  rapport  à 
des  axes  particuliers,  que  Ton  choisit  de  manière  à  simplifier  le  calcul; 
alors,  pour  obtenir  l'équation  générale,  on  la  rapporte  à  des  axes  fixes 
par  une  transformation  de  coordonnées. 

On  a  défini  la  lemniscate  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  des  dis- 
tances de  chacun  d'eux  à  deux  points  F  et  F  soit  égal  au  carré  de  la 
moitié  de  la  droite  F'F  (fig.  260}.  Si  l'on  prend  pour  origine  le  milieu  (f 
de  la  droite  F'F,  pour  axes  des  coordonnées  O'F  et  une  perpendiculaire 
à  OT,  et  si  Ton  désigne  par  ac  la  distance  FF,  la  courbe,  rapportée  à 
eet  axes  particuliers  variables,  est  représentée  par  l'équation  (n<*  SSg) 


(œ'»  +  y'")«  +  ac»(y'»  —  «'«)  =  o. 


On  rapporte  ensuite  la  courbe 
^,    aux  axes  fixes  rectangulaires  OX, 
.OY,  au  moyen  des  formules  de 
transformation 

x'  =  {x — o)  cos  a  +  (y  —  6)  sina, 
y'= — (œ — a)  sin  a+ (y— ô)  cos  ot, 
dans  lesqueUes  a  et  6  désignent 
ies  coordonnées  du  point  0'  par 
Fig.  260.  rapport    aux   axes  fixes  et  • 

Tangle  de  la  droite  O'F  avec  OX.  On  arrivera  ainsi  à  une  équation 

F(«,y,c,a,6,«)=o 

renfermant  quatre  paramètres  arbitraires,  et  qui  représente  tontes  las 
lemniscates  ;  c'est  l'équation  générale  de  l'espèce. 

L'équation  générale  d'une  espèce  de  courbes,  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  contient  trois  paramètres  de  plus  que  l'équation  des  mêmes 
courbes  rapportées  à  des  axes  liés  aux  courbes  d'une  manière  déter* 
minée.  Soit  n  le  nombre  total  des  paramètres,  on  pourra  toujours 
remplacer  ce  système  de  paramètres  par  un  autre  système,  tel  que  les 
variations  de  trois  d'entre  eux  ne  fassent  que  déplacer  la  courbe  dans 
son  plan,  tandis  que  les  variations  des  n  —  3  autres  donnent  des 
courbes  différentes. 

386.  Le  nombre  des  points,  et,  en  général,  le  nombre  des  conditions 
nécessaires  pour  déterminer  complètement  une  courbe  d'espèce  donnée, 
est  égal  au  nombre  des  paramètres  arbitraires  que  renferme  l'équation 
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générale  de  l'espèce.  Les  remarques  faites,  à  propos  des  courbes  du 
second  degré  (n^  a83],  sur  les  conditions  multiples,  sont  ici  applicables» 
Toutefois  il  importe  de  s'assurer  préalablement  que  les  paramètres  qui 
entrent  danb  l'équation  ne  peuvent  être  réduits  k  un  nombre  moindre. 
Considérons,  par  exemple,  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées 
par  (a, 6),  (a'^ft'),  soit  constant  et  égal  à  k.  Ce  lieu,  qui  a  pour  équation 

est  une  circonférence  de  cercle.  L'équation  (x]  renferme  cinq  para- 
mètres ;  mais  si  l'on  développe  et  si  l'on  ordonne,  elle  devient 

(a)  aî^+y*-a-7ir]^«-a7zrjïry+ r^ià '=">- 

Trois  des  coefficients  seulement  renferment  les  paramètres  ;  si  on  les 
représente  par  A,  B,  G,  l'équation  (a)  prend  la  forme 

(3)  aî»  +  y«  +  Aaî4-By  +  C=o. 

Trois  points  suffisent  pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  G,  et,  par 
conséquent,  la  circonférence.  Si  l'on  veut  ensuite  obtenir  a,  6,  a',  6',  k, 
on  aura  un  système  de  trois  équations  à  cinq  inconnues;  il  y  aura  indé- 
termination^ et  deux  des  inconnues  pourront  être  prises  à  volonté  ;  ceci 
signifie  que,  pour  une  même  circonférence,  on  peut  trouver  une  infi- 
nité de  couples  de  deux  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  cha- 
cun des  points  de  la  circonférence  à  ces  deux  points  fixes  soit  constant. 

397.  La  définition  géométrique  d'une  espèce  de  courbes  indique 
elle-même  le  nombre  des  paramètres  arbitraires  que  renferme  son 
équation  générale.  La  définition  du  cercle  exige  la  connaissance  du 
centre,  dont  la  position  est  déterminée  par  ses  deux  coordonnées,  et 
celle  du  rayon,  en  tout  trois  constantes  ou  paramètres  arbitraires.  La 
définition  de  la  lemniscate  exige  la  connaissance  de  deux  points  fixes,  ce 
qui  fait  quatre  constantes  ;  pour  l'ellipse,  coname  il  faut  connaître  en 
outre  la  somme  des  rayons  vecteurs,  la  courbe  dépend  de  cinq  para- 
mètres ;  dans  la  définition  de  la  spirale  d'Archimède  entre  un  pôle,  ce 
qui  fait  deux  constantes,  la  position  de  la  droite  à  l'instant  où  le  mo- 
bile passe  au  pôle,  et  un  rapport,  en  tout  quatre  constantes. 

388.  Un  polynôme  entier  du  degré  m  par  rapport  aux  deux  variables 
«  et  y  contient  i ^^ i-î-^  termes  ;  on  en  conclut  qu'il  faut 

i ii 1  ou  —i pomts  pour  définir  une  courbe  algébrique 

djQ  degré  m.  Par  exemple,  il  faut  9  points  pour  définir  une  courbe  du 
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troisiâme  degré,  i4  points  pour  dôliiiir  une  courbe  du  quatrième  degré* 
D'après  cela,  on  voit  que  toute  équation  du  troisième  degré  peut  sa 
mettre  sous  la  forme 

apa„a,,p,f  désignant  dos  fonctions  entières  et  du  premier  degré,  et  k 
un  paramètre  arbitraire,  car  cette  équation  contient  onze  paramètres 
arbitraires  ;  on  peut  môme  prendre  à  volonté  Tune  des  cinq  fonctions 
linéaires,  puisqu'il  reste  encore  neuf  paramètres.  Les  trois  droites 
«I  =0,  at=o,  «1=0,  sont  tangentes  aux  courbes  aux  points  où  elles  sont 
coupées  par  la  droite  p  =  o  ;  et  les  points  où  ces  tangentes  sont  coupées 
par  la  droite  •x  =  o  appartiennent  aussi  à  la  courbe.  En  prenant  p  à  vo- 
lonté, on  a  le  théorème  suivant  :  si  Ton  coupe  une  courbe  du  troisième 
degré  par  une  droite  quelconque  p  =  o,  qu'aux  trois  points  d'intersec- 
tion on  mène  les  tangentes  à  la  courbe,  chacune  des  tangentes  coupe 
la  courbe  en  un  nouveau  point,  et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 
En  prenant  y  à  volonlc,  on  a  cet  autre  théorème  :  si  l'on  coupe  une 
courbe  du  troisième  degré  par  une  droite  y  =  o,  si  par  chacun  des 
points  d'intersection  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe,  les  points  de 
contact  de  ces  tangentes  sont  trois  à  trois  on  ligne  droite. 

Supposons  que  la  droite  p=o  s'éloigne  à  l'infini,  les  trois  tangentes 
o,=o,a,  =  o,a,=o  auront  pour  limites  les  trois  asymptotes  de  la 
courbe  ;  chacune  do  ces  asymptotes  coupe  la  courbe  en  un  seul  point, 
et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

L'équation 

(5)  aja,a,— A:P'=o, 

qui  renferme  neuf  paramètres  arbitraires,  représente  toutes  les  courbes 
du  troisième  degré.  Les  trois  points  où  la  droite  p  =  o  rencontre  la 
courbe  sont  des  points  d'iaÛexion  ;  les  tangentes  en  ces  points  sont 
les  droites  a^  =  o,  a,  =  o,  a^  ^  o. 

On  peut  encore  représenter  toutes  les  courbes  du  trobième  degré 
par  l'équation 

(6)  a(a-flY)(«-^)-*PY=o 

qui  renferme  aussi  neuf  paramètres  arbitraires.  La  droite  y  =  o  est 
la  tangente  au  point  d'inflexion  (a=o,  y=o),  les  trois  tangentes 
a= o,  «—  aY=o,  a-^6yso  aux  points  où  la  droite  p= o  coupe  la  courbe 
passent  par  ce  point  d'inflexion.  En  prenant  la  perspective  sur  un  plan» 
on  peut  rejeter  h  l'infini  telle  droite  que  l'on  veut,  par  exemple  la 
tangente  y=o  au  point  d'inflexion  ;  il  suffit  de  faire  t=  i  dans  l'équa- 
tion qui  se  réduit  à  la  forme  a(a— a)(a— 6)— A;?«  =  o;  si  l'on  prend 
pour  axe  des  m  la  droite  p = o  et  pour  axe  des  y  la  droite  a=so,  on  ob* 
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tient  réquation  fty'=ar(x— a)(x— 6)  qae  nous  arous  étudiée  au  no  337. 

399.  Toute  équation  du  quatrième  degré  peut  être  mise  sous  la 
forme 

(7)  aia,«,a4  — *P«?=o, 

f  désignant  un  polynôme  du  second  degré  ;  car  cette  équation  contient 
16  paramètres;  on  peut  même  prendre  p  à  volonté,  puisqu'il  reste  i4  pa- 
ramètres. Ainsi,  quand  on  coupe  une  courbe  du  quatrième  degré  par 
une  droite  q[uelconque  P=o,  qu'aux  quatre  points  d'intersection  on 
mène  des  tangentes ,  et  qu'on  prend  les  deux  autres  points  où  chaque  tan- 
gente rencontre  la  courbe,  on  a  huit  points  situés  sur  une  conique  7  =  0. 
Une  courbe  du  quatrième  degré  a  quatre  asymptotes;  chacune  d'elles 
coupe  la  courbe  en  deux  points  ;  les  huit  points  sont  sur  une  conique. 

CONDITIONS  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  FIGURES. 

400.  Considérons  une  sério  de  courbes  de  même  espace, 
dans  la  définition  desquelles  il  n'entre  qu'un  paramètre  li- 
néaire A,  dont  nous  désignerons  la  mesure  par  a,  et  soit 

(1)  /(^,y,a)  =  o 

réquation  qui  représente  toutes  ces  courbes,  abstraction  faite 
de  leur  position  dans  le  plan.  Si  l'équation  (1)  a  été  obtenue 
sans  spécifier  l'unité  linéaire,  elle  est  nécessairement  homo- 
gène par  rapport  à  x,  y,  a.  Quand  on  change  le  paramètre  li- 
néaire A,  ce  qui  revient,  Tunité  restant  la  même,  à  faire  va- 
rier le  nombre  a,  l'équation  (i)  définit  une  série  de  courbes 
homothétiques.  En  effet,  soit  Ao  un  paramètre  ayant  pour 
mesure  a^;  à  ce  paramètre  correspond  la  courbe  particulière 

W  /'(a?,y,ao)=o. 

Les  courbes  homothétiques  à  la  courbe  (a),  l'origine  étant  le 
centre  d'homothétie  et  k  un  rapport  arbitraire,  sont  repré- 
sentées par  réquation  (n*  391) 

(3)  f[kx,ky,a^)  =  o. 

Désignons  par  Aj  un  second  paramètre  ayant  pour  mesure  un 


nombre  a  y  tel  que— =A,  l'équation  (3)  pourra  s'écrire 

f[kx,  ky,  ka,)  =  k^f{x,  y,  aO  =  0, 
(4)  ou  f{x,y,a,)  =  o, 
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ce  qui  signifie  que  les  courbes  homothëtiques  i  la  courbe  {%) 
sont  les  diverses  courbes  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  le 
paramètre  A. 

40i.  En  frenéral,  supposons  qu'il  faille  n  paramètres  li- 
néaires Â,  B,...  pour  définir  toutes  les  courbes  d'une  même 
espèce,  abstraction  faite  de  leur  position  dans  le  plan  ;  dési- 
gnons par  a,  b,  c,..,  les  mesures  de  ces  paramètres  au  moyen 
d'une  unité  arbitraire  ;  l'équation  des  courbes  de  l'espèce 

(5)  /'(a?,y,a,*,...)  =  o 

sera  homogène  par  rapport  à  x,  y,  a,  b...  Les  courbes  définies 
par  l'équation  (5)  et  qui  correspondent  à  deux  séries  de  para- 
mètres proportionnels  A«,  Bo,...  et  Ai,  B^,...  sont  homothé- 
tiques  ;  car,  si  l'on  désigne  par  k  le  rapport  des  paramètres 

fl,       b^ 

les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 

sont  représentées  par  l'équation 

f(kx,  *y,  *a„  *6„ . . .)  =  f^f{x,  y,  a^,  *....) =o. 

ou  A^,y,ûi,  *!,... )=o. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  lorsque  la  courbe,  abstrac- 
tion faite  de  sa  position  dans  le  plan,  est  définie  par  une  seule 
longueur,  toutes  les  courbes  de  l'espèce  sont  semblables.  Ainsi, 
le  cercle  étant  défini  par  son  rayon,  la  parabole  par  la  distance 
du  foyer  à  la  directrice,  la  lemniscate  par  la  distance  des 
foyers,  la  spirale  d'Archimède  par  la  longueur  que  parcourt 
le  mobile  sur  la  droite  pendant  une  révolution  de  cette  droite, 
toutes  les  circonférences  sont  semblables,  et  de  même  toutes 
les  paraboles,  toutes  les  lemniscates,  etc. 

L'ellipse  étant  définie  par  les  deux  axes,  la  condition  de  si- 
militude de  deux  ellipses  est  que  ces  axes  soient  proportion- 
nels, comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  au  n*  390.  Il  en  est  de 
même  de  deux  hyperboles. 
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CHAPITRE    VI 


Résolution  ^raplilque  de«  équation 


40S.  Considérons  deux  équations  à  deux  inconnues  xety 
(0  ?(a?,y)  =  o,  (a)  ^{x,y)  =  o; 

chacune  d'elles  définit  une  courbe.  Au  système  de  ces  deux 
équations,  on  peut  substituer  une  infinité  de  systèmes  équiva- 
lents ;  prenons  en  particulier  un  système 

dans  lequel  Tune  des  équations  ne  contienne  plus  la  variable  y, 
système  que  l'on  obtient  en  éliminant  y  entre  les  deux  équa*- 
tiens  proposées.  Les  racines  réelles  de  l'équation  (4)  sont  les 
abscisses  des  points  communs  aux  courbes  (i)  et  (2).  Cepen- 
dant, si  le  système  des  équations  (5)  et.  (4)  était  vérifié  par 
un  couple  de  valeurs  de  la  forme  a:=a,  y=p+Y*>  dans  les- 
quelles les  quantités  a,  p,  y  sont  réelles,  ces  valeurs  vérifie* 
raient  le  système  des  équations  (1)  et  (2);  mais  la  quantité  « 
ne  serait  pas  l'abscisse  d'un  point  réel  commun  aux  deux 
courbes.  L'exception  que  nous  venons  de  signaler  ne  se  pré- 
sente jamais  lorsque  l'équation  x  (^9  y)=o  est  ime  équation 
algébrique  ne  renfermant  la  variable  y  qu'au  premier  degré. 
Lorsqu'on  veut  résoudre  une  équation  /  (j?) = o  à  une  seule 
inconnue,  on  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  différentes 
les  courbes  déterminées  par  les  équations  (1)  et  (2).  La  seule 
condition  i  remplir,  c'est  que  l'élimination  de  y  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  donne  l'équation  proposée.  Une  première  com- 
binaison est  y=f  {x),  y=o,  ce  qui  revient  à  considérer  les 
valeurs  de  l'inconnue  comme  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  courbe  y=zf  {x)  et  de  l'axe  desar.  Cette  combi- 
naison est  rarement  la  plus  simple.  On  démontre  en  algèbre 
que  si  l'on  élimine  une  inconnue  y  entre  deux  équations  algé- 
briques à  deux  inconnues  dont  les  degrés  sont  m  et  n,  l'équa- 
tion en  X  est  généralement  du  degré  mn.  Par  conséquent,  si 
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l'équation  proposée  est  algébrique  et  que  l'on  veuille  obiemr 
ses  racines  par  des  intersections  de  courbes  algébriques,  le 
produit  des  degrés  des  équations  des  deux  courbes  devra  être 
égal  au  degré  de  l'équation  à  résoudre.  Appliquons  cette  mé- 
thode à  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

403.  L'équation  du  quatrième  degré  se  ramène  aisément  A 
la  forme 

(5)  x^ '\'px^'{'qX'\-r=o; 

on  peut  la  considérer  comme  provenant  de  l'élimination  de  y 
entre  les  deux  équations  du  second  degré 

(6)  x^  —  my  =  o,  (7)    mV+P»wy  +  yar  +  r  =  o, 
qui  définissent  chacune  une  parabole.  L'équation  (6)  ne  ren- 
fermant y  qu'au  premier  degré,  toutes  les  racines  réelles  de 
l'équation  (5)  sont  des  abscisses  de  points  réels  communs  aux 
deux  courbes. 

On  peut  remplacer  la  parabole  (7)  par  une  autre  courbe  du 
second  degré  passant  par  les  points  communs  aux  courbes  (6) 
et  (7).  L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  sa- 
tisfaisant à  cette  condition  {u?  277)  est 

(8)  te'  +m*y*  +  ?^  +  '''(P  —  *)y +  '•  =  0» 

k  étant  un  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  prend  *:=m',  la  courbe 
(8)  ne  pourra  être  qu'une  circonférence  de  cercle  ;  on  obtient 
les  coordonnées  a  et  i  du  centre  et  le  rayon  R  de  cette  circon- 
férence par  les  formules 

^^'  am*  am  '  mr 

Lorsque  la  valeur  de  R*  est  positive,  l'équation  (8)  représente 
un  cercle  réel,  et  les  racines  réelles  de  l'équation  (5)  sont  les 
abscisses  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  para- 
bole (6).  Lorsque  la  valeur  de  R*  est  négative,  l'équation  (8) 
n'ayant  pas  de  solutions  réelles  (n*»  85),  il  en  est  de  même  du 
système  des  équations  (G)  et  (7),  ou  du  système  équivalent  des 
équations  (5)  et  (O;  ;  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée 
sont  imaginaires. 
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404.  Considérons  maintenant  l'équation  du  troisième  degré 
ramenée  à  la  forme 

Si  l'on  multiplie  par  x,  ce  qui  introduit  la  racine  x=o,  dont 
on  ne  tiendra  pas  compte,  on  obtient  l'équation  du  quatrième 
degré  x*+/'^'+î^=o,  à  laquelle  on  appliquera  la  méthode 
précédente.  La  valeur  de  R'  étant  ici  égale  à  a^  4~  ^*  ^^t  tou- 
jours positive.  Le  cercle  et  la  parabole  passent  à  l'origine  des 
coordonnées;  l'abscisse  de  ce  point  est  la  racine  x=o,  que 
l'on  doit  écarter. 

La  même  parabole  x" — my=o  peut  servir  pour  la  résolu- 
tion de  toutes  les  équations  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré;  le  cercle  seul  change  suivant  les  valeurs  des  coeffi- 
cients de  l'équation  proposée.  Cette  méthode  ne  peut  être  em- 
ployée avec  avantage  que  lorsque  l'on  doit  résoudre  successi- 
vement un  grand  nombre  d'équations;  alors  on  trace  ^vec 
beaucoup  de  soin  une  parabole  ayant  un  paramètre  arbitraire  ; 
et,  dans  chaque  exemple  particulier,  il  ne  reste  plus  qu'à  dé- 
terminer le  cercle. 

405.  Lorsque  l'inconnue  x  est  une  ligne,  et  que  l'unité  n'a 
pas  été  spécifiée,  l'équation  f{x)=o  est  une  équation  homo- 
gène entre  l'inconnue  x  et  diverses  lignes  connues.  Dans  le 
cas  où  l'équation  est  du  quatrième  degré,  si  les  coefficients  p, 
q,  r  sont  des  fonctions  rationnelles,  ou  des  fonctions  irration- 
nelles du  second  degré  des  longueurs  données,  en  prenant 
pour  le  paramètre  m  de  la  parabole  une  longueur  arbitraire, 
on  pourra  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  coordon- 
nées du  centre  et  le  rayon  du  cercle. 

Mais  si  l'équation  est  une  équation  numérique,  c'est-à-dire 
si  les  coefficients  sont  des  nombres  donnés,  on  prendra  pour 
m  un  nombre  déterminé  ;  on  fera,  par  exemple,  m  =  i ,  et  l'on 
construira  la  parabole  et  le  cercle  à  l'aide  d'une  échelle  arbi- 
traire; l'abscisse  de  l'un  des  points  do  rencontre,  évaluée  à  la 
même  échelle,  donnera  la  valeur  du  nombre  inconnu  x. 

On  sait  que  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré 
à  deux  inconnues  x  et  y,  ou  la  recherche  des  points  d'inter- 
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seetioiii  <to  dieux  ooarbes  du  secoad  degré,  ae  ramène  à  la  ré- 
solution d'une  équation  du  quatrième  degré  à  une  inconnue. 
Cette  résolution  pourra  donc  être  eflFectuée  à  l'aide  d'une  pa- 
rabole déterminée  et  d'un  cercle.  Cependant,  si  Tune  des 
courbes  du  second  degré  est  déjà  tracée,  on  pourra  rem- 
ployer avec  le  cercle. 

406.  Exemple  I.  Moier  une  normale  à  une  panl>ole  y"  —  ^px  =  o 
par  un  point  donné  P  dont  les  coordonnées  aont  ««  et  y «.  Les  coor- 
données X  et  y  du  pied  de  la  normale  sont  détenninées  par  le  système 
de  deux  équations, 

y«— 2paî  =  o,    aîy  — (».— p)y— py,  =  o. 

Si  Ton  multipUe  tous  les  termes  de  la  dernière  par  y,  49t  si  l'on  remplace 
y*  par  sp»,  on  a  une  nouveUe  parabole  •■  —  {9^ — p)»  —  — =o;  eo 
ajoutant  membre  à  membre  les  équations  des  deux  paraboles,  on  ob- 
tient lo  cercle  x*  +y*  —  (x,  +p)x  —  —  =k  o.  Les  points  où  ce  cercle 
coupe  la  parabole  proposée  sont  les  pieds  des  normales  (o®  3o6). 

407.   Exemple  H.  Résoudre  l'équation  numéiHque  a^  —  x  —  7  ==  o. 

Au  moyen  d*une  échelle 
Y  bien  faite,  construisons 

la  parabole  x^  =  y  ;  dé- 

crîyons  le  cercle  dont  le 

^  centre  C  a  pour  coor- 

\  données  a  =  -,  6=1, 

\  et  qui  passe  à  rorigine  ; 

I  ce  cercle  coupe  la  para- 

,' bole  en  un  seul  point  M  ; 

/         *  donc  l'éqaation  propo- 

y  sée  n'a  qu'une  racine 

réelle,  l'abscisse  OP  du 
point  M  (Qg.  s6x).  £n  me- 
surant cette   longueur 


Fig.  161. 

au  moyen  do  récliellc  employée,  on  trouve  x  =  2,09 


Exemple  IIL  Réêoudré  Inéquation  x*  —  Sx  +  1=0.  Décrivons  le  cercle 
dont  le  centre  G  a  pour  coordonnées  a= — ,  5  =  3,  et  qui  passe  p«r 
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VorifÎDe:  ee  œrcle  coupe  la  parabole  en  trois  points  ;  on  «a  cenokii 

que  Féquation  a  ses 
trois  racines  réelles;  en 
mesurant  les  abscbses, 
on  trouve  que  les  deox 
racines  positives  sont 
o,  to  et  t|  i3» 

408.    Exemple    IV. 

Considérons  Téquation 
transcendante 

a;tanga;=  i. 
Cette  équation  résulta 
de  rélimination  de  y  en- 
tre les  deux  équations 
y  =  tang  a?,  oîym, 
ï^'S'  *w«  La  première  représente 

une  courbe  composée  d'une  iniiuité  de  branches  égales  qui  ont  des 
asymptotes  perpendiculaires  à  l'axe  des  x\  la  seconde  une  hyperbole 
équilatère  (fîg.  a6s).  Il  est  évident  que  la  branche  de  droite  de  l'hyper- 
bole rencontre  au  moins  une  fois  chacune  des  branches  OA,  B'A', ...  de 
la  courbe  transcendante  ;  d'ailleurs  il  n'y  a  sur  chaque  branche  qu'un 
seul  point  de  rencontre,  car,  lorsque  x  varie,  les  ordonnée:;  des  deux 
courbes  varient  en  sens  contraires  :  si  ces  ordonnées  sont  égales  pour  une 
certaine  valeur  de  x^  elles  sont  nécessairement  inégales  pour  toute  va- 
leur différente.  Les  racines  de  l'équation  sont  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires;  il  v  a  une  première  racine  positive  comprise  entre 

o  et  -,  une  seconde  entre  ir  et — ,  une  troisième  entre  sic  et — ,  etc : 

a  s  a  '      ' 

le  nombre  des  racines  est  infini.  En  appelant  x.  la  n'^  racine,  la  diffé- 
rence entre  x  et  (n  —  i)ir  est  très-petite  lorsque  n  est  très-grand.  La 
courbe  donne,  pour  valeur  de  la  première  racine,  0,86. 

On  pourrait  aussi  se  servir  des  équations  y = tang  ( x\y  y ^=^9$ 

«t,  en  posant x  =  x^y  y  =  tang  a/,  y  = a/,  l'hyperbole  serait 

a  a 

remplacée  par  une  ligne  droite. 

400.  Remarques.  Les  procédés  graphiques  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  ne  donnent  pas  les  valeurs  des  inconnues  avec 
une  bien  grande  précision  ;  on  ne  doit  pas  espérer  une  approxi- 
mation plus  grande  qu'un  centième  de  la  racine. 

On  se  sert  quelquefois  de  deux  courbes  tracées  grossière- 
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ment  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d'nna 
équations.  Or,  tant  que  Ton  n'a  pas  étudié  avec  soin  la  forme 
des  deux  courbes,  on  ne  peut  déduire  aucune  conclusions  ri- 
goureuse de  cette  consiruction.  En  général,  la  discussion  des 
courbes  et  la  détermination  de  leurs  points  de  rencontre  pré- 
sentent les  mêmes  difficultés  que  la  question  proposée. 
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CHAPITRE  VII 
iVotions  sur  les  eowrlies  nntciirsales* 

On  a  vu  (page  3 16)  quelles  facilités  se  présentent  pour 
l'étude  d*une  courbe  lorsque  les  coordonnées  d*un  de  ses 
points  peuvent  s'exprimer  commodément  en  fonction  d*un 
paramètre.  À  ce  point  de  vue,  les  courbes  algébriques  les 
plus  simples  sont  celles  dont  les  coordonnées  peuvent  s'ex- 
primer en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre.  Ces  courbes 
particulières  ont  été  nommées  unicursahs, 

La  théorie  des  courbes  unicursales  a  été  fondée  par  Chasles 
et  Clebsch.  Les  résultats  que  nous  indiquons  sont  empruntés 
pour  la  plupart  aux  Mémoires  de  Clebscb  (Journal  de  Crelle, 
t.  LXIV  et  LXXIII)  et  aux  leçons  de  géométrie  de  Clebsch 
publiées  par  Lindemann. 

I.  Une  courbe  d'ordre  m  avec  un  point  multiple  d'ordre  m  —  1 
est  unicursale, 

£n  effet,  si  l'on  prend  le  point  multiple  pour  origine,  l'équa- 
tion de  la  courbe  devient  (§  354) 

?— i(a?,y)  +  ?«(^,y)  =  o 

où  (p»-i  et  <pm  désignent  des  polynômes  homogènes  en  â;  et  y 
des  degrés  m  et  m —  i.  Une  droite  variable 

y=tx, 

passant  par  l'origine,  coupe  la  courbe  en  m  —  1  points  con^ 
fondus  avec  l'origine  et  en  un  seul  point  variable  M  dont  les 
coordonnées  sont  données  par  les  équations 

^'^       ""'-''^ijTrtT  '  ^~    ^::^W¥' 

c'est-à-dire  sont  des  fonctions  rationnelles  du  paramètre  t,  de 
degré  m,  avec  le  même  dénominateur.  A  chaque  valeur  de  t 
répond  sur  la  courbe  un  seul  point,  et  inversement  à  chaque 
point  M  de  la  courbe  distinct  du  point  multiple  âP  -=  o ,  y  :=  o  ré- 


/ 
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pond  ane  seule  valeur  de  /,  ^  :=  ^ ,  égale  un  coefficient  ang^ 

laire  de  la  droite  OM;  quant  au  point  multiple  âp  =  o,  y  =  o, 
on  l'obtient  pour  m  —  i  valeurs  de  r,  racines  de  l'équation 

On  peut  encore  dire  que,  si  x  et  y  sont  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  distinct  du  point  multiple,  les  équa- 

tioûs  (i)  de  degré  m  en  I  ont  une  seule  racine  commune  / = ^, 

et  si  X = o,  y  =  0,  ces  équations  ont  m  —  i  racines  communes 
données  par  l'équation  ç„_i  (i,  /)  =  o. 

Dans  cette  catégorie  de  courbes  unicursales  rentrent  :  les 
coniques  (m  ==  a)  ;  les  courbes  du  troisième  ordre  avec  un  point 
de  rebroussement  ou  un  point  double  (m  =  3],  par  exemple 
la  cissoïde  et  la  strophoïde  ;  puis  les  courbes  du  quatrième 
ordre  avec  un  point  triple,  par  exemple  (a  courbe  construite 
à  la  page  SSg  ...  etc.  Nous  verrons  plus  loin  qu'il  existe 
d'autres  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre,  à  savoir 
des  courbes  ayant  trois  points  singuliens,  doubles  ou  de  re- 
broussement. 

II.   COURBES  U>aGnRSALES  DU  TROISIÈME  GJXDKB. 

Soit 

A««  +  Bary  +  Cy*  +  Dx»  +  Ea?*y  +  Fa:y  • -h  Gy  • = o 

l'équation  d'une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  sin- 
gulier à  l'origine.  Si  l'on  fait  y  =  tx,  on  obtient,  pour  les  coor- 
données d'un  point  M  de  la  courbe,  les  expressions  suivantes 

ov  <pW=D  +  Ef  +  F/»  +  G<*. 

Les  valeurs  de  /,  correspondant  au  point  singulier  situé  à 
l'origine,  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

A+B/  +  C/*  =  o 

qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  Tort- 
gine  ;  le  point  singulier  sera  un  point  double  ou  un  point  ds 


\ 
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lebroossemeat  siÛTaDt  qae  ces  raciaes  aeroat  inégales  cm 

égales  (n*  554)» 

COURBE  DU  TROISIÈME  ORDRE  AVEC  UN  REBROUSSEMENT 

Supposons  d'abord  ces  racines  égales  :  soit  a  leur  valeur 
commune;  on  aura 

A  +  B«  +  C£«  =  C(<-aJ' 
d*où. 


.6) 


x= 


-_C(/-a)« 


y= 


—  a  (<  —  a)« 


9(0  '    '  9(0 

Prenons  sur  la  courbe  iroia  pointa  correspondant  aux  va- 
leurs l| ,  it,  h  du  paramètre  et  cher- 
chons quelle  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  ces  points 
soient  en  ligne  droite. 

Soit       uX'{-vy  +  w=^o 

réquation  d'une  droite  ne  passant 
pas  par  le  point  de  rebroossement. 
Les  râleurs  t^,i%y  /,  du  paramètre  i, 
correspondant  anx  points  d'intersec- 
tion de  cette  droite  avec  la  courbe,  sont  racines  de  Téquation 
du  troisième  degré  obtenue  en  remplaçant,  dans  l'équation 
de  la  droite,  x  et  y  par  leurs  expressions  (3).  Après  cette 
substitution,  le  trinôme  ux-\-vy-{-w  devient  une  fonction  ra- 
tionnelle en  t  dont  le  dénominateur  est  f  (0  ^t  dont  le  numé 
rateur  s*annule  pour  les  valeurs  t^y  U^  <,  de  t.  On  a  donc 
identiquement,  après  la  substitution, 


ng.   888. 


ux 


E  étant  une  constante  qai  dépend  de  u,  v,  w.  En  prenant  les 
dérirées  des  deux  membres  de  cette  identité  par  rapport  à  t, 
nous  aurons  une  autre  identité 

K(t-t,)(t-t,)(t-t,)f    1,1,1        9'(07 


*«',+vy',=' 


f_î_+_L_+_l 


Dans  cette  dernière  identité  en  t^  remplaçons  t  par  la  va- 


488  LIVRE  IV,  CHAPITRE  VIL 

leur  /  =  a  qui  correspond  au  point  de  rebroussement.  Commet 
pour  cette  valeur,  x\  et  y\  s'annulent  et  que  le  facteur 

(a  — ^,)(a  — /0(«  — ^) 
n'est  pas  nul,  la  sécante  ne  passant  pas  par  le  point  de  rebrous- 
sement, il  vient 

(4)      .  _î_  4. -J_ +  _!_  =  ?>) 

^^'  a-^t^      a  —  tf  *  U'-'h      (p(a)' 

Cette  relation  étant  indépendante  de  u,  v,  tr  a  lieu  nécestai' 
rement  entre  les  paramètres  ^,  ^,  t^  de  trois  points  en  ligne 
droite.  Réciproquement,  si  cette  relation  est  satisfaite,  les 
trois  points  correspondants  sont  en  ligne  droite,  car  en  ap- 
pelant /',  le  paramètre  du  point  qui  est  en  ligne  droite  avec 
les  deux  premiers,  l'on  a 


a  — r,      a  —  t^     «  — 'i     ?(û) 
d'où,  par  comparaison  avec  (4),  ^',  =  if 

Point  d'inflexion.  Une  tangente  d'inflexion  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  avec  le  point  de  contact  :  si  donc 
on  appelle  0  le  paramètre  d'un  point  d'inflexion,  on  aura, 
d'après  la  formule  (4)  dans  laquelle  on  fait  ^^  =  ^2  =  ^a  =  0, 

a  — 6      9  (a)" 

Il  7  a  donc  un  seul  point  d'inflexion. 
Points  sur  une  conique.  Une  conique  ayant  pour  équation 

/•(ar,  y)  =  ox»  +  pxy  +  yy' +  5^  +  «y +^ =0 
et  ne  passant  pas  par  le  point  de  rebroussement,  coupe  la 
courbe  en  six  points  dont  les  paramètres  ^,  ^1,  t^,  t^y  /g,  t^  sont 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  obtenue  en  remplaçant, 
dans  1  équation  de  la  conique,  a:  et  y  par  leurs  expressions  (5). 
Après  cette  substitution,  f{x,  y)  devient  une  fraction  ration- 
nelle du  sixième  degré  en  t  ayant  pour  dénominateur  cp*(/)  et, 
pour  numérateur,  un  polynôme  s'annulant  pour  les  valeurs 
^>  ^»  ^1  '41  ^>  U  ^®  ^-  0^  ^^  conclut  l'identité 

f(^  ^^-^(^-U){t-t,)...{t^t,) 
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OÙ  H  est  une  constante  indépendante  de  t;  puis,  en  prenant 
les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  t^  la  nouvelle 
identité 

et  en  faisant,  dans  cette  dernière  identité,  (=a,  on  a 

condition  nécessaire  pour  que  les  six  points  correspondant  à 
ces  six  valeurs  de  t  soient  sur  une  conique.  On  voit,  comme 
plus  haut,  que  cette  condition  est  suffisante. 

Ces  considérations  s'appliquent  en  particulier  à  la  podaire 
ou  à  la  courbe  inverse  d'une  parabole,  par  rapport  à  un  point 
de  la  parabole. 

COURBES  DU  TROISIÈME  ORDRE  AVEC  UN  POINT  DOUBLB 

Appelons  a  et  £  les  racines  de  Téquation 

A  +  Br+C/»  =  o 

qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point 
singulier  (page  4oi);  si  ces  racines  sont  imaginaires,  le  point 
double  est  isolé.  Les  expressions  des  coordonnées  or  et  y 
d*un  point  de  la  courbe  sont 

Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  trois  points  correspondant  aux  valeurs  ^,,  tt,  t^  du  para- 
mètre soient  en  ligne  droite.  Soit  t*a:  +  vy  +  ^  lô  premier 
membre  de  Téquation  d'une  droite  ne  passant  pas  par  le  point 
double;  si  Ton  y  remplace  ar  et  y  par  leurs  expressions  en  t, 
ce  premier  membre  devient  une  fraction  rationnelle  dont  le  \ 

dénominateur  est  9  (/)  et  dont  le  numérateur  s'annule  pour 
les  valeurs  i^,  ^2,  U  de  t.  On  a  donc  identiquement  après  cette 
substitution 
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RemplaçoDs  successivement,  dans  cette  identité,  l  par  1 
Talenrs  a  et  à  correspondant  an  point  double;  comme  x  et  y 
s'annulent  pour  l'une  et  Tautre  de  ces  deux  valeurs^il  yient 

cp(a) 

K(b-e,)(b^t,){b^t,} 

d*où  en  divisant  membre  à  membre 

^)  (6-M(^~^)(*-0~?(«) 

Telle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  trois  points  soient 
en  ligne  droite  sur  la  courbe  ;  on  montre  comme  à  la  page  ^y't , 
qu'elle  est  suffisante. 

Si  le  point  double  est  réel  (podaire  d'une  parabole  par  rap- 
port à  un  point  extérieur,  courbe  inverse  d'une  hyperbole 
par  rapporta  un  point  de  la  courbe)  les  constantes  a,  b^  9  (a), 
9  (b)  qui  figurent  dans  la  relation  (7)  sont  réelles.  Si  le  point 
double  est  isolé  (podaire  d'une  parabole  par  rapport  à  un 
point  intérieur»  courbe  inverse  d'une  ellipse  par  rapport  à 
un  point  de  la  courbe)  les  constantes  a  et  6  d'une  part,  9  (a) 
flft  <f{b)  d'autre  part  sont  imaginaires  conjuguées.  On  peut 
alors  remplacer  la  relation  (7)  par  une  autre  qui  ne  contient 
que  des  éléments  réels.  Supposons  pour  cela 

a=P'{-iq    ,    b^=p'^iç    ,    ^^^  =  cos  aX  +  »  sin  s^ 

%k  désignant  l'argument  de  la  quantité  constante  ^-^ ,  dont  le 

9(6) 

module  est  1,  puisque  9  (a)  et  9  (b)  sont  imaginaires  conjugués. 
Posons 

p  —  t         .  a  —  t     cos  T  + 1  sin  T  ... 

^ =cotgT    ,    1 -  = '—r-. —  =  cosaT4-tsinaT; 

5         y  A  — ^        COST  —  ISIDT  * 

j  à  chaque  valeur  de  t  répond  une  valeur  de  r;  a  chaque 
valeur  de  t  répondent  une  infinité  de  valeurs  de  t  difierant 
les  unes  des  autres  par  des  multiples  de  ic.  Appelons  x^,  Ta,  t,» 
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trois  YEleurs  de  t  correspondant  aax  paramètres  t^f  lt>^»  de 
trois  points  en  ligne  droite;  la  relation  (7)  nous  donnera 

cos  a  (t,  +Tt  4-t,)  +  *  sin  %  {T^  +ti4-t,)  =  cos  aX-f-i  sin  «X, 
d'où 

(8)  Tj4-T,-fT,=X  +  A-1C 

k  désignant  nn  entier  quelconque. 

En  faisant,  dans  ces  formules  (7)  et  (8),  ^j  =  fi  =  f ,  =  1  ou 
Tj  =T,=T,=T,  on  trouve  les  valeurs  des  paramètres  ^  ou  t 
correspondant  aux  points  d'inflexion.  On  démontrera  facile- 
ment que  : 

Il  y  a  trois  points  (fin flexion;  ces  points  sont  en  ligne  droite.  Si 
Keth  sont  réels^  un  seul  de  ces  points  est  réel;  si  a,  et  b  sont  ima- 
ginaires, les  trois  points  d*inflexion  sont  réels. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  six  points 
de  la  courbe  soient  sur  une  conique  peut  s'écrire  de  même 

(a  - 1,)  (a  -  /,)  (o  -  /,)  (g - 1,)  (a  ^  t,)  {a -  <,)  ^fy  (fl)".» 
ou,  si  a  et  b  sont  imaginaires, 

tj+Tj  +  T,+T4  4-T,  +  T,==2X  +  *1C. 

III.  Les  courbes  que  nous  venons  d'étudier  sont  les  seules 
courbes  uaicursales  du  troisième  ordre.  En  effot,  soient 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  potnt  d'une  courbe, 
P(0  9  Q(0  >  ^(0  désignant  des  polynômes  du  troisième 
acgré  en  t  n'ayant  pas  de  diviseur  commun.  A  chaque  valeur 
de  t  répond  un  seu>  point  de  la  courbe  ;  supposons  que  réci- 
proquement, sauf  pour  certains  points  spéciaux  en  nombre  fini^ 
à  chaque  point  (x,  y)  de  cette  courbe  réponde  une  seule  valeur 
de  ^  Gela  revient  à  dire  que  les  équations 

N.^  P(0_P(O       QW_Q(0 

^^""^  R(0""R(O   '   R(0~R(O 

n'admettent  qu'un  nombre  fini  de  solations  dans  lesquelles  t 
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68t  différent  de  if  y  au  encore  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  de  â;  et  y  pour  lesquelles  les  équations  en  t 

(9)  arR(0-P(0  =  o     ,    yR(0-Q(0  =  o 

ont  deux  racines  communes.  Alors  la  courbe  définie  par  les 
équations  (9)  est  du  troisième  ordre  et  a  tin  point  singulier; 
les  équations  (9)  ont  deux  racines  communes  lorsque  le  point 
(x,  y)  coïncide  avec  ce  point  singulier. 

D*abord  la  courbe  est  du  troisième  ordre,  car  en  cherchant 
les  valeurs  du  paramètre  correspondant  aux  points  d'inter- 
section de  la  courbe  avec  une  droite,  on  trouve  une  équation 
du  troisième  degré.  Ensuite,  l'équation  de  la  tangente  au 
point  de  paramètre  t  est  (n^54i) 

c'est-à-dire,  d'après  les  expressions  de  ar  et  y  en  /, 

X  (RQ'  —  QRO  +  Y(PR'  —  RP')  +  QP  -  PQ'  =  o. 

Dans  les  combinaisons  telles  que  RQ'  —  QR'  le  terme  en  t* 
disparait  et  l'équation  de  la  tangente  contient  t  au  quatrième 
degré  au  plus.  Si  donc  on  cherche  les  valeurs  de  t  correspon* 
dant  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
à  la  courbe,  on  trouve  pour  t  quatre  valeurs  au  plus.  La  courbe 
considérée  est  donc  de  quatrième  classe  au  plus  :  elle  a  un 
point  singulier,  car  une  courbe  de  troisième  ordre  sans  point 
singulier  est  de  sixième  classe. 

ly.  Pour  les  courbes  du  quatrième  ordre,  on  a  la  proposi- 
tion suivante. 

Une  courbe  du  quatrième  ordre  avec  trois  points  singuliers 
(doubles  ou  de  rebroussement)  est  unicur^iale.  Soient  A,  B,  C 
les  points  singuliers  et  D  un  point  fixe  pris  sur  la  courbe. 
Une  conique  variable 

S  +  fS,=o, 

passant  par  les  quatre  points  ÂBCD,  coupe  la  courbe  en  huit 
points,  dont  sept  sont  fixes,  à  savoir  deux  confondus  en  À, 
deux  en  B,  deux  en  C  et  un  en  D.  L'équation  du  huitième 
degré  qui  donne  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la 
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couique  et  de  la  courbe  a  donc  sept  racines  fixes  indëpen- 
d<aQtes  de  (;  on  pourra  supprimer  ces  racines  par  la  division 
et  il  restera  une  équation  du  premier  degré  en  x  donnant  x  en 
fonction  rationnelle  do  t.  On  obtiendra  de  même  y  en  fonction 
rationnelle  de  t.  A  chaque  point  de  la  courbe  autre  que  les 
points  A>  B,  C  répond  une  valeur  du  paramètre  t  donnée  par 
réquation 

S  +  /S4=o; 

aux  points  doubles  répondent  deux  valeurs  du  paramètre 
qui  deviennent  égales  quand  le  point  double  devient  un  re- 
broussement. 

Dans  cette  catégorie  de  courbes  rentrent  la  lemniscate, 
rbypocycloïde  à  trois  rebroussements,  les  podaires  ou  les 
inverses  d'ellipses  et  d'hyperboles  par  rapport  à  un  point 
non  situé  sur  ces  courbes. 

On  démontre  que,  réciproquement,  toute  courbe  unicursale 
du  quatrième  ordre  a  un  point  triple  ou  trois  points  singu- 
liers (doubles  ou  de  rebroussement). 

Y.  Gomme  une  courbe  du  troisième  ordre  ne  peut  avoir  deux 
points  singuliers  et  une  courbe  du  quatrième  quatre,  les 
courbes  unicursales  de  ces  ordres  sont  celles  qui  ont  le  nombre 
maximum  de  points  singuliers.  C'est  là  un  fait  général  qui  a 
lieu  pour  les  courbes  unicursales  de  tous  les  degrés.  On 
démontre  en  effet,  que  : 

Une  courbe  unicursale  d'ordre  n  qui  n'a  d'autres  points 
singuliers  que  des  points  doubles  ou  de  rebroussement  en  a 

' ^— '  ;  et  réciproquement,  une  courbe  d'ordre  n  avec 

(n  — i)(n~2) 

cursale. 
Ce  nombre ^-^ est  le  nombre  maximum  de  points 

singuliers  que  peut  posséder  une  courbe  d'ordre  n  sans  se 
décomposer. 
Si  l'on  donne  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point 


points  doubles  ou  de  rebroussement  est  uni- 
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d'une  courbe  unicursale  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre 

(il)  ar  =  9(0    ,    y  —  ^(t)j 

les  valeurs  de  i  correspondant  aux  points  singuliers  s'obtien 
dront  en  cherchant  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

9(0=9(0   ,   +(0=*(0 

dans  lesquelles  /  est  différent  de  f. 

On  peut  encore  remarquer  que  l'on  obtient  l'équation  de  la 
courbe  en  éliminant  t  entre  les  équations  (ii),  c'est-i-dire  en 
exprimant  que  ces  équations  ont  une  racine  commune  en  t. 
Si  le  point  (a?,  y)  est  un  point  ordinaire  de  la  courbe,  les  équa- 
tions (il)  n'ont  qu*tme  racine  commune;  si  le  point  (or,  y)  coïn- 
cide avec  un  point  siogulier,  elles  ont  deux  ou  plusieurs 
racines  communes  qui  sont  les  valeurs  de  t  correspondant  au 
point  singulier.  On  trouve  donc  les  points  singuliers  en 
cherchant  les  positions  du  point  (x,  y)  pour  lesquelles  les 
équations  (ii)  en  t  ont  deux  ou  plusieurs  racines  communes. 

EXBRGIGBS 

I.  Sur  une  courbe  du  troisième  ordre  avec  un  point  de  rebrousse- 
ment,  on  prend  un  point  M.  La  tangente  en  M  coupe  la  courbe  en  un 
point  M|,  la  tangente  en  Mi  la  coupe  en  Mt,  la  tangente  en  Mf  la 
coup  en  M|,  etc..  Démontrer  que  le  n**^  point  M^  ainsi  obtenu  tend, 
quand  n  augmente  indéfiniment,  ren  le  point  de  rebroussement. 

Du  point  M  on  peut  mener  une  tangente  à  Ja  courbe,  soit  M'  son 
point  de  contact;  du  point  M'  on  peut  lui  mener  une  nouvelle  tan- 
gente, soit  M'  son  point  de  contact,  etc...  Démontrer  que  le  n'*^ 
point  M^*^  ainsi  obtenu  tend  vers  le  point  d'inflexion. 

3.  Sur  une  courbe  du  troisième  ordre  avec  un  point  double  on 
prend  un  point  M.  La  tangente  en  M  coupe  la  courbe  en  Mi,  la  tan- 
gente en  Ml  la  coupe  en  Mt,  etc.;  soit  M^  le  n<^^  point  ainsi 
obtenu. 

Si  les  tangentes  au  point  double  sont  réelles,  le  point  Vi^  tend, 
quand  n  augmente  indéfiniment,  vers  le  point  double. 

Si  ces  tangentes  sont  imaginaires  il  peut  arriver  que  le  point  M„ 
coindde  avec  le  point  de  départ  M.  L'on  aura  alors  un  polygone  de  n 
côté  dont  les  sommets  sont  sur  la  courbe  et  les  cétés  tangents  à  la 
courbe.  Quelles  positions  faut-il  donner  au  point  M  pour  qu'il  en  soit 
ainsi?  Examiner  en  particulier  les  cas  de  n  =  3, 4f  &•  (Durège,  Maik, 
AnnaUn,  Erster  Band.) 
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S.  D*un  point  d^inflexion  I,  d'une  courbe  du  troisième  ordre  à  point 
double,  on  peut  mener  à  celte  courbe  une  tangente  IT  eyant  son  poilut 
de  contact  en  T.  Démontrer  que  les  droites  joignant  les  deux  points 
I  et  T  au  point  double  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
tangentes  au  point  double. 

4.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  -;  +  p  —  1  =  0  peurent 

s'exprimer  en  fonction  d'un  angle  f  par  les  formules  j(  =r  a  cos  ^  » 
2f  =  ^  sin  9.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  est  suffisante  pour 
que  quatre  points  de  l'ellipse  correspondant  aux  Taleors  91»  ft»  9t«  ?« 
de  f  soient  sur  un  même  cercle  est 

?i  -f  9i  +  9t  +  ?4  =  ^^* 

Par  un  point  M  pris  sur  l'ellipse  passent  trois  cercles  osculateurs  k 
l'ellipse  (sans  compter  celui  qui  a  son  point  de  contact  en  M)  ;  prou 
Ter  que  les  points  de  contact  de  ces  trois  cercles  sont  sur  un  cercle 
passant  par  M. 

Au  point  M  on  mène  le  cercle  osculateur  à  l'ellipse;  soit  Mi  le  point 
où  ce  cercle  va  couper  la  courbe;  le  cercle  osculateur  en  M|  coupe 
l'ellipse  en  Mt;  etc...  Quelle  doit  être  la  position  du  point  M  pour  que 
le  point  Ma  obtenu  en  répétant  n  fois  la  construction  coïncide  avec  M? 
On  examinera  les  cas  particuliers  de  »  =  i,  a,  3,  4»  S- 

5.  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan,  i®)  Trouver 
le  nombre  des  cercles  osculateurs  à  l'ellipse  tels  que  chacune  des 
cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ces  différents  cercles  passe  par  le 
point.  3°)  Trouver,  pour  chaque  position  du  point  P,  combien  de  ces 
cercles  osculateurs  sont  réels.  3<>)  Démontrer  que  les  points  de  contact 
de  ces  cercles  osculateurs  k  l'ellipse  sont  sur  un  cercle  G.  4^)  Trouver 
l'enveloppe  E  de  ces  cercles  quand  le  point  P  décrit  l'ellipse.  5<*)  La 
courbe  E  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de 
cercles  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle  fixe  et  dont  les  centres  sont 
sur  une  conique;  chercher  de  combien  de  manières  différentes  la 
courbe  E  est  susceptible  de  cette  génération.  (Agrégation  i88s.) 

6.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  d'une  hyperbole  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre  t.  Quelle  relation  j  a-t-il  entre  les  para- 
mètres tiyt^iUih,  de  quatre  points  situés  sur  un  cercle  ?  Combien 
peut-on  mener  par  un  point  de  l'hyperbole  de  cercles  osculateurs  réels 
à  cette  courbe  ?  Le  cercle  osculateur  en  un  point  H  coupe  l'hyperbole 
en  Ml,  le  cercle  osculateur  en  Mi  la  coupe  en  Mg»  etc.;  que  devient 
le  n**^  point  M,^  ainsi  obtenu,  quand  n  augmente  indéfiniment? 

7.  Considérons  une  conique  C  dont  les  coordonnées  sont  exprimées 
en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  t  de  telle  façon  qu'à  chaque 
point  de  la  courbe  corresponde  une  seule  valeur  de  t,  et  soient  A  et  B 
deux  points  fixes  non  situés  avec  la  conique  G.  Démontrer  que  la 
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condition  nécessaire  et  saffisante  pour  qae  quatre  points  ii,  <•»  ^,  f| 
de  la  conique  G  soient  situés  sur  une  conique  passant  par  A  et  B  est 
de  la  forme 

(<»-fl)(/f-fl)(<a--a)(<4-fl)_p^ 

a  et  ^  désignant  les  valeurs  de  t  correspondant  aux  deux  points  où 
la  droite  AB  coupe  la  conique  G.  Gomment  faut-il  modifier  cette  rela- 
tion quand  la  droite  AB  est  tangente  à  G  ? 

8.  Soit  une  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre  ayec  un  point 
triple  à  tangentes  distinctes  :  exprimons  ses  coordonnées  x  et  y  en 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre  i  et  appelons  a,  b,  c  les  trois 
valeurs  de  t  qui  donnent  le  point  triple.  Démontrer  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  quatre  points  (i ,  ff ,  (9 ,  t^  situés 
sur  la  courbe  soient  en  ligne  droite  sont  : 

(^1  — g)  (f,-a)  (h  — a)  (^  — o)_9W 

{ti'-€){t^-c)(u^c)(U'-c)    9(cy 

f  {i)  désignant  le  dénominateur  commun  des  expressions  de  x  et  y. 
En  conclure  le  nombre  des  points  d'inflexion  et  des  tangentes  doubles 
de  la  courbe. 

Comment  faut-il  modifier  les  relations  précédentes  quand  deux  ou 
Irois  des  tangentes  au  point  triple  viennent  à  coïncider  ? 

On  appliquera  les  formules  obtenues  à  la  courbe  construite  au 
N°  343  ;  et  aux  courbes  ajant  pour  équations 

{X*  -h  y^)^  —  ay  {x*  —  y«)  =  o 
(x«  -{-  y*)«  —  a  («  —  y)«y  =  o 
(x»  4-  y»)2  —  ay»  =  o. 

9.  Soit  une  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre  ayant  trois  points 
doubles  correspondant,  le  premier  aux  valeurs  t  =  a^t  =  b  dn  para- 
mètre, le  second  aux  valeurs  a',b\  le  troisième  aux  valeurs  a',6'. 
Démontrer  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
quatre  points  ti,  ^ ,  ^ ,  ^4  soient  en  ligne  droite  sont  de  la  forme 

(ti-b){t^^b)(t,--b){t,^b) 

{tj  -  a')  (tt  -  a')  iU  -a'){U-'(i')_  g. 
{ii-b')(it^b')(t.-b')(t,^b') 

(tj-gQ  {tt-(^')  iU-a")  (^4-a'^)^g> 
équations  qui  se  réduisent  à  deux.  «> 
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En  conclure  le  nombre  des  points  d'inflexion  et  des  tangentes  don- 
blés  de  la  courbe. 

Gomment  faut-il  modifier  les  conditions  et  les  conclusions  quand 
un,  deux  ou  les  trois  points  doubles  deviennent  des  points  de  rebrous- 
sèment  ? 

Appliquer  ces  formules  à  la  lemniscate  (n*'559,2°},&  rhjpocjcioïde» 
à  trois  rebroussements  (courbe  engendrée  par  un  point  d'une  circon- 
férence roulant  dans  une  circonférence  de  rayon  triple). 

I  o).  On  mène  &  une  parabole  donnée  deux  normales  interceptant 
entre  elles  une  portion  de  longueur  constante  de  Taxe  de  la  parabole. 
Lieu  de  leur  point  d'intersection.  (Concours  académique,  1873  ) 

:  r).  On  circonscrit  à  un  triangle  deux  paraboles  dont  les  axes  font 
entre  eux  un  angle  constant;  lieu  du  quatrième  point  d'intersection 
de  ces  paraboles.  (Éeole  Polytechnique,  1874.) 

la).  aei  b  désignant  les  coordonnées  rectilîgnes  rectangulaires  d'un 
point  M,  quelle  est,  pour  chaque  position  de  ce  point,  la  nature  des 
racines  de  l'équation 

3(4  +  sat^  —  ia«2  +  ^b  =  o. 

On  construira,  en  particulier,  le  lieu  des  positions  du  point  M  pour 
lesquelles  l'équation  admet  une  racine  double,  en  calculant  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu  en  fonction  de  cette  racine.  (École  Nor- 
male, 1884.) 

i3).  D'un  point  M  d'une  lemniscate  on  peut  mener  quatre  tangentes 
à  cette  courbe  outre  celle  qui  touche  la  courbe  en  M.  Prouver  que  les 
quatre  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  sur  une  ligne  droite, 
et  chercher  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  le  point  M  décrit  la 
lemniscate. 

i4)<  L'enveloppe  des  normales  à  une  courbe  unicursale  est  une 
courbe  unicursale.  Quel  est  l'ordre  et  la  classe  de  cette  enveloppe  pour 
une  conique,  une  cubique  unicursale? 

i5).  L'un  des  foyers  d'une  conique  inscrite  À  un  triangle  donné 
décrivant  une  conique  donnée,  démontrer  que  l'autre  foyer  décrit  une 
courbe  unicursale  du  quatrième  ordre.  (Astor,  Nouv.  Annales^  i885.) 

16).  Une  droites  coupe  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABG  en  trois 
points  P,Q,R  situés  respectivement  sur  les  côtés  BG,  CA,  AB.  On  prend 
le  conjugué  harmonique  P'  de  P  par  rapport  à  BC,  Q'  de  Q  par  rap- 
port à  GA,  R'  de  R  par  rapport  à  AB  ;  les  trois  droites  AP',  BQ',  CR' 
se  coupent  en  un  point  M. 

Trouver  le  lieu  de  ce  point  : 

i<*)  Lorsque  la  droite  0  passe  par  un  point  fixe  ; 

%^)  Lorsque  cette  droite  enveloppe  une  conique.  i  . 

FIN    DE    LÀ    GÉOMÉTRIE   PLANE. 
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On  détermine  la  position  d'un  point  dans  Tespace  au  moyen 
de  trois  quantités  que  Ton  nomme  les  coordonnées  du  point 

COORDONNEES  REGTILIGNES. 

4i0.  Soient  XOY,  YOZ,  ZOX  (fig.  a65)  trois  plans  fixes, 
qui  se  coupent  deux  à  deux  suivant  les  droites  X'X,  YY',  Z'Z; 

trois  plans  mobiles  MD,  MB, 
MF,  parallèles  à  ces  plans  fixes, 
déterminent  par  leur  intersec- 
tion un  point  M  de  Tespace  ;  la 
position  de  chaque  plan  mobile 
Y  est  donnée  par  le  segment  qu'il 
intercepte  sur  Tune  des  droites 
X'X,YT,  Z'Z.  Les  trois  distances 
OD,  OE,  OF,  qui  déterminent 
la  position  des  plans  mobiles, 
distances  affectées  du  signe  -|-  ou  du  signe  —y  suivant  qu'elles 
sont  portées  dans  les  directions  OX,  OY,  OZ,  ou  dans  les 
directions  opposées  OX',  0Y^  0Z\  sont  les  trois  coordonnées 
rectilignes  du  point  M;  on  les  désigne  ordinairement  par 
les  lettres  x^  y,  x.  Par  leurs  rencontres  mutuelles,  les  trois 
flans  fixes  forment  huit  angles  trièdres,  et  Ton  obtient  tous 
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les  points  de  l'espace  en  faisant  varier  les  coordonnées  x,  y^  z 
de  —  oo  à  +  oo. 

Les  plans  mobiles  forment  avec  les  plans  fixes  un  paralléli- 
pipède  ayant  pour  arêtes  des  longueurs  égales  aux  valeurs 
absolues  des  coordonnées  du  point  M  ;  les  points  A,  fi,  C  sont 
les  projections  du  point  M  sur  chacun  des  plans  fixes,  paral- 
lèlement à  rintersection  des  deux  autres  ;  l'un  d^eux,  A  par 
exemple,  a  pour  coordonnées,  relativement  aux  axes  OY,  0Z> 
deux  des  coordonnées  y  et  2  du  point  M.  Les  points  D,  E,  F  sont 
les  projections  du  point  M  sur  chacun  des  trois  axes  OX,  OY, 
OZ,  parallèlement  au  plan  des  deux  autres  ;  de  sorte  que  les 
lettres  x,  y,  z  désignent  les  projections  du  rayon  OM  (parcouru 
de  0  en  M)  sur  les  axes  des  coordonnées,  pourvu  que  Ton 
l'c^garde  les  projections  comme  positives  lorsqu'elles  sont 
comptées  sur  les  directions  OX,  OY,  OZ,  comme  négatives 
dans  le  cas  contraire. 

Ordinairement  les  trois  plans  fixes,  et,  par  suite,  les  trois 
axes,  sont  rectangulaires  deux  à  deux;  alors  le  parallélipipède 
est  rectangle,  et  les  projections  sont  orthogonales. 

COORDONNÉES  POLAIRES. 

411.  Soient  encore  trois  axes 
rectangulaires  OX,OY,  OZ(fig.  a63): 
la  position  du  point  M  est  détermi- 
née par  la  longueur  p  du  rayon 
vecteur  OM,  l'angle  0  que  fait  ce 
rayon  vecteur  avec  Taxe  02,  et 
enfin  l'angle  ^  du  plan  ZOM  avec 
le  plan  fixe  ZOX.  Si  ON  est  la  pro- 
jection de  OM  sur  le  plan  XO  Y,  l'an- 
Fig.  m.  gle  XON  mesure  l'angle  dièdre  ^; 

on  le  compte  dans  un  sens  convenu,  par  exemple  en  tour- 
nant de  OX  vers  OY. 

REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

419.  Considérons  une  surface  quelconque  dans  l'espace. 
Par  un  point  0,  menons  trois  axes  fixes  OX,  OY,  OZ  (fig.  s64); 
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dans  le  plan  XOY  prenons  un  point  P  arbitraire,  et,  par  œ 
point,  menons  une  parallèle  PM  à  Taxe  OZ  jusqu'à  sa  rencontre 

ayec  la  surface  au  point  M;  la 
longueur  de  Tordonnée  PM  est 
parfaitement  déterminée.  Quand 
le  point  P  se  déplace  dans  le  plan 
XOY,  l'ordonnée  PM  varie  ;  mais 
puisque  le  point  P  se  déplace 
d'une  manière  arbitraire  dans  le 
plan,  ses  coordonnées  xety  sont 
deux  variables  indépendantes;  il 
en  résulte  que  l'ordonnée  z  d'un 
point  M  de  la  surface  est  une  fonction  des  deux  autres  coor- 
données X  et  y  considérées  comme  deux  variables  indépen- 
dantes. On  conçoit  que  Ton  puisse,  de  la  définition  géométri- 
que de  la  surface,  déduire  une  équation  entre  x,  y,  z,  servant 
à  définir  la  fonction  z  de  x  et  de  y.  Cette  équation  s'appelle 
l'équation  de  la  surface. 

413.  Supposons    réciproquement    que    Ton   donne    une 
équation  f  (x,  y,  z)  =:  o  entre  trois  variables  ;  chaque  système 


FIg.  265. 
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Fig.  iee. 


Fig.  S67. 


de  valeurs  réelles  qui  satisfont  à  cette  équation  détermine  un 
point  de  l'espace;  l'ensemble  de  toutes  les  solutions  réelles 
constitue  un  système  de  points  qui  forme,  en  général,  une  sur- 
face. En  effet,  considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation,  ne  ren- 
fermant qu  âne  seule  des  coordonnées,  z  par  exemple,  est  de 
la  forme  z  =  c.  Puisque  les  coordonnées  xet  y  sont  arbitrai- 
res, par  un  point  P  quelconque  du  plan  XOY  on  mènera  une 
ordonnée  constante  PM  (fig.  266)  :  le  lieu  des  points  M  est  évi* 
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demment  an  plan  parallèle  au  plan  XOY.  Supposons  mainte- 
nant que  l'équation  renferme  deux  coordonnées,  x  et  y  par 
exemple.  L'équation  f{Xy  y) = o,  dans  le  plan  XOY,  représente 
en  général  une  ligne  AB  (fig.  267).  Par  un  point  quelconque 
de  cette  ligne,  menons  une  parallèle  PM  à  Taxe  OZ  ;  puisque 
l'ordonnée  z,  qui  n'entre  pas  dans  l'équation,  est  arbitraire, 
les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  droite  PM  satisfont  à 
l'équation.  Donc  Téquation  /(ar,y)=o  représente  dans  l'es- 
pace un  cylindre  parallèle  à  l'axe  OZ.  Il  peut  arriver  que  l'é- 
quation représente  dans  le  plan  un  ou  plusieurs  points  isolés  ; 
dans  ce  cas,  elle  représentera  dans  l'espace  une  ou  plusieurs 
droites  parallèles  à  OZ. 
Considérons  enfin  une  équation  f(x,  y,  z)  =0  entre  les  trois 

coordonnées.  Sur  Taxe  Z'Z  pre- 
nons un  point  arbitraire  c  déter- 
miné par  la  coordonnée  z  égale 
à  e,  et  menons  le  plan  AGB  paral- 
lèle au  plan  XOY  (fig.  a68)  ;  les 
coordonnées  x  et  y  de  tous  les 
points  du  lieu  situés  dans  co  plan 
doivent  satisfaire  à  l'équation 
f{^f  y»  <^)  =  o  ;  or  cette  équation 
représente  dans  le  plan  ACB  une 
^*»-  *•*•  ligne  AB.  Si  l'on  donne  à  z  une 

valeur  c'  voisine  de  e,  on  aura  dans  le  plan  A'G'B'  une  seconde 
ligne  A'B'  qui  difl'èrera  très-peu  de  la  précédente.  En  général, 
quand  z  varie  d'une  manière  continue  entre  certaines  limites,  on 
a  une  série  continue  de  lignes,  lesquelles  forment ;une  surface. 
Par  cette  méthode,  non-seulement  on  démontre  l'existence 
de  la  surface,  mais  encore  on  se  fait  une  idée  assez  exacte  de 
sa  forme,  à  l'aide  d'une  série  de  coupes  parallèles  que  l'on 
représente  par  leurs  projections  sur  l'un  des  plans  des  coor- 
données. 


REPRÉSENTATION  DES  LIGNES. 


414.  Une  ligne  dans  l'espace  peut  être  regardée  comme 
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rintemection  de  deux  surfaces  ;  on  représentera  donc  cette 
ligne  par  un  système  de  deux  équations  simultanées  i 

(i)  f{^,y,x)  =  o,    fi{x,y,z)=o.  j 

Le  système  (i)  peut  être  remplacé  par  une  infinité  d*autreB 
équivalents,  par  exemple,  par  le  suivant 

dans  lequel  k  désigne  une  constante  quelconque,  c'est-â-dir» 
que  la  surface  f — kf^=o  passe,  quelle  que  soit  A,  par  la  ligne 
d'intersection  des  deux  premières.  Si,  entre  les  deux  équa- 
tions (i),  on  élimine  successivement  y  et  x,  on  aura  deux 
équations 
(a)  T(a?,  «)  =  o,    ^*(y,z)  =  o, 

qui  représentent  les  deux  cylindres  projetants  de  la  ligne  sur 
le  plan  des  xz  et  sur  celui  des  yz.  Ces  deux  cylindres,  par  leur 
intersection,  déterminent  la  ligne,  à  la  condition  de  combiner 
entre  eux  d'une  manière  convenable  les  points  des  deux 
courbes  planes,  projections  de  la  courbe  proposée.  En  effet» 
si  Ton  mène  un  plan  X'OT'  parallèle  au  plan  des  xy,  les 
traces  O'X',  O'Y' de  ce  plan  coupent  les  courbes  projections 
en  plusieurs  points;  en  combinant  ces  points  deux  à  deux 
d'une  manière  quelconque,  on  n'a  pas  les  projections  d'un 
point  de  la  courbe  de  l'espace.  Pour  expliquer  ceci  par  on 
exemple  bien  simple,  considérons  une  ellipse  dans  l'espace; 
ses  projections  sur  les  deux  plans  XOZ,  YOZ  sont  aussi  des 
ellipses;  les  droites  OX,  OT'  rencontrent  chacune  d'elles 
en  deux  points,  ce  qui  donne  quatre  combinaisons,  dont 
deux  seulement  sont  admissibles,  parce  que  le  plan  X'OT  ne 
coupe  qu'en  deux  points  l'ellipse  proposée. 

On  se  rend  aisément  compte  de  ce  fait  général.  Lorsqu'on 
élimine  y  entre  les  deux  équations  (i),  on  obtient  un  système 
f  (^»  ^)=o,  F  (x,  y,  2)=o,  équivalent  au  système  proposé;  de 
même  Télimination  de  y  entre  les  équations  donne  un  nou- 
veau système  ♦(y,  z)  =  o,  F,(x,  y,  «)  =  o  équivalent  au 
système  proposé  ;  il  n'en  résulte  pas  en  général  que  le  sys- 
tème des  équations  (a)  soit  équivalent  au  système  des  équa- 
tiens  (i). 
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La  représentation  des  figures  dans  l'espace  par  aes  symboles 

algébriques  permet  d'étendre  aux  figures  à  trois  dimensions 
les  méthodes  analytiques  employées  dans  l'étude  des  figures 

planes. 

DIRECTION  d'une  DROITE. 

418.  Pour  déterminer  dans  l'espace  une   direction  01 

(fig.  269),  que  l'on  peut  supposer 
appartenir  à  une  droite  passant 
à  Torigine,  on  donne  les  angles 
a,  p,  Y  de  cette  direction  avec  les 
trois  directions  OX,  OY,  OZ  des 
coordonnées  positives.  Deux  de 
ces  angles  ne  suffisent  pas  ;  car 
si  l'on  décrit  autour  de  OX  et  de 
OY  deux  demi-cônes  dont  les 
angles  au  sommet  soient  respec- 
tivement or  et  %  ces  deux  cônes 
se  coupent  suivant  deuxgénératrices  placées  symétriquement 
par  rapport  au  plan  XOY  ;  la  connaissance  de  y  est  donc  in- 
dispensable. Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  ces  trois  angles  ne 
sont  pas  tous  arbitraires,  et  que,  lorsque  deux  d'entre  eux 
sont  connus,  le  troisième  ne  peut  avoir  au  plus  que  deux 
valeurs  distinctes.  Au  lieu  des  angles,  on  peut  prendre  leurs 
cosinus,  puisque  de  0  à  «  il  n'y  a  qu'un  seul  angle  ayant  un 
cosinus  donné.  Les  sinus,  au  contraire,  laisseraient  de  l'am- 
biguïté. 

416.  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  coordonnées  sont 
rectangulaires.  Désignons  par  Xy  y,  %  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  la  droite  01,  et  appelons  /  la  distance 
OM.  Les  coordonnées  du  point  M  sont  les  arêtes  OD,  OE,  OF 
du  parallélipipède  rectangle  dont  OM  est  la  diagonale,  affec- 
tées de  signes  convenables;  ce  sont  aussi  les  projections  or- 
thogonales de  la  diagonale  OM  sur  les  axes  ;  on  a  donc 

af=/C0Sa,     y  =  /C0Sp,      X=:/cOSY. 

Mais  on  sait  que  le  carré  de  la  diagonale  d'un  parallélipipède 
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rectangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes,  ce 
qui  donne  ar*-f-y'+2J"=P  ;  remplaçant  ar,  y,  z  par  leurs  valeurs 
et  supprimant  le  facteur  /',  on  obtient  la  relation 

(  1  )  cos*a  +  cos"p  +  cos*Y  =  1 , 

qui  existe  entre  les  cosinus  des  angles  formés  par  une  même 
direction  avec  les  axes  rectangulaires. 

417.  Appelons  a',  p',  y  les  angles  que  fait  une  seconde 
direction  01'  avec  les  mêmes  axes,  et  cherchons  l'angle  V  des 
deux  directions  01,  01'.  Les  projections  de  la  droite  OM  et 
de  la  ligne  brisée  ODCM  sur  la  droite  01'  étant  égales,  on  a 

lcosY=x  cos  a  +  y  cos  p'  +  z  cos  Yf 

0U9  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs, 

(a)        cos  V  =  cos  a  cos  a  +  cos  p  cos  p'  +  cos  Y  cos  y\ 

Deux  directions  01,  01'  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
lorsque  la  condition  suivante  est  vérifiée 

(3)  cos  a  cos  a'  -|-  COS  p  COS  P'  +  COS  y  COS  y'  =  0. 

418.  Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques  et  désignons 
par  >i  v^9  V,  les  trois  angles  YOZ,  ZOX,  XOY,  que  font  les  axes  deux  à 
deux.  En  projetant  orthogonalement  sur  chacun  des  trois  axes  la 
droite  OM  et  la  ligne  brisée  ODCM,  on  a 

1/  cos  a  =  a;         +  y  cos  V  +  «  cos  |i, 
i  cos  p  =  aï  cos  V  +  y  +  £  cos  X, 

/  cos  Y  =  a?cos(jL  +  y  cos X  +  x; 

an  projetant  ces  mêmes  lignes  sur  la  droite  01,  on  a 

(5)  /  =  a?  cos  a  +  y  cos  P  +  z  cos  y. 

Si,  des  équations  (4),  on  tire  les  valeurs  de  x,  y,  z, 

__  COSttfl  — COS^>J-hC08p(C08>C08pL  — CO9v)-t-CO3T(cO8XCOgV^e0t(t)  . 
(6]9—  1  — COfl^— COS'H  — C08«V  +  2C08XC08tl.C0SV  *'** 

et  qu'on  les  substitue  dans  Téquation  (5],  on  obtient  la  relation 

(7)  cos*asin*X-|-cos*p8in*|i  +  cos^Ysin'v-|-  2C05pcosY(co8tiCOsv'-cosX) 

-|- 9  cos  Y  cos  a  (cos  V  cos  X— cos  11] +  3  cos  a  cos  P  (cos  X  cos  i& — <vosv) 

=s  I  —  cos'  X— .  cos*  |i — cos"  V  4-  a  cos  X  cos  |i  cos  v, 

entre  les  trois  angles  formés  par  une  direction  quelconque  avec  les 
axes  obliquet  • 
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Si,  dans  réquation  (5),  on  remplace  cos  a,  cos  p,  cos  y  par  leurs  Ta- 
leurs  tirées  des  équations  (4)9  on  a  la  formule 

ÎS)  i*=a5*4- y'  +  «*+  2  y*  cosX  +  awpcosii  +  aapy  cosv, 

qui  donne  la  distance  OM. 

En  projetant  snr  la  droite  OV  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  ODCBI» 
on  a,  comme  précédemment, 

ZcosV=x  cosa'  +  ycosp'  +  x  cosy'; 

en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  yaleurs  (6),  on  obtient  la  formule 

(  cosacosa  sin>>  +  cospcoflp'  îàafi\L  +  cosycosy'  sin>v  ) 
_{  +fco8ttr.<»sP*4-e"8fico3tt')(co8Xcogn--cosv)  +  ...  ) 

^9;       cos  V  —  j  _  ^g,j^ _  COS«jJt—  COS*V  +  2COSXCOS|1COSV  * 

qui  donne  Tangle  des  deux  directions  01  et  OV. 

Le  dénominateur  commun  ou  le  déterminant  des  formules  (6]  peut 
être  mis  sous  une  forme  remarquable  qu'il  est  bon  de  connaître  ;  on  a 

I  —  cos'X  —  cos'i*  —  cos'v  +  3  cos  X  cosji  cosv 

«=  (i  —  cos*X)  (i  — cos'jjl)  — cos^cosV — cos*v  +  acosXcost&cosv 
=  sin^Xsin'  |i — (cosXcos  jt  —  cos  v)' 

=  (sin>siii(i  —  cosX cos (1+ cosv}  (sinXsini&  +  cosXcos|i — cosv) 
r=  [cosv— cos  (X+  |ji)l  [cos(X — {i)— cosv] 

=  4  sm sm sm sm  — î-^- — • 

s  a  a  a 

419.  Ce  déterminant,  que  nous  désignons  par  û,  a  une  signiûcation 
géométiîque  très-simple.  Lorsque  la  droite  OM  est  perpendiculaire  au 
plan  XOY,  les  équations  (4)  se  réduisent  à 

X  +  y  cos  v  +  zcos|j.  =  o, 

xcosv+y  -f-zcosX  =  o, 

(  ac  cos  14  +  y  cos  X  +  z        =  /  cos  y. 
On  en  tire 

l  cos  Y  (i  —  cos'  v)      /  cos  Y  sin"  v 

Û  û  . 

■ 

L'équation  (5)  se  réduisant  à  /  =  z  cos  t«  on  obtient  la  relation 

(10)  cos*  Y  sin*  V  =  û. 

Considérons  le  parallélipipède  que  Ton  forme  en  portant  sur  les  axes 
des  coordonnées  les  longueurs  a,  5,  c;  l'aire  de  la  base  étant  ab  sin  v, 
et  la  bauteur  e  cos  y»  le  Tolnme  est 

(11)  V  =  abc  cos  Y  sin  V  =  abe\^' 

Ainsi  le  déterminant  û  est  égal  an  carré  du  Tolume  du  parallélipi- 
pède que  l'on  forme  en  portant  sur  les  axes  des  coordonnées  des  loa* 
gaears  égales  à  l'unité. 
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^ERPENOICULAIRB    A    DBOX    DROITES    DONNÉBS. 


éM.  Rcprêsontons  par  a,  b,  e  et  a',  b\  e  las  eosions  des  angles  qot 

font  denx  directions  données  01  et  Or 
avec  les  axes  des  coordonnées  que  nous 
supposons  rectangulaires  et  désignons 
par  a',  6*",  if  les  cosinus  des  angles  que 
fait  avec  les  mêmes  axes  une  droite  01' 
perpendiculaire  aux  deux  droites  01 
et  or.  Des  deux  équations 

a  a" +  6  6' +  00^  =  0, 
qui  expriment  qae  la  direction  OF  eit 


Fig.  S70. 


perpendiculaire  aux  deux  autres,  on  tire 

g^     _      6^  (f     _^ 

6c'— c6'  ""  ca'-^ac' 


a6'-6a' 


v/(6c'— c6')*+(co'— ac')«+(a6'— 6a')« 

Mais  on  a 

(6c'  -  cby  +  (ca'—  ae^)*  +  (ah'  -  6a')« 

= (a«  +  6» + c«)  (a'«  +  6'«  +  c'«) — {aaf  +  66'  +  e(f)*  =  x — cos«  V = sin«V, 
y  étant  l'angle  des  deux  directions  données,  angle  compris  entre  • 
ot  «.  n  en  résulte 


(lal 


0^ 


b" 


b<f  —  c6'      cal  —  acl     ab*  —  6a' 


sinV 


Le  double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  de  la  perpendics- 
laire  au  plan  101'. 

Quand  un  corps  solide  tourne  autour  d*un  axe  fixe,  la  rotation  p<3Ul 
s'effectuer  dans  deux  sens  différents,  qu'il  importe  de  distinguer.  Pour 
indiquer  le  sens  du  mouvement,  on  représente  l'axe  de  rotation  par 
une  demi- droite,  telle  que  01',  de  manière  qu'un  observateur  placé 
sur  cette  demi-droite,  les  pieds  en  0,  la  tête  en  I',  vole  la  rotation 
s'effectue!  dans  un  sens  convenu,  par  exemple  de  gauche  à  droite 
en  avant;  c'est  là  ce  que  l'on  nomme  le  sens  direct  de  la  rotation. 
Dans  la  question  actuelle,  nous  supposerons  que  la  perpendiculaire  01* 
au  plan  101'  a  été  menée  dans  un  sens  tel  que,  pour  un  observateur 
flacé  sur  cette  demi-droite  Or,  comme  nous  l'avons  dit,  une  rota- 
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Uon  aatonr  de  cette  droite  d'un  angle  V  inférieur  à  %,  dans  le 
direct,  amène  la  direction  01  sor  01'. 
Si  Ton  considère  Tangle  trièdre  trireetangle  OXYZ,  on   remarqao 

que  les  trois  rotations  d'ane  amplitude  égale  à  -  autour  des  axes  OX, 

OY,  OZ,  qui  amènent  OY  sur  OZ,  OZ  sur  OX,  OX  sur  OY,  s'effectuent 
dans  le  même  sens.  L'angle  trièdre  offre  deux  dispositions  différentes, 
suiyant  que  ce  sens  est  direct  ou  inyerse.  Nous  supposerons  dans  ce  qui 
suit  que  l'angle  trièdre  présente  la  disposition  caractérisée  par  le  sens 
direct  des  rotations. 

ConccTons  maintenant  que  l'on  fasse  tourner  l'angle  trièdre  OUI', 
considéré  conmie  un  corps  solide,  autour  du  point  0,  de  manière  à 
amener  01'  sur  OZ  et  01  sur  OX  ;  alors  la  droite  01'  sera  située  dans 
le  plan  XOY,  et  Tangle  Y  sera  compté  en  tournant  de  OX  yers  OY. 

Pour  cette  position  particulière,  on  a  a  =  i,  5  =  e  s  o,  a'  =  cos  V^ 
6'  =  sin  y,  c'  =  o;  la  valeur  de  c'  étant  égale  à  +  x,  il  faut  prendre 
le  signe  +  dans  les  formules  (la).  Mais,  quand  l'angle  trièdre  se  dé- 
place d'une  manière  continue,  les  angles  et  par  conséquent  leurs  cosi- 
nus Tariant  d'une  manière  continue,  on  doit  conserver  le  même  signe 
pour  chacune  des  inconnues  a",  b'^  e',  tant  que  le  dénominateur  cor« 
respaudant  ne  s'annule  pas;  d'ailleurs  les  trois  dénominateurs  ne 
peuvent  s*annuler  en  même  temps,  puisque  la  somme  de  leurs  carrés 
est  égale  ft  la  quanUté  constante  sin*  Y;  on  en  conclut  que  le  signe  4- 
doit  être  conservé  pour  toutes  les  positions  de  Tangle  trièdre. 
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CHAPITRE   II 


Xransfoniiatloii  des   coordonnées. 


DÉPLACEMENT  DE  L*ORIGINE. 

421.  On  veut  remplacer  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  par 

trois  autres  axes  OX,  OT,  O'Z', 
respectivement  parallèles  aux 
premiers  et  dirigés  dans  le  même 
sens  (fig.  371).  La  position  des 
nouveaux  axes  sera  déterminée 
par  les  coordonnées  a,  é,  c,  do 
la  nouvelle  origine  0',  relative- 
ment aux  anciens  axes.  Appelons 
X,  y,  z  les  coordonnées  d*un 
point  quelconque  M  de  Tespace 
par  rapport  aux  anciens  axes, 
^>  />  ^'»  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  nou- 
veaux axes  ;  en  projetant  successivement  sur  chacun  des  trois 
axes  primitifs,  parallèlement  au  plan  des  deux  autres,  la 
droite  OM  et  la  ligne  brisée  OO'M,  on  a  les  relations 
(i)  x  =  a  +  af,    y  =  é  +  y',    z  =  c-}-z'. 


Fig.  m. 


CHANGEMENT  DE  LA  DIRECTION  DES   AXBS 

482.  Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  change  la 
direction  des  axes,  Torigine  demeurant  la  même.  Désignons 
par  a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  OX'  avec  les 
trois  axes  OX»  OY,  OZ,  par  a\  b',  c'  et  a*,  b",  cf  les  quantités 
analogues  pour  OY'  et  OZ',  et,  enfin,  par  X,  f*,  v,  les  angles 
YOZ,  ZOX,  XOY  (fig.  272). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace;  par  le  point  M  me- 
nons une  parallèle  MG  à  Taxe  OZ,  et  par  le  point  C,  où  cett» 
droite  perce  le  plan  XOY,  une  parallèle  CD  à  Taxe  OY;  les  trois 
longueurs  OD,  DC,  CM,  prises  avec  les  signes  convenables» 
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sont  les  coordonnées  a?,  y,  z  du  point  M  par  rapport  aux  an- 
ciens axes.  Par  le  point  M,  menons  une  parallèle  M(7  à  Taxe 

OZ'  et  par  le  point  C  où  elle  perce 
le  plan  X'OY',  une  parallèle  CD'  à 
l'axe  OY';  les  trois  longueurs  OD', 
D'C  CM,  prises  avec  les  signes 
convenables,  sont  les  coordonnées 
^'j  y\  ^'  du  point  M,  par  rapport  aux 
nouveaux  axes.  En  projetant  ortho- 
gonalement  les  deux  lignes  brisées 
ODCM,  OD'CM,  successivement  sur 
chacun  des  trois  axes  OX,  OY,  OZ» 
Fig.  171.  on  obtient  les  trois  relations 

IX  -J-ycos  v  +  zcosjJt  =  ar'  +  ay +  «*«', 
arcosv  +y  +zcosX  =60?' +  %'  +  *" -^'f 
arcosft  +  ycosX  +  z  =cx'  +  cy  +  c'j5', 

desquelles  on  peut  déduire  pour  x,  y,  z,  des  expressions  du 
premier  degré  en  af^  y\  %'.  Le  déterminant  de  ces  équations 
est  le  même  que  celui  des  équations  (4)  du  n^  418. 

Il  faut  se  rappeler  que  a,  6,  c  ne  sont  pas  arbitraires,  mais 
liées  par  une  équation  de  condition  ;  il  en  est  de  même  de 
o',  J',  c'  et  de  oT,  6',  (?*.  D  y  aurait  entre  ces  mêmes  quantités 
trois  nouvelles  relations,  si  l'on  voulait  que  les  nouveaux  axes 
fussent  rectangulaires,  ou,  plus  généralement,  qu'ils  fissent 
deux  à  deux  des  angles  donnés. 

423.  Quand  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires,  on  a 

COSX  =  C0S|i  =  COSv  =  C0S-  =  O, 

s 
et  les  équations  (3)  se  réduisent  à 

I« = a«' + «y + <*'  *'» 
z  =  «'+cy +c''z'. 

Alors  les  relations  entre  les  cosinus  sont 

i»  +  *•  +  c»  =  1, 


(4) 


a'i4.4'«4.c'«=i. 
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Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  rectangulaires  (flg.  375) 
on  a  en  outre  les  relations 

la'(f+b'b''  +  &(f=o, 

(5)    la'a+b'b  +ifc=o, 

(  aa'  -}-  bb'  -{-  cC  =  0. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  meio* 
bres  des  équations  (3)  par  a,  b,  c, 
puis  par  a',  b',  e  et  oT,  4%  <f,  et 
qu*on  ajoute,  il  vient,  en  ayant 
égard  aux  relations  (4)  et  (5), 

y'  =  a'x  +  *'y  +  c'z, 

On  obtient  ces  formules  directement  en  projetant  les  lignes 
brisées  ODCM,  OD'C'M  sur  les  axes  OX',  OY',  OZ'. 

Puisque  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires,  les  quantités 
(a,  a',  oT),  (é,  b\  b"),  {c,  c\  c^,  qui  désignent  les  cosinus  des 
angles  des  directions  OX,  OY,  OZ  avec  les  nouveaux  axes, 
doivent  satisfaire  aux  relations 

|a»  +  a'»  +  a"«  =  i, 
(7)     é«  +  ft"  +  4'*  =  i,  (8) 

analogues  aux  relations  (4)  et  (5). 
D'après  les  formules  (la)  du  n"*  420,  on 


(«) 


6c  +  6V+iV  =  o, 
ca  +  c'a'  -f-  (Ta"  =  0, 
ab  +  a'b'  +  orb''=o. 


(9) 


6* 


c' 


bc'^cb'^ec^'^aif     06'  — 6a 


7  =  3:1. 


On  prendra  le  signe  -|-  ou  le  signe  —  suivant  que  les  deux 
angles  trièdres  OXYZ,  O'X'Y'Z'  peuvent  ou  ne  peuvent  pas 
être  disposés  de  façon  que  les  droites  OX  et  OX',  OY  et  OT, 
OZ  et  07  coïncident. 

En  yertu  de  ces  relations,  le  déterminant  des  équations  (3) 
ou  (6)  est  égal  idi  1. 
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Mi 


FORMULES    D  BULSB 


424.  Les  formules  précédentes,  pour  passer  d'un  système  recian* 
gulaire  à  un  autre  également  rectangulaire,  ofifrent  l'ayantage  d*ètre 
symétriques  par  rapport  aux  angles;  mais,  quoique  les  angles  soient 
au  nombre  de  neuf,  il  n'y  en  a  réellement  que  trois  qui  soient  arbi- 
traires ;  c'est  pourquoi  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  les  relations 
qui  les  lient.  Cette  dépendance  des  neuf  cosinus  est,  dans  certains  cas, 
un  obstacle  pour  constater  Tidentité  de  deux  expressions.  On  a  donc 
cherché  des  formules  dans  lesquelles  n'entrent  que  trois  constantes  ; 
le  choix  de  celles-ci  était  naturellement  indiqué  dans  plusieurs  ques- 
tions de  mécanique  et  d'astronomie,  où  l'on  emploie  de  préférence 
les  nouYélles  formules. 
On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes  par  l'angle  ^  que 

fait  avec  OX  la  trace  OA  du  plan 
X'O'Y'  sur  le  plan  XOY,  l'inclinai- 
son e  du  plan  X'OY'  sur  le  plan 
XOY ,  inclinaison  mesurée  par 
l'angle  ZOZ',  enfin  l'angle  9  de 
l'axe  OX'  avec  la  trace  OA  (fig.  274). 
Or^  si  les  deux  systèmes  d*axes 
présentent  la  même  disposition,  il 
est  possible  d'amener  le  premier 
sur  le  second  par  trois  rotations 
F»?-  *74.  successives.  Faisons  tourner  d'a- 

bord les  axes  primitifs  de  l'angle  ^  autour  de  OZ  ;  tandb  que  l'axe  OZ 
reste  immobile,  les  axes  OX  et  OY  tournent  dans  leur  plan  de  l'angle 
jf\  l'axe  OX  vient  donc  occuper  la  position  OA  ou  0X|,  et  OY  une  cer- 
taine position  OY,.  Remarquons  que  l'axe  OZ',  perpendiculaire  au 
plan  X'OY',  et,  par  suite,  à  la  trace  OA,  est  contenu  dans  le  plan  Y^OZ 
perpendiculaire  à  OA.  Actuellement,  faisons  tourner  l'angle  trièdre 
0X|  Y,Z  de  l'angle  0  autour  de  OA;  tandis  que  l'axe  OX^  reste  immobile, 
les  deux  axes  0Y|  et  OZ  tournent  dans  leur  plan  de  l'angle  0;  donc  OZ 
vient  occuper  la  position  OZ',  et  0Y|  une  certaine  position  OY*  com- 
prise dans  le  plan  X'OY'.  Enfin,  faisons  tourner  l'angle  trièdre  OXiY^Z' 
do  l'angle  ç  autour  de  OZ';  puisque  les  deux  axes  0X|,  0Y|  tournent 
dans  leur  plan  de  l'angle  9,  il  en  résulte  que  OXi  vient  se  placer  sur 
OX',  et  0Y|  sur  OY'.  Après  ces  trois  rotations  successives,  les  axes  pri- 
mitifs coïncident  avec  les  nouveaux  axes. 

Nous  avons  considéré  quatre  systèmes  d'axes,  savoir  :  OXYZ,  0X|Y|Z, 
OX|Y|Z',  OX'Y'Z'.  Deux  systèmes  consécutifs  ayant  un  axe  commun, 
on  passera  de  l'un  ft  l'autre  par  les  formules  de  transformation  em- 
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ployêes  en  Géométrie  plane  {n^  5o).  On  a  ainsi,  par  dos  iransfonii&« 
tions  successives, 

a;=:XiCos4>— y|Sin4f,  yi=y,cosO — z'sinO,  a;|  =  x'cos9— y'sinç, 
yssajisin^i  +  yicos^p,  z  =y,  sinO  +  z'cosO,  yi=a/8ia9  +  /co8f. 
L'élimination  des  quantités  auxiliaires  x^,  ytt  Vi  donne 

107=  a;'(cos  ç  cos  4; — sin  9  sin^  cos  0)+y'(»sin  f  cos^ — cosf  sin  ^  cose) 
+  :;'  sin  ^'sino, 
y  =  ar'(cos  ç  sin  4»  +  sin  9  cos  4»  cos  0)  +  {^(-^ sin  9  sLn4i  +  cos  9  cosf^  cos  9) 
'  +z'  (— cos4*sin8), 
2=a/sin9sin6  +  t/'coS(psinO  +  z'cos6. 

Telles  sont  les  formules  connues  sous  le  nom  de  formules  d'EoLn. 

La  comparaison  de  ces  formules,  avec  les  formules  (3)  du  n*  4*^» 
conduit  aux  relations  suivantes  : 

a  =  cos  9  cos  4^  —  sin  9  sin  4»  cos  0, 

b  =  cos  9  sin  4^  +  sin  9  cos  4^  cos  0, 

c  =sin  9sinO, 

a'  =r  —  sin  9  cos  4^  —  cos  9  sin  4^  cos  0^ 

(il)  ^  6'  =  —  sin  9  sin  4/  +  cos 9  cos  41  cos 9, 

c'  =  cos  9  sin  0 , 

a"  =  sin  4;  sin  0, 

6*  =  —  cos  4^  sin  6, 

c*  =  cos  6  ; 
d'où 

tang9  =  ^>   tang4,=-p. 

On  a  amené  le  système  primitif  sur  le  système  nouveau  par  troii 
rotations  effectuées  dans  le  sens  direct.  L'angle  9  de  la  rotation  autour 
de  OZ  varie  de  o  à  air;  l'angle  0  de  la  rotation  autour  do  OA  est  com- 
pris entre  o  et  ir,  pourvu  que  sur  l'intersection  des  plans  XO Y  et  X'OT' 
on  choisisse  convenablement  la  direction  OA;  l'angle  de  rotation  9 
autour  de  OZ'  varie  de  o  à  31c. 

42S.  Formules  générales.  Lorsqu'on  change  à  la  fois 
l'origine  et  la  direction  des  axes,  en  menant  par  la  nouvelle 
origine  0',  dont  les  coordonnées  relativement  à  l'ancien  sys- 
tème sont  a,  J,  c,  trois  axes  OXi,  OYi,  OZi,  parallèles  aux 
premiers  et  de  mêmes  directions,  on  aa:=ûr-fa:i,  y=i-|-yt, 
«=c-j-Zi;  ensuite,  a?i,  yi,  zi  s'expriment  en  x^,  y',  z',  par  Tun 
des  groupes  d'équations  écrites  précédemment*,  il  suffit  donc, 
pour  avoir  les  formules  générales,  de  remplacer  dans  ces 
équations  a?,  y,  z  respectivement  par  o:  —  a,  y  —  i,  x  —  c. 
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CLASSIFICATION  DES  SURFACES. 

420.  On  distinguo  les  surfaces,  comme  les  lignes  planes, 
en  surfaces  algébriques  et  surfaces  transcendantes,  suivant 
que  leurs  équations  sont  algébriques  ou  transcendantes. 
Quand  l'équation  est  algébrique,  elle  peut  toujours  se  ra- 
mener à  la  forme  entière,  et  une  transformation  d'axes  rec- 
tilignes  ne  change  pas  son  degré.  Le  nombre  qui  exprime 
ce  degré  sert  à  classer  les  surfaces  en  ordres  ;  ainsi  on  dit 
qu'une  surface  est  du  premier,  du  second,  du  troisième  or- 
dre, etc.,  lorsque  son  équation  est  du  premier,  du  second, 
du  troisième  degré,  etc. 

Pour  que  l'équation  f{x,  y,  z)=o,  algébrique  et  entière  du 
degré  m,  représente  réellement  une  surface  de  l'ordre  m,  il 
faut  que  son  premier  membre  ne  puisse  pas  se  décomposer  en 
un  produit  de  deux  fonctions  entières,  c'est-à-dire  qu'elle  soit 
irréductible.  Deux  équations  irréductibles  distinctes  repré- 
sentent deux  surfaces  qui  peuvent  avoir  une  ou  plusieurs  lignes 
communes,  mais  ces  surfaces  n'ont  jamais  d'éléments  superfi- 
ciels communs  ;  car  pour  avoir  des  solutions  communes  aux 
deux  équations,  on  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement,  même 
entre  des  limites  très-resserrées,  deux  dos  variables. 

Un  plan  coupe  une  surface  algébrique  de  l'ordre  m  suivant 
une  ligne  algébrique  dont  l'ordre  ne  peut  dépasser  m  ;  en  effet, 
si  l'on  rapporte  cette  surface  à  un  système  de  trois  plans  coor- 
donnés, dont  fasse  partie  celui  que  l'on  considère,  on  obtient 
l'équation  de  la  Ugne  d'intersection^  par  rapport  à  deux  des 
axes  coordonnés,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la  sur- 
face l'une  des  coordonnées  par  zéro  ;  le  polynôme  à  deux  va- 
riables qui  en  résulte  ne  peut  évidemment  être  d'un  degré 
supérieur  à  m.  Une  ligne  droite  rencontre  une  surface  de 
l'ordre  m  eu  m  points  au  plus,  ou  bien  elle  est  située  tout  en- 
tière sur  la  surface. 

Une  surface  du  premier  ordre,  étant  coupée  par  un  plan 
quelconque  suivant  une  ligne  droite,  est  un  plan. 

Deux  surfaces  algébriques,  dont  les  degrés  sont  m  et  m',  se 
coupent  suivant  une  courbe  gauche  qui  est  rencontrée  par  un 

GÉOtf.   ANALTT.  33 
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plan  en  mw!  points  ;  car  ce  plan  coupe  les  deux  surfaces  suivaDt 
deux  lignes  planes  d'ordres  m  et  m',  qui  ont,  par  conséquent,  mm' 
points  communs.On  dit  que  la  courbe  gauche  est  de  Tordre  mm'. 

6p:ctiox  d'une  surface  par  un  plan. 

427.  biipposons  d'abord  que  le  plan  passe  par  Torigine; 

on  déterminera  sa  position  par 
Tanglo  ^  que  fait  avec  OX  sa 
trace  OX'  sur  le  plan  XOY,  et 
par  laDgle  0  que  fait  avec  OZ  la 
normale  OZ'  à  ce  plan  (fig.  276). 
Par  le  point  0  menons  dans  le 
plan  une  droite  OY'  perpendicu- 
laire à  OX';  nous  rapporterons 
la  courbe  d*intorsection  aux  doux 
axes  rectangulaires  OX'  et  OY'  situés  dans  son  plan.  Suppo* 
sons  d*abord  que  Ton  fasse  tourner  les  axes  primitifs  autour 
de  OZ  d'un  angle  4^  pour  amener  OX  sur  OX'  ;  OY  prendra 
dans  le  plan  XOY  une  position  0Y|  perpendiculaire  à  OX'; 
la  coordonnée  z  ne  change  pas  et  l'on  a 

j;=x'coa^ — yisin<|*,  y = ap' sin 4* -f" y  1  cos +• 
Les  quatre  droites  OY,,  OY',  OZ,  OZ',  perpendiculaires  à  OX', 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ;  fai- 
sons tourner  le  second  système  d'axes  autour  de  OX'  de 
l'angle  6  pour  amener  OY^  sur  OY',  et  par  suite  OZ  sur  OZ'; 
la  coordonnée  af  ne  change  pas,  et  l'on  a 

y^  rrry* cos 0  —  z' siu 6,    « =y' siu 6  +  z' cos 6. 

Si  Ton  considère  un  point  situé  dans  le  plan  X'OY',  la  coor- 
donnée /  étant  nulle,  les  dernières  formules  se  réduisent  i 
y I  =  y'  cos  0,    « = y'  sin  0,    et  Ton  a  ainsi 

I  x=ar'cos^ — y' sin ^j/ cos 0, 
(la)  ]  y = a:' sin 4* -[-y' cos <f  cos 6. 

(z==y'sinO. 

Pour  avoir  Téquation  de  la  courbe  d'intersection  dans  son  plan, 
il  suffira  de  remplacer  »,  y,  z  par  ces  valeurs  dans  l'équation 
de  la  surface. 
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On  peut  déduire  ces  formules  de  celles  d'Euler  en  y  faisant 
^=0  et  2'=o.  Si  le  plan  sécant,  défini  de  la  même  manière 
quant  à  sa  direction,  au  lieu  d'être  mené  par  l'origine,  passait 
par  un  point  ayant  pour  coordonnées  a,  b,  c,  dans  les  formules 
précédentes  on  mettrait  x— a,  y — ft,  «— c  à  la  place  de 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNEES  REGTILI0NES  EN 

COORDONNÉES  POLAIRES. 


498.  Le  système  polaire  défini  au  n*  411  étant  assez  fré- 
quemment employé,  il  est  bon  d'indiquer  comment  on  passe 
du  système  rectiligne  rectangulaire  au  système  polaire,  et 
réciproquement.  Considérons  le  cas  où  l'axe  fixe  est  OZ,  le 
plan  XOZ  le  plan  fixe  à  partir  duquel  se  compte  l'angle  ^ 
(fig.  376).  La  projection  de  OM  sur  OZ  est  pcos  6,  la  projec- 
tion OP  de  la  même  ligne  sur  le  plan  XOY  est  p  sin  0  ;  enfin 
les  projections  de  OP  sur  les  axes  OX  et  OY  sont  p  sin  e  cos  <;, 
f  sinOsin^.  Si  donc  on  projette  sur  chacun  des  trois  axes 
la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  OPM,  on  obtient  les  relations 

{i3)      x=pcos4*sinÔ,    y  =  psin^sinô,    x  =  pcos6. 

On  en  déduit  les  formules  inverses 

(14)  p  =  V^a:»+y»+««,  tang  +  =  ^,   cose= 


X 


Fig.  S76. 

là  longitude. 


Une  direction  OM  est  complètement 
déterminée  par  les  deux  angles  0  et  i». 
En  astronomie,  si  la  droite  OZ  est  la 
verticale  d'un  lieu,  le  plan  ZOX  le  plan 
méridien  du  lieu,  et  la  droite  OM  le 
rayon  visuel  allant  à  un  astre,  l'angle  0 
sera  la  distance  zénithale  de  cet  astre  et 
l'angle  4^  son  azimut.  En  géographie,  on 
prend  pour  OZ  la  ligne  des  pôles  :  alors 
0  est  le  complément  de  la  latitude  et  «i» 
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DISTANCE  DE  DEUX  POINTS. 

420.  Nous  avons  déjà  ti*ouyé  la  distance  de  Torigine  k 
on  point  en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques.  Soient 
(â/,  y',  z'),  {scf,  /,  z")  les  coordonnées  de  deux  points  M' et  M% 
/  la  distance  M'M'  de  ces  deux  points.  Transportons  les  axe» 
parallèlement  à  eux-mêmes  en  M'.  Si  les  axes  sont  rectangor 
laires^  on  a  (n*  4^6) 

Si  les  axes  sont  obliques,  on  a  (n*  418) 
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CHAPITRE  m 

DU  plan  et  de  la  ll^ne  droite, 

DU  PLAN. 

CONSTRUCTION  DE  l'ÉQUATION  DU  PREMIER  D£Or£. 

430.  L'équation  générale  du  premier  degré  entre  les  va- 
riables ar,  y,  z  est 

(i)  Aa?  +  By  +  C2  +  D=ro. 

Nous  avons  vu  {n?  4a6)  que  cette  équation  représente  un  plan  ; 
mais  il  est  bon  de  démontrer  directement  cette  proposition. 
L*équation  renferme  trois  paramètres  arbitraires  qui  sont  les 
rapports  de  trois  des  quantités  A,  B,  G,  D  à  la  quatrième.  D  a- 
bord,  si  deux  des  coefficients  A,  B,  G,  par  exemple  A  et  B, 
sont  nuls,  l'équation  se  réduit  à  la  forme 

C«  +  D  =  o,    ou    zr=  —  —  ; 

elle  représente  un  plan  qui  est  parallèle  au  plan  XOY,  et  qui 
coupe  Taxe  des  z  à  une  distance  —  ^de  l'origine  (n"*  41 3).  Si 

un  seul  des  coefficients  des  variables,  par  exemple  G,  est  nul, 

on  a  l'équation 

Aar  +  By-f  D  =  o, 

qui  représente,  dans  le  plan  XOY,  une  droite,  et  dans  l'es- 
pace un  plan  parallèle  àOZ  et  mené  par  cette  droite. 

Supposons  enfin  qu'aucun  des  coefficients  des  variables  ne 
soit  nul.  On  obtient  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans 
eoordonnés  XOY,  YOZ,  ZOX,  en  faisant  dans  l'équation  pro- 
posée K=z  0,  OU  a?  =  o,  OU  y = 0,  ce  qui  donne  trois  droites  PQ, 
QR,  RP  (fig.  277),  ayant  pour  équations 

Ar  +  By  +  D  =  o,    By  +  Gz  +  D  =  o,    Ax  +  Gz  +  D  =  o. 


Flg.  277. 


518  LIVRE  V,  CHAPITRE  IIL 

Coupons  la  surface  par  un  plan  z=e,  parallèle  au  plan  XOY; 
la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  XOY  a  pour  équation 

Aa:  +  By  +  Cc  +  D  =  o; 

c'est  une  droite  G'H'  parallèle  à  PQ.  L'intersection  elle-même, 

étant  la  ligne  suiyant  hr 
quelle  le  plan  z  =  c,  pa- 
rallèle à  XOY,  rencon- 
tre le  plan  projetant 
mené  par  G'H',  est  une 
droite  6H  parallèle  à 
G'H',  et,  par  consé- 
quent, parallèle  à  PQ. 
D'ailleurs  la  droite  GH 
rencontre  la  droite  PR 
au  point  G.  On  peut 
donc  regarder  la  surface 

comme  décrite  par  une  droite  GH,  qui  se  meut  parallèlement 

à  la  droite  PQ,  en  s'appujant  constamment  sur  une  antro 

droite  PR  ;  donc  la  surface  est  un  plan. 

431.  Réciproquement,  tout  plan  est  représenté  par  uoe 
équation  du  premier  degré  entre  les  variables  x,  y,  i-  Car 
lorsque  le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  XOY 
par  exemple,  si  l'on  appelle  c  la  coordonnée  z  du  point  où  il 
rencontre  l'axe  OZ,  son  équation  est  z  =  c.  En  second  lieu, 
si  le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  OZ  par  exem- 
ple, sa  trace  sur  le  plan  XOY  a  une  équation  de  la  forme 
Aar+  By  +  D  =  o;  celle-ci  représente,  dans  l'espace,  le  plan 
donné. 

Enfin,  supposons  que  le  plan  ne  soit  parallèle  à  aucun  dea 

axes  ;  soient 

z  =  ax+f,    z  =  by  +  y 

les  équations  de  ses  traces  PR  et  QR  sur  les  plans  XOZ  e* 
YOZ.  On  peut  disposer  des  coefficients  de  l'équation 

(i)  Ax  +  By4-Cz  +  D=o, 

de  manière  que  le  plan  qu'elle  représente  coïncide  avec  le  P^^ 
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proposé.  En  effet,  les  traces  du  plan  représenté  par  l'équation 
(i)  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ  ont  pour  équations 

A^     D  B        D 

elles  coïncideront  avec  les  traces  PR,  QR  du  plan  proposé,  si 
Ton  a 

c — '''    c-~*'    0=""^' 

ou  A  =  — Cfl,    B=— C*,    D=— Ct. 

L'équation  (i),  dans  laquelle  on  substitue  les  valeurs  précé- 
dentes, devient,  après  la  suppression  du  facteur  C, 

z  —  ax  —  by  —  y=:o. 

CONDITIONS  POUR  QUE  DEUX  PLANS  SOIENT  PARALLELES 

432.  Soient  Aj:+By+C«+D=o,A'a:+B'y+C'^+D'=o 
les  équations  de  deux  plans.  Pour  que  ces  plans  soient  paral- 
lèles, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leurs  traces  sur  deux  des 
plans  coordonnés  soient  respectivement  parallèles.  Les  traces 
sur  le  plan  XOZ  ont  pour  équations 

Ax-\-Cz  +  J)  =  o,    A'a:  +  C'z-|-D'  =  o; 
ces  deux  droites  seront  parallèles,  si  elles  ont  le  même  coeffi* 

C  C 

cient  angulaire,  ce  qui  donne  la  condition  — ■j-=  —  tt'  ^^ 

A       C 

•T7 = 7^.  De  même,  les  traces  sur  le  plan  YOZ  seront  parallèles, 

B       C 
si  Ton  a-^,=  p7.  Ainsi,  pour  que  les  deux  plans  soient  paral- 
lèles, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

W  A'~B'~C' 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  des  variables  soient  propor- 
tionnels. 

ÉQUATION  GENERALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  UN  POINT  DONNE, 

433.  L'équation  générale  du  premier  degré  renfermant 
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trois  paramètres  arbitraires,  il  faut  trois  conditions  pour  d^ 
terminer  un  plan. 

Cherchons  d'abord  Tëquation  générale  des  plans  qui  passent 
par  un  point  donné  M'  ayant  pour  coordonnées  ti!^  y\  z\  Soit 

(i)  Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  o 

réquation  d'un  plan  quelconque  ;  pour  que  ce  plan  passe  par 
le  point  M',  il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 
réquation  du  plan,  ce  qui  donne  l'équation  de  condition 

(5)  Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D  =  o, 

qui  déterminera  l'un  des  coefficients,  par  exemple  le  coeffi- 
cient D.  En  remplaçant  D  par  sa  valeur  dans  l'équation  (i), 
on  obtient  l'équation 

(4)  A(x-a:')  +  B(y-y')  +  C(i-2')  =  o, 

qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de 
deux  des  trois  coefficients  A,  B,  C  au  troisième  ;  c'est  l'équa- 
tion générale  des  plans  passant  par  le  point  M'. 

Si  l'on  voulait  mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à  un 
plan  donné,  l'équation  du  plan  demandé  étant  de  la  forme  (4)* 
il  suffirait  de  prendre  les  coefficients  A,  B,  C  proportionnels, 
ou  plus  simplement  égaux,  aux  coefficients  de  x^  y^  z  dans 
l'équation  du  plan  donné. 


PLAN  PASSANT  PAR  TROIS  POINTS  DONNES. 


434.  Pour  qu'un  plan  Aa:  +  By  +  C«  +  D  =  o  passe  par 
trois  points  donnés  {x^,  y^,  Zj),  (r„  y„  z,),  (ar„  y„  z,),  il  faut 
que  les  trois  équations  de  condition 

Axi  +  Byj+Czt  +  D  =  o, 
Aa:,  +  By,  +  Cz,  +  D  =  o, 
Ax,  +  By,  +  Cz,  +  D  =  o 

soient  vérifiées.  De  ces  équations  du  premier  degré,  on  déduira 

les  rapports  =r>  =r»  jc  de  trois  coefficients  au  quatrième. 

Mais  on  peut  obtenir  immédiatement  l'équation  du  plan  à 
Taide   d'un  déterminant.  Considérons,  en  effet,  le  dé  ter- 


j 


X 

y 

s 

1 

ar, 

Vi 

«1 

1 

«i  • 

y* 

«1 

1 

Xi 

Vt 

«3 

I 
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minant 


A  = 


qui  est  un  polynôme  entier  et  du  premier  degré  en  a:,  y,  s; 
il  s'annule  quand  on  y  remplace  x,  y,  z  par  Xi,  yi,  z„  ou  par 

^s  >  y I  >  'i  >  0^  P^i*  ^s  >  Vs  >  's  *  <^A^  ^01*3 1^3  éléments  de  la  pre- 
mière ligne  horizontale  sont  égaux  à  ceux  de  la  seconde, 
ou  de  la  troisième,  ou  de  la  quatrième.  On  en  conclut  que  Té- 
quation  A=o  représente  le  plan  passant  par  les  trois  points 
donnés. 

Lorsque  les  trois  points  donnés  sont  situés  sur  les  axes  des 
coordonnées,  Téquation  du  plan  prend  une  forme  très-simple. 
Appelons  a,  &,  e  les  coordonnées  des  points  P,  Q,  R,  où  le  plan 
coupe  les  axes.  On  obtient  le  point  P  en  faisant,  dans  Téqua- 

tion  du  plan,  y=o  et  2=0,  ce  qui  donne  a= — -t\  on  a  de 

même  A  =  — ^,  etc= — 7^.  Si  Ton  remplace  les  rapports 

tt»  tt '  -ttP^  leurs  valeurs »  —  -7» >  tirées  des  rela- 

D     D     D  *^  abc 

tions  précédentes,  l'équation  du  plan  se  met  sous  la  foi*me 

INTERSECTION  DE  TROIS  PLANS. 

438.  La  recherche  du  point  d'intersection  de  trois  plans 
revient  à  la  résolution  do  trois  équations  du  premier  degré 

Aar  +By  +Cz  +D  =0, 

A'ar  +  B'y  +  C'z  +  D'  =  o, 

A'or  +  B'y  +  C'z+ 0^^=  o, 
à  trois  inconnues  x,  y,  z.  Si  les  trois  plans  se  coupent  en  un 
seul  point,  les  trois  équations  admettent  une  solution  finie  et 
une  seule.  Si  les  trois  plans  n'ont  pas  de  point  commun,  ce 
qui  arrive  quand  les  plans  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des 
droites  parallèles  entre  elles,  ou  quand  deux  des  plans  soni 
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parallèles,  les  trois  équations  u'ont  pas  de  solution.  Si  les  trois 
plans  passent  par  une  même  droite,  ou  se  confondent,  il  y  a 
une  infinité  de  solutions;  dans  le  premier  cas,  on  peut  preu- 
dre  à  volonté  Tune  des  variables  ;  dans  le  second  cas,  deux 
des  variables. 

Condition  pour  que  quatre  plans  passent  par  un  même  point. 
Soit  un  quatrième  plan  ayant  pour  équation 

A"x  +  B'y  +  (rz  +  D-'=o; 

la  condition  demandée  s'obtient  en  exprimant  qu'il  existe  un 
système  de  valeurs  de  x,  y,  z  vérifiant  les  équations  des  quatre 
plans,  c'est-à-dire  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  quatre  équa- 
tions. Cette  condition  est  donc 

A  B  C  D 

A'  B'  C  U 

A"  B"  C  D" 

A"  B"  C  ir 


=  o. 


Réciproquement  si  ce  déterminant  est  nul  sans  que  tous  les 
mineurs  relatifs  à  D,  D',  D",  D*"  soient  nuls,  les  plans  sont 
concourants.  Si  ces  quatre  mineurs  sont  nuls  les  quatre  plans 
sont  parallèles  à  une  même  droite  :  on  peut  encore  dire  qu'ils 
se  coupent  en  un  même  point  éloigné  indéfiniment, 

AKGLES  DE  LÀ  NORMALE  A  UN  PLAN  AVEC  LES  AXES. 

430.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  coordonnées  ;  dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  les 
coordonnées  rectangulaires. 

Soit 
(i)  AX'\'By  +  Cz  +  I)  =  o 

l'équation  d'un  plan.  De  l'origine,  abaissons  une  perpendicu* 
laire  OP  sur  le  plan  (fig.  278);  désignons  par  p  sa  longueur 
et  par  a,  p,  y  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes.  La  direc- 
tion de  la  perpendiculaire  OP  et  sa  longueur  déterminent 
la  position  du  plan.  En    projetant  sur  la   droite  OP  la 
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droite  OM  qui  va  do  l'origine  à  un    point    quelconque  M 

du  plan,  et  la  ligne  brisëe 
OÀBM»  dont  les  c6té8  sont  les 
coordonnées  x,  y,  x,  du  point 
M,  on  a  réquation 

(6)  x  cos  a  +  y  cos  p  +  Jï  ces  Y =p. 

Cette  équation,  convenant  à 
tous  les  points  du  plan,  est 
réquation  même  du  plan.  En 
l'identifiant  à  réquation  (i),  on 
obtient  les  rapports  égaux 
cos« cos  ^ cosj p ±1 


Fig.  S"?»- 


(7) 


A  B  C        -D     ^A»  +  B«  +  C«* 

d'où  Ton  déduit  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  plan 
fait  avec  les  axes,  ainsi  que  la  valeur  de  p.  Si  l'on  choisit  le 
*  signe  de  manière  que  la  valeur  de  p  soit  positive,  les  angles 
86  rapporteront  i  la  direction  OP. 

DISTANCE   d'un   POINT   A   UN   PLAN. 

437.  Si  l'on  abaisse  d'un  point  quelconque  Mf  de  l'espace 
une  perpendiculaire  M^Pj  sur  la  droite  indéfinie  OP,  la  dis- 
tance du  point  Ml  au  plan  est  égale  à  la  longueur  PPi.  Nous 
désignerons  par  /  cette  longueur  affectée  du  signe  -f-  ou  du 
signe  — ,  suivant  qu'elle  est  portée  sur  le  prolongement  de 
OP  ou  en  sens  inverse.  Appelons  Xi,  yi,  zi  les  coordonnées 
du  point  Ml.  La  projection  ±OPi  sur  la  droite  OP  de  la  li- 
gne brisée  relative  au  point  Mi  étant  égale  à 

xi  cos  « -{- y  1  cos  |)  +  ^i  cos  Y, 
on  a,  quelle  que  soit  la  position  du  point  Mi , 

(»)  l  =  XiCOSa'\'yiCOB^  +  ZtC0S'{—pt 

et,  en  vertu  des  relations  (7), 
y  j_±{Ax,+By,  +  Cz,+D) 

\/A»+B»-f  G» 

ANOLB   DB  DBUX  PLANS. 


438.  Soient  Ax+By  fGx+D=o,  A'a?+BV+C'*+D'=# 
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les  équations  des  deux  plans.  L*angle  cherché  est  égal  à  Tan- 
gle  des  normales  menées  de  Torigine  aux  deux  plans  donnés. 
Désignons  par  «,  p,  y  les  angles  que  fait  arec  les  axes  la  pre- 
mière normale,  par  «',  p',  /  les  angles  de  la  seconde  normale, 
et  par  Y  Tangle  cherché.  Les  axes  étant  supposés  rectanga- 
laires*  on  a  (n*  417) 

cos  V= cos  a  cos  «'  +  cos  fk  cos  ff  -(-  cos  Y  cos  y'; 

d'où,  en  vertu  des  formules  (7), 

(10)  C08Y  =  ±-  ,  '  ■  ' 

V/A«  +  B«  +  C«  V A'«  +  B"  +  C'« 

Pour  que  les  deux  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  Ton  ait 

<u)  AA'  +  BB'+CC'  =  o. 

DE  LA  LIGNE  DROITE. 

PROJECTIONS   D*UMB   DROITE. 

439.  La  manière  la  plus  simple  de  définir  une  droite  dans 
Vespace  est  de  la  considérer  comme  l'intersection  de  deux 
plans.  Une  droite  sera  donc  représentée  par  le  système  de 
deux  équations  du  premier  degré 

Ax  +  By  +  C«4-D  =  o    ,    A'a?  +  BV  +  C'i  +  D'  =  o. 

Si  Ton  élimine  y  oux  entre  les  deux  équations,  on  obtiendra 
deux  équations  de  la  forme 

^i)  x=az  +  cf    j    yz=bz  +  b'; 

ce  sont  les  équations  des  plans  qui  projettent  la  droite  sur  le 
plan  XOZ  ou  sur  le  plan  YOZ.  On  peut  aussi  considérer  cha- 
eune  de  ces  équations  comme  étant  celle  de  la  projection 
elle-même  rapportée  aux  deux  axes  situés  dans  son  plan. 

Si,  dans  les  équations  (1),  on  fait  ;k  =  o,  on  obtient  les  coor- 
données x=a',y=b'  de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  XOY. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  projections  étant 
respectivement  parallèles,  les  coefficients  angulaires  a  et  6 
sont  les  mêmes  dans  les  équations  de  ces  droites. 

Les  équations  générales  d'une  droite  renferment  quatre 
paramètres  arbitraires,  a,  6,  a\  b\ 
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ÉQUATIONS  aéNiRALES  DES  DROITES  QUI  PASSENT  PAR 

UN  POINT  DONNÉ 

440.  Soient  â/,  y^,  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  sera  l'intersection 
de  deux  plans 

A  (ar  — aO  +  B(y  — yO+C  (z-z')  =  o 
A'(ar  — aO  +  B'(y  — y')  +  C'(?  — zO=o 

passant  par  ce  point.  Ces  deux  équations  résolues  par  rap- 

port  à -;    ,    - — p ,  donnent  pour  les  équations  de  la  droite 

(a)  x-'a/_y-'y'_z  —  z' 

abc 

en  faisant  pour  abréger 

a  =  BG'  — CB'    ,    *  =  CA'-AC'    ,    c  =  AB'-BA'. 

Les  équations  (a)  dans  lesquelles  les  paramètres  a,  b^  c  sont 
arbitraires  représentent  toutes  les  droites  passant  par  le 
point  M(a/,y',  2^.  Les  paramètres  a^b^e  s'appellent  coeffi- 
cients de  direction  de  la  droite. 

Nous  prendrons  habituellement  les  équations  d'une  droite 
sous  la  forme  (a)  qui  comprend  comme  cas  particulier  la 
forme  (i)  :  on  obtient  en  effet  la  forme  (i)  en  supposant 

Remarque.  Si  Ton  appelle  p  la  valeur  commune  des  rap* 
ports  (a),  on  a  pour  x,  y,  z  les  expressions  suivantes 

(3)  X  =  a/  +  a^     ,      yrzry'  +  Jp      ,      «  =  «'  +  rp 

qui  donnent  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  droite 
quand  p  varie  de  —  oo  à  -f  oo-  A  chaque  point  pris  sur  la 
droite  répond  une  seule  valeur  de  p  et  à  chaque  valeur  de  p 
répond  un  seul  point  de  la  droite. 

droite  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS  DONNAS 

441 .  Les  équations  (a)  représentent  une  droite  quelconque 


526  LIVRE  V,  CHAPITRE  III. 

passant  par  le  point  M  (af^  y\  2');  cette  droite  passera  par  un 
second  point  M' ayant  pour  coordonnées  x',  y',  z'  si  les  con- 
ditions 

a  b  c 

sont  yériflées.  La  droite  cherchée  a  donc  pour  équations 

^^'  x'—si      /  —  y'      x^  — i' 

Reha^rque.  On  obtiendra,  comme  en  géométrie  plane  (n*  57), 
les  coordonnées  du  point  M^  de  la  droite  qui  partage  le 
segment  MM'  dans  un  rapport  donné  en  grandeur  et  en  signe 

(flg.  40), 

M,M_     , 
M.M'~       • 

Ces  coordonnées  sont 

Le  point  Mt  conjugué  harmonique  du  point  M|  par  rapport  à 
H  et  M' a  pour  coordonnées 

INTERSECTION  d'UNE  DROITE  ET  D'uN  PLAN 

442.  Soient 

x--o^  _y  —  y'  _z  —  s^  _ 
a      '^     à     ~     c         ^ 

les  équations  de  la  droite,  et 

Aa?4-By  +  GR4-D  =  o 

celle  du  plan.  Les  coordonnées  â?,  y,  z  du  point  cherché  véri- 
fient  à  la  fois  ces  quatre  équations.  Or  les  trois  premières 
donnent 

(5)  x  =  xr  +  af    ,    y  =  y'  +  Jp    ,    g  =  :f  +  cf, 

d'où  en  portant  ces  valeurs  dans  Téauation  du  plan 
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Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D  +  p  (Aa  +  B*  +  Cc)  =  o 

__     Ax'  +  By'  +  Czf  +  T) 
^~  Aa  +  Bb  +  Gc 

En  substituant  cette  valeur  de  p  dans  les  formules  (3)  on 
aura  les  coordonnées  du  point  d'intersection. 
Si  l'on  a 

Aa  +  B6  +  Cc  =  o 

la  valeur  de  p  devenant  infinie,  le  point  de  rencontre  s'éloigne 
à  l'infini  et  la  droite  est  parallèle  au  plan. 
Si  Ton  a  en  même  temps 

(6)       Aa  +  B*  +  Cc  =  o    ,    Aa?'  +  By'  +  G/  +  D  =  o 

la  valeur  de  p  est  indéterminée  et  la  droite  tout  entière  est 
située  dans  le  plan.  La  première  des  conditions  (6)  exprime 
que  la  droite  est  parallèle  au  plan  ;  la  seconde  que  le  point 
{afy  y",  z')  de  la  droite  est  situé  dans  le  plan. 

Remarque.  Proposons-nous  de  former  Téquation  du  plan 
déterminé  par  une  droite  ayant  pour  équations 


X  —  X y  —  y z  — 


2 


abc 

et  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  4t' ,  y* ,  «*.  Si  l'on 
désigne  par 

Aa:  +  By  +  Cz  +  D  =  o 

l'équation  du  plan,  on  aura  d^abord 

A:r^  +  B/  +  Cz^  +  D  =  o, 
puis,  d'après  les  conditions  (6), 

Ax'  +  B/  +  Cz'  +  D  =  o 

Aa  +B*  +Cc  =0; 

l'élimination  de  A,  B,  C,  D  entre  ces  quatre  équations  donne 
l'équation  du  plan  demandé 


X 

x' 
x' 
a 


y' 

b 


z' 
c 


l 
1 
1 

0 


=  ©• 
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CSONDinON  POUR  QUE  DEUX  DROITES  SE  RENCONTRENT 

443,  Deux  droites  placées  arbitrairement  dans  l'espace  ne 
se  rencontrent  pas  en  général  ;  pour  qu'elles  se  rencontrent, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  équations 

X  —  af  p  —  y'  z  —  xf 

a  à  c 

a,  b^  c^ 

soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  x,  y,  x 
On  obtiendrait  donc  la  condition  demandée  en  éliminant  x,  y,  x 
entre  les  quatre  équations  ci-dessus.  On  l'obtient  plus  rapi- 
dement en  remarquant  que  si 

Ax  +  By  +  Cx-f  D  =  o 

est  réquation  du  plan  contenant  à  la  fois  les  deux  droites, 
on  a,  d*après  les  conditions  (G)  appliquées  successivement  aux 
deux  droites, 

ka  +B6  +Cc  =0,    Ay  +By'  +Cx'  +D  =  o 

Aaj  +  B*j  +  Ce,  =  0,    Aa?\4-By\4-Cs\  +  D  =  o 

d'où 

A(ar'-x\)  +  B(y'-.y',)  +  C(x'-.x',)  =  o 

ka  +B6    +Cc  =0 

Afli  +  B*4   -}-  Ce,  =  0  , 

équations  qui  donnent,  par  Télimination  de  A,  B,  G,  la  condi- 
tion cherchée 


^'-^t   î/-y\   ^-^\ 

abc 
a^  *,  c, 


o. 


(7) 

I 

4 

Cette  condition  est  satisfaite  en  particulier  quand  les 
droites  sont  parallèles,  car  alors  les  éléments  des  deux  der- 
nières lignes  sont  proportionnels. 
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Remarque.  Posons,  pour  abréger  l'écriture, 
p  —bz!  —c}/    ,  q  =c  a!  —at!   ,  T  =ay'  —h  il 

la  condition  (7)  pourra  s'écrire 

«/>!  +  Hi  +  ^''i  +  «iP  +  *i?  +  c,r  =  o. 

ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  LA  DROITS 
d'intersection  de  deux  PLANS  DONNES 

444. Soient Ax 4- B.y4-Ca+D=o,  A'ar+B'y+C'z+D'=o 
les  équations  des  deux  plans;  l'équation 

(9)    (Aa:  +  By  +  C«  +  D)  — *(A'x  +  B'y  +  Cz  +  D')  =  o, 

dans  laquelle  le  paramètre  k  est  arbitraire,  représentera  tous 
les  plans  qui  passent  par  la  droite  d'intersection  des  deux 
premiers  plans.  Il  est  évident  d'abord  que,  quelle  que  soit  la 
valeur  attribuée  au  paramètre  k,  le  plan  représenté  par 
réquation  (9)  passera  par  la  droite  d'intersection  des  plans 
donnés;  car  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées 
de  chacun  des  points  communs  aux  deux  plans.  On  voit 
ensuite  que  l'équation  (9)  représente  tous  les  plans  qui  passent 
par  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  donnés;  car  l'un 
quelconque  de  ces  plans  est  défini  par  la  droite  d'intersection 
et  un  point  (â/  ,  y' ,  z')  pris  arbitrairement  dans  l'espace  ;  or 
on  peut  déterminer  le  paramètre  k  de  manière  que  le  plan  (g) 
passe  par  ce  point,  ce  qui  donne  la  condition 

(A^  +  By'  +  C3/-hD)  — A(AV  +  By  +  GY  +  DO  =  o» 
d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  k.  Le  plan  cherché  a  pour  équation 

Aar+By  +  Cz  +  D   _A^a? +B^y +  0'^ +D' 
Az'  +  By'+ Cz'+  DD  ~  AV  +  B'y'  +  GV  +  D'  ' 

Remarque.  Considérons  le  plan  dont  l'équation  se  déduit 
de  l'équation  (9)  par  le  changement  de  A  en  —  A; 

(90    (A:r  +  By  +  Gz  +  D)  +  A(A'ar  +  B'y  +  C'z  +  D')  =  o. 

On  reconnaît,  comme  en  géométrie  plane  n""  69,  que  les 
points  Ml  et  M^,  où  les  plans  (9)  et  (gO  sont  rencontrés  par 

OEOX.  ANALTT.  34 
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une  sécante  quelconque,  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  points  M  et  M' où  les  plans  donnés  sont  rencontrés 
par  cette  même  sécante.  On  dit,  pour  cette  raison,  que  les 
plans  (9)  et  (gO  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
plans  donnés. 

PAR  UNE  DROITE  MENER  UN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A.  UN 

PLAN  DONNÉ 

44».  Soient  Aa:+By+Cz+D=o,  A'a:+B'y+Cz+D'=o 
les  équations  de  la  droite  donnée,  A"^  +  B'y  +  Cx  +  D*'  =  0 
ceUe  du  plan  donné.  Le  plan  cherché,  passant  par  la  droite, 
a  une  équation  de  la  forme 

(Aa:  +  By  +  Cz  +  D)-*(A'x  +  BV  +  Cr«-t-DO  =  o. 
Ce  plan  sera  perpendiculaire  au  plan  donné,  si  la  condition 

A'(A  -  kA!)  +  B\B  -  *B')  +  C'(G  -  kC)  =  o 
est  vérifiée  (n*»  438),  les  axes  étant  supposés  rectangulaires; 

on  en  déduit  .._ 

A'^A  +  B'^B  +  CG 

*  — A'A^  +  B'B'  +  G'G'' 
et  lo  plan  cherché  a  pour  équation 

Les  trois  plans  donnés  forment  un  angle  trièdre;  par  Tune 
des  arêtes  nous  avons  mené  un  plan  perpendiculaire  à  la  face 
opposée.  Les  plans  menés  par  chacune  des  autres  arêtes 
perpendiculairement  à  la  face  opposée  ont  de  même  pour 
équations 

(A''A+B''B  +  CX)(A'x  +  B'y  +  C'»  +  iy)~(AA'+BB'+CC')(A''a;  +  By+C:;f+n 
(  AA'  +  BB'  -h  CC)  (  A"*  +  B-y  +  C'z  +  D')  =  (  A' A'H-  B'B>  C'C)  (Ax  +  By  +  Ci  +  D  ). 

En  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre  à  membre, 
on  trouve  la  troisième;  on  en  conclut  que  les  trois  plans 
passent  par  une  même  diH)ite. 

ANGLES  d'une  DROITE  AVEC  LES  AXES 

446.  Dans  les  questions  relatives  à  la  ligne  droite,  que 
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nous  avons  traitées  jusqa*à  présent,  excepté  dans  la  question 

précédente,  nous  n^avons  fait  au- 
cune hypothèse  sur  les  coordon- 
nées; dans  tout  ce  qui  suit,  nous 
supposerons  les  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

Soient =^—r^  = 

Fig.î7».  «  ^  ^ 

les  équations  d*uae  droite.  La  parallèle  OL  menée  par  l'ori- 
gine (fig.  379)  aura  pour  équations 

a      *     c 

Désignons  par  «,  p,  y  les  angles  que  fait  la  droite  OL  avec 
les  axes.  Prenons  sur  cette  droite  un  point  M  situé  i  une 
distance  /  de  l'origine.  Les  coordonnées  «,  y,  z  du  point  M 
étant  les  projections  orthogonales  de  la  droite  OM  sur  les 
axes,  on  a 

X=:/C0Sa      ,     y:=/C0Sp      ,      jE  =  /COSY. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  droite 
OL,  il  vient 

cos  « cos  p cos  Y ^  *  . 


(il) 


Le  double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  de  la  droite. 


PAR  UN  POINT  MENER  UNE  DROITE  QUI  FASSE  A\  £G  LES  AXES 

DES  ANGLES  DONNES 

447.  Proposons-nous  de  mener  par  le  point  M',  dont  les 
coordonnées  sont  x^,  t/^  z\  une  droite  qui  fasse  avec  les  axes 
des  coordonnées  rectangulaires  les  angles  «,  p,  y*  ^^  droite 
cherchée  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 


X 


mais  on  a 


532  LIVRE  V,  CHAPITRE  III 

COS  (X       ces  p       COS  Y 


c    • 


on  en  déduit 

(i.) 


X  —  af     y  —  y'      z — z' 

■   ■    ■  Il       ^Z      — ^— —      — — "      ■!      ■  • 

COS  a  COS  P  COS  Y 

On  peut  obtenir  directement  ces  équations;  si  Ton  désigne 
par  Xy  i/j  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
droite,  et  par  p  la  distance  M'M,  les  différences  x^x\  y  —  }f 
z  —  7i  sont  les  projections  de  la  longueur  M'M  sur  les  axes 
des  coordonnées.  D'un  autre  côté,  si  la  longueur  M'M  est 
comptée  à  partir  du  point  M'  dans  la  direction  qui  fait  aYoe 
les  axes  les  angles  a,  p,  y,  ces  projections  sont  égales  à  p  ces  a, 
p  COS  p,  p  COS  y;  si  la  longueur  M'M  est  comptée  dans  la  direc- 
tion opposée,  ces  projections  sont  égales  à  —  p  cos  a,  —  p  cos  p, 
—  p  cos  Y'  On  a  donc  dans  tous  les  cas 

X  — ar'  =  pcosa    ,    y  —  y'  =  pcosp    ,    «— z'  =  pcoSYf 

ou 

x  —  af y  —  y' z  —  z' 

cos  a  cos  p  cos  Y 

en  convenant  de  regarder  la  longueur  p  comme  positive  ou 
négative,  suivant  qu'elle  est  parcourue  dans  la  première 
direction  ou  dans  la  direction  opposée. 

ANGLE  DE  DEUX  DROITES 


448. 

Soient 

T  — 

£'_yj 

b     ■*" 

z 

—  s' 

t 

X 

y 

-y. 

Z 

-»'. 

a 

c 

Cl 

les  équations  des  deux  droites.  On  déterminera  les  angles 
(*>P»  y)>  (^n  Pi>  Ti)  de  chacune  d'elles  avec  les  axes,  puis  on 
exprimera  l'angle  V  qu'elles  font  entre  elles  par  la  formule 
connue  Cn**  417).  On  a 

cos  c cos  p cos  Y ^  * 


a 


b  c         v/a»  +  ^*  +  c*' 


CQS  «i cos  p, cos  Yi 


rn  1 


a,  b,  c,    "   V^aî  +  éî-f-cf 


J 
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d'où 

(i3)  cos  Y=±    /  ,  ,  ..  ,  "i ,/  t  ■   AiT^t  ' 

Les  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles,  lorsque  la 
relation 

(14)  aa^  +  bb,+cc^=o 

est  satisfaite. 
Le  sinus  de  Tangle  des  deux  droites  est  donné  par  la  formule 


.i.v=^73^Y=V^'°'+''V.'W+''+<;-'f;+"'--te^' 

ou  encore 

_  V/(^c.  -  cb,y  +  (ca,  -  ac,y  +  {ab,  -  ba,y 


sin  V  = 


ANGLE  d'une  DROITE  ET  d'ON  PLAN 

449.  Soient  ^-^  =  ^^^  =  iH-  les  équations  de  la 

droite,  Aa:  +  By  +  Cz  +  D  =  0  celle  du  plan.  L'angle  V  de  la 
droite  et  du  plan  est  complémentaire  de  l'angle  que  forme  la 
droite  avec  la  normale  au  plan. 

Si  l'on  appelle  a,  p,  y  les  angles  que  fait  la  droite  avec  les 
axes,  a',f>',  Y  î^s  angles  que  fait  la  normale  au  plan  avec  lea 
même  axes,  on  a  (no»  446  et  436) 


cos  « cos  p cos  y  ^^^ 

a    ~    b    ~    c    ~ v/a«+  b^  +  c^' 


cos 


a  COS  p' cos  y' 


ABC         \/A*  +  B«-f  G»' 
et,  par  suite, 

(i5)  sin  V  =  ±(Aa  +  Bé  +  Cc) 


V/{A>  +  B«  +  C«)(a»  +  *»  +  c«) 
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CONDITIONS  POUR  QU*CJNE  DROITE  ET  UN  PLAN  SOIENT 

PERPENDICULAIRES 

4it0.  En  désignant  par  a,  p,  y  les  angles  de  la  droite  ayec 
les  axes,  par  o/,  p\  y  ceux  de  la  perpendiculaire  au  plau  avec 
les  mêmes  axes,  nous  avons 

cos  g cos  p cos  Y 

cos  a' cos  p' cos  y 

Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan,  les  angles  «,p,T 
étant  respectivement  égaux  à  a',  p',  /,  on  a,  en  divisant  les 
rapports  précédents  deux  à  deux, 

f  a\  ABC 

(16)  —=-.=  -. 

a       à      e 

Des  relations  (16)  on  déduit  aisément  ce  théorème  dont  oo 
se  sert  en  géométrie  descriptive  :  lorsqu'une  droite  est  per- 
pendiculaire i  un  plan,  la  projection  de  la  droite  sur  un  plan 
quelconque  est  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan.  La  projec- 
tion de  la  droite  sur  le  plan  XOZ  a  pour  équation  cx=az  +  q\ 
l'équation  de  la  trace  du  plan  est  Aa?  +  Ci  +  D  =  o  ;  la  rela- 

a     A 
tion  - = 77  exprime  que  les  deux  droites  sont  rectangulaires. 

C         \j 

De  même,  la  relation  -=7^  exprime  que  la  projection  de  la 

c         Kj 

droite  sur  le  plan  YOZ  est  perpendiculoire  à  la  trace  du  plan* 

PAR  UN  POINT  DONNE  MSNER  UNE  DROITE  PERPENDIQULAIRB 

A  UN  PLAN  DONNÉ 

451.  Soient  s!^\f^i  les  coordonnées  du  point  donné  M» 
Aa:  +  By  +  Cz  +  D  =  o  l'équation  du  plan.  Les  équations  de 
la  droite  cherchée  seront  de  la  forme 

X  —  x'     y  —  1/     z  —  i' 
abc 
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Cette  droite  seraperpeDdiculaire  au  plan  donné,  si  les  relations 

a      b      c 
sont  yërifiées  ;  par  suite  la  droite  cherchée  a  pour  équations 

On  obtient  immédiatement  ces  équations,  en  remarquant 
que  les  numérateurs  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  que  la  droite  fait  avec  les  axes,  tandis  que  les  déno- 
minateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la 
normale  au  plan  fait  avec  les  axes;  la  droite  coïncidant  avec 
la  normale,  ces  deux  séries  de  quantités  sont  proportionnelles. 

4S2.  Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  c*est- 
à-dire  du  point  P  où  la  perpendiculaire  perce  le  plan,  seront 
données  par  les  deux  équations  (17)  jointes  à  l'équation  du 
plan.  On  peut  mettre  l'équation  du  plan  sous  la  forme 

A(ar-x')  +  B{y-y')  +  G(z-z')  =  -(Aa?'  +  By'+Cz'-fD); 

en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  rap- 
ports égaux  (17),  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du 
premier  par  A,  ceux  du  second  par  B,  ceux  du  troisième 
par  G,  on  forme  un  nouveau  rapport  égal  à  chacun  des  pré* 
cédents,  savoir 

'■  A»  +  B«+C«  A«  +  B*  +  C« 

on  a  ainsi  les  équations 

^^^        A     ~     B     ""     C     ""  A»  +  B«  +  G« 

qui  déterminent  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

On  obtiendra  la  longueur  de  la  perpendiculaire  en  rempla- 
çant les  différences  ar  — a/,  y  —  y',  «  — z'  par  leurs  valeurs 
dans  la  formule 

l=\/(x^  xr  +  (y  -  yy  +  (z  -  z')\ 
ce  qui  donne 
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On  retrouve  ainsi  la  formule  à  laquelle  nous  avons  déjà  été 
conduits  par  une  autre  méthode  (n^  4^7)- 


PAR  UN  POINT  DONNÉ  MENER  UN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A 

UNE  DROITE  DONNEE 


483.  Soient  a",  y",  -2'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 

=  p  les  équations  de  la  droite.  Le  plan 


X  —  X y—  y z  —  z 


abc 
cherché,  passant  par  le  point  M,  a  une  équation  de  la  forme 

A(a:-:i/0  +  B(y-/)-f  0(^-0  =  0. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  à  la  droite,  si  les  relations 

A_B_C 
a      b       c 

sont  vérifiées.  En  remplaçant  A,  B,  C  par  les  quantités  pro- 
portionnelles a,  ft,  c,  réquation  du  plan  cherché  devient 

(19)  û(ar-x'')  +  «(y-y^  +  c(i-zO  =  o. 

On  obtient  encore  immédiatement  cette  équation,  en  re- 
marquant que  les  quantité  a,  b,  c  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  donnée  avec  les  axes, 
tandis  que  les  quantités  x  —  af^y  —  y*,  r — «*  sont  proportion- 
nelles aux.cosinus  des  angles  que  fait  avec  ces  mêmes  axes  la 
droite  qui  va  du  point  M  à  un  point  quelconque  du  plan;  ces 
deux  directions  étant  rectangulaires,  la  somme  des  produits 
de  ces  quantités  deux  à  deux  doit  être  égale  à  zéro. 

4S4.  On  aura  le  point  P  où  le  plan  coupe  la  droite,  en  joi- 
gnant l'équation  du  plan  aux  deux  équations  de  la  droite; 
celles-ci  étant  mises  sous  la  forme 

x  =  xf'\'a^    ,    y  =  y'-[-ép    ,    «  =  z'  +  cp 

on  en  déduit,  en  remplaçant  x,  y  et  z  par  leurs  valeurs  dans 
réquation  du  plan, 
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A.  Taide  de  ces  formules,  oq  calculerait  aisément  la  distance 
MP  du  point  à  la  droite  donnée  ;  mais  nous  l'obtiendrons  plus 
rapidement  par  une  autre  méthode. 

<»AR  UN  POINT   DONNÉ    MENER   UNE   DROITE    PERPENDIGULAIRB 

A  UNE  DROITE  DONNEE 

485.  Soient  a?*,  y",  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 

""     =  ^  .  ^  = les  équations  de  la  droite  donnée.  La 

a  0  c  ^ 

droite  cherchée  est  Tintersection  de  deux  plans,  Tun  mené 

par  le  point  et  la  droite  donnés,  Tautre  mené  par  le  point 

donné  perpendiculairement  à  la  droite  donnée.  Le  premier  a 

pour  équation  (n**  44  a,  Remarque) 


X     y 

X        1 

«*    îT 

2'      1 

af    y' 

t-       1 

a     b 

C       0 

le  second  (n«  453) 

a(x  —  a 

0+*(y- 

-yO-l 

=  o. 


y')+c(z^z')  =  o\ 
^es  deux  équations  simultanées  représentent  la  droite  cherchée. 

DISTANCE  d'un  POINT  A  UNE  DROITE  DONNEE 

486.  Appelons  toujours  a?',  y*,  a"  les  coordonnées  du  point 
donnéM.  Supposons  d*abord  que  la  droite  donnée  OL  passe 
par  Torigine  et  désignons  par  o,  p,  y  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires.  La  perpendi- 
culaire MP»  abaissée  du  point  M  sur  la  droite  OL,  étant  un 
côté  d'un  triangle  rectangle  OMP  (fig.  a8o),  on  a 

/»=mp*=ôm'-op*. 

La  distance  OM  est  connue  ;  elle  est  donnée  par  la  formule 
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Quant  à  la  distance  OP,  c'est  la  projection  de  la  droite  OM 

sur  la  droite  OL  ;  en  exprimant  que 

la  projection  de  la  droite  OM  est 

égale  à  celle  de  la  ligne  brisée  0  ABM, 

p  dont  les  côtés  sont  les  coordonnées 

^         x',  y*,  «*  du  point  M,  on  a 


A    X 


OP  =  ar'  cos  a  +  /  cos  p  +  «*  ces  Y 

Ffg.  180.  II  vient  de  la  sorte 

(ao)    P  =  3cf^  i-y*^  +2**  —  (x*  cos  «  +  /  cosp  +  z"  cos  y)*- 

On  peut  mettre  cette  formule  sous  une  autre  forme.  Si 
Ton  multiplie  la  quantité  a?"'*  +  y"*  +  ^'*  par  cos"  a  +  cos'p 
+  cos*  Y ,  c'est-à-dire  par  l'unité,  on  a 

/•  =  {x"^  +  y"*  +  z*>)  (cos*  a  +  cos*  P  +  COS*y) 

— •  {x"  cos  OL '{' y"  cos  p -{- z"  cos  y)*  ; 

en  e£fectuant  les  calculs  et  groupant  convenablement  les 
termes,  on  obtient  la  formule 

(ai)      P  =  (y"  cos  Y  —  2"  cos  p)*  +  (z'  cos  a  —  a:*  cos  y)* 

+  (x"  cos  p  —  y*  cos  «)*. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  donnée  né  passe  pas 
par  l'origine  et  soient 

X  —  xf y  —  y' z  —  z' 

a  ô  c 

les  équations  de  cette  droite.  Imaginons  que  Ton  transporte 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  de  la  droite» 
par  exemple  au  point  (â/,  y',  z')  ;  les  coordonnées  du  point  M 
relativement  à  ces  nouveaux  axes  étant  xf'  —  a?',  y*  —  y',  «• — x\ 
on  aura  en  appliquant  la  formule  (2 1  ) 

'■=[(/— îOcosY— {«'—«')  cosp]*  +  [(z"—»0co3a  —  (a:»_«9  cos: 

+  [{af—af)  cos  p  —  (/  -  y')  cos  «]*. 

Si  Ton  remplace  enfin  cos  a,  cos  p,  cos  y  par  leurs  valeurs,  on 
arrive  à  la  formule 
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Remarque.  Ed  posant  comme  précédemment  (éq.  8). 

'p  =  b7!  —  cxf  ,  qz=,cJ  —  az'  ,  r  =  ay'—bocf 

de  telle  façon  que  les  projections  de  la  droite  donnée  sur  les 
plans  coordonnés  aient  pour  équations 

cy-^bz^p  =  o   ,  aa  — cx  +  î  =  o    ,   Ax  — ay  +  r=o, 
l'expression  de  P  devient 


(320    J«  = 


{ci/'  —  hjr+py  +  {a^—csr  +  qy^'{baf  —  ay''  +  ry 


Les  trois  quantités  élevées  au  carré  dans  le  numérateur  sont 
ce  que  deviennent  les  premiers  membres  des  équations  des 
trois  projections  de  la  droite  quand  on  y  remplace  les  coor- 
données courantes  par  les  coordonnées  x\  y*,  z"  du  point  M. 

PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES 

487.  Soient  ÎZl^  =  ÏIlJL  =  LZ-  les  équations  de  la  pre- 

~  0  c 


a 


mière  droite  AB, 


ÎH^ =y_^«  =i_5  celles  de  la  droite  CD 
a.  6,  c^ 

(fig.  aSi).  On  sait  que  la  perpendiculaire  commune  MN  à  ces 

deux  droites  mesure  leur  plus  courte 
distance.  On  sait  aussi  que  la  lon- 
gueur /  de  cette  perpendiculaire 
commune  MN  est  égale  à  la  distance 
d*un  point  quelconque  de  la  droite 
CD  au  plan  P  mené  par  la  droite 
âB  parallèlement  à  CD.  Cherchons 
d*abord  Téquation  du  plan  P;  tout 
w».  î«i.  plan  mené  par  le  point  {x',  y',  «')  de 

la  droite  AB  a  une  équation  de  la  forme 

k{x-x')  +  B{y-y')  +  G{z^z')  =  o; 

pour  que  ce  plan  contienne  la  droite  AB  et  soit  parallèle  à  la 
droite  CD  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
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Âfl  +B*  +Cc  =0 
Aûj  +  BA,  +  Ccj  =  0. 

En  éliminant  Â,  B,  G  entre  ces  trois  équations,  on  a  pour 
l'équation  du  plan  P 


(a3) 


x—x'    y  —  y'    z  —  / 
abc 
a,         *,  c, 


1=0. 


La  distance  à  ce  plan  d'un  point  quelconque  de  la  droite  CD. 
par  exemple  du  point  {x\ ,  y\ ,  z',),  a  pour  expression  (n®  457) 

aie 
a,  6|  c, 


<24)    /= 


Telle  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données. 
En  désignant  par  p ,  q,  r^p^^  q^^  r,  les  môme  quantités 
que  précédemment  (éq.  8),  on  peut  écrire 


<240    /=±: 


V/(6c,  -  cb,y  +  [ca,  -  acO«  +  {ab,  -  ôa.)» 


Si  l'on  demandait  les  équations  de  la  perpendiculaire  com- 
mune MN,  il  faudrait,  par  chacune  des  droites  données  AB, 
CD,  mener  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P;  ces  deux  plans, 
par  leur  intersection,  détermineraient  la  droite  MN.  On  voit 
facilement,  en  suivant  la  même  marche  que  pour  trourer 
l'équation  du  plan  P,  que  ces  deux  plans  ont  pour  équations 

X  — a/  y  —  y'  z  —  i 

(a5)                         a  b  c             =0 

6c,  —  ci,  cùi  —  ffc,  ai,  —  6a, 

X'-x,  y--y\  z  —  t!, 

(aC)                         a,  6,  c,             =0. 

6c,  —  c6,  ca^  —  aci  a6,  —  6fl, 

Les  deux  équations  simultanées  (aS)  et  (a6)  représentent 
la  perpendiculaire  commune  MN. 
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Remabque  I.  Quand  la  droite  ÂB  est  parallèle  à  CD  la 
longueur  de  la  plus  courte  distance  est  évidemment  égale  à 
la  distance  d'un  point  de  CD,  du  point  {x\ ,  y\ ,  z\)  par  exemple, 
à  la  droite  ÂB. 

Dans  cette  hypothèse  on  a 

iCj  —  ce,  =  ca^  —  ac,  =  oé,  —  éa,  =  o , 

l'expression  de  /  devient  donc  indéterminée  n"»  (44^)  et  les  équa- 
tions (aS)  et  36)  deviennent  des  identités.  Cela  résulte  de  ce 
que,  dans  ce  cas  particulier,  le  plan  P  mené  par  ÂB  parallè- 
lement à  CD  est  indéterminé^  car  tout  plan  mené  par  ÂB  est 
parallèle  à  CD. 

Remarque  II.  Prenons  sur  les  deux  droites  des  longueurs 
ÂB  =  CD=i',  et  joignons  les  points  A  et  B  aux  points  C 
et  D.  Nous  formerons  ainsi  un  tétraèdre  dont  le  volume  est» 
d'après  une  formule  connue, 

i  .  AB  .  CD  •  /  .  sin  V 
o 

V  désignant  l'angle  des  deux  droites.  La  formule  (a40  montre 
que  ce  volume  est  égal  à 

8PHÈRE 

4S9.  La  surface  de  la  sphère,  étant  le  lieu  des  points  dis- 
tants du  centre  d'une  quantité  constante,  a  pour  équation» 
en  coordonnées  rectangulaires, 

Si,  à  l'équation  d'une  sphère,  on  joint  celle  d'un  plan,  on 
aura  les  équations  de  la  ligne  d'intersection,  c'est-à-dire 
d'un  cercle  dans  l'espace. 
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EXERCICES. 

1*  Étant  donnée  an  système  de  trois  axes  perpendiculaires  et  an  point 
sur  chacan  des  axes,  tronver  en  fonction  des  coordonnées  des  trois 
points  : 

I®  Les  coordonnées  dn  centre  dn  cercle  circonscrit  aa  triangle  qai 
aarait  pour  sommets  les  trois  points;  a*  les  coordonnées  du  centre  do 
cercle  inscrit  dans  le  même  triangle. 

û^  Étant  donnée  une  conique,  trouver  dans  l'espace  le  lieu  des 
points  tels  qae  la  distance  de  chacun  d'eux  à  l'un  quelconque  des 
points  de  la  conique  soit  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  da 
point  de  la  conique. 

La  distance  est  aussi  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  da 
point  cherché. 

Si  l'on  joint  deux  points  du  lieu  à  un  point  quelconque  de  la  co- 
nique, la  somme  ou  la  différence  des  distances  est  constante. 

3^  Démontrer  que,  si  par  chacune  des  arêtes  d'un  angle  trièdre  et 
la  bissectrice  de  )a  face  opposée,  on  fait  passer  un  plan,  les  trois  plans 
ainsi  obtenus  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

4^  Étant  donnés  un  trièdre  et  une  droite  passant  par  son  sommet, 
par  la  droite  fixn  et  chacune  des  arêtes  on  fait  passer  un  plan  qui  par- 
tage la  face  -opposée  en  deux  segments  ;  démontrer  que  le  produit  des 
sinus  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois 
autres.  (Réciproque.) 

5<>  Étant  donné  un  trièdre,  par  le  sommet  on  mène  un  plan  qncl- 
eonque  qui  détermine  sur  chaque  face  deux  segments;  démontrer  que 
le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  produit  des  trois  autres.  (Réciproque.) 

6^  Trouver  Taire  d*un  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  som- 
mets, les  axes  étant  rectangulaires. 

7*  Trouver  le  volume  d'un  tétraèdre  ayant  l'un  de  ses  sommets  à 
l'origine  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  autres  sommets. 

8^  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  op- 
posés d'un  tétraèdre  passent  par  un  même  point 

9*  Trouver  l'équation  d'un  plan  mené  par  un  point  de  l'axe  des  m 
perpendiculairement  à  cet  axe,  les  coordonnées  étant  obliqaes. 

Application  à  la  détermination  du  centre  d'une  sphère  donnée  par 
son  équation  en  coordonnées  obliques,  au  moyen  de  plans  perpendi- 
culaires aux  axes. 

io«  Les  six  plans  des  eercles  d'intersection  de  quatre  sphères  priset 
deux  à  deux  se  coupent  en  un  même  point. 
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ifO  Soient  OXYZ,  OX'Y'Z'  deux  trièdres  trirectangles  disposés  d'abord 
de  façon  <pie  les  arêtes  OX  et  OX',  OY  et  OY'»  OZ  et  OZ'  coïncident. 
On  fait  tourner  dans  le  sens  direct  d*un  angle  0  le  second  trièdre 
autour  d'nne  droite  faisant  des  angles  a,  p,  y  avec  les  axes  OX, 
OY,  OZ.  Démontrer  que,  si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  les 
arêtes  du  premier  trièdre  et  celles  du  second  après  la  rotation,  on 
aura  les  formules  de  transformation  : 

te=(i  +  A«  — ii«— v«)«'4- a(Xji— v)y'  +a(Xv+ii)*' 

dans  lesquelles 

^  0  0  0 

X=cosatang-9  i&=eosptang-,  v  =  cosYtaDg-9 

A  =  I  +  X«  +  |i'  +  V*. 

12^  Soient  Ox^y^z^  et  Oxyz  deux  systèmes  d'axes  quelconques. 
Appelons  a,  b,  c;  a',  b',  (f;  a*,  ô",  (f  les  cosinus  des  angles  que  font 
les  axes  OXtyiZi  respectivement  avec  les  axes  Oosyz;  démontrer  que 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  chacun  des  systèmes 
d'axes  soit  un  trièdre  trirectangle  sont  les  six  relations  (4)  et  (5)  du 
n^  423. 
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CHAPITRE  IV. 

Génération  des  surftices. 

4G0.  On  définit  quelquefois  une  surface  par  une  propriété 
commune  à  chacun  de  ses  points  ;  dans  ce  cas,  on  obtient  Té- 
quation  de  la  surface  en  traduisant  analytiquement  cette  pro- 
priété. Mais,  en  général,  on  définit  une  surface  par  le  mou- 
vement d'une  ligne  dans  l'espace .  Soient 

F(ar,y,z,a)  =  o  ,  F,(ar,y,z,a)  =  o, 
les  équations  d'une  ligne  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
a;  si  l'on  fait  varier  a  d'une  manière  continue,  la  ligne  se 
meut  dans  l'espace  et  engendre  une  surface.  On  obtiendra  Té- 
quation  de  cette  surface  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  les 
deux  équations  de  la  ligne  mobile  (n^  98). 

Supposons  que  les  équations  de  la  ligne  mobile 

F(a:,y,z,a,A)  =  o  ,  F,(a:,y,z,a,*)  =  o 
renferment  deux  paramètres  variables  a  et  b,  assujettis  à  vérL 
fier  la  relation  <p  (a,  6)=o.  Un  seul  de  ces  paramètres  sera  ar- 
bitraire, et  la  ligne,  dans  son  mouvement,  engendrera  encore 
une  surface,  dont  on  obtiendra  l'équation  en  éliminant  les  deux 
paramètres  a  et  A  entre  les  trois  équations  précédentes. 

En  général,  si  les  deux  équations  d'une  ligne  mobile  ren- 
ferment n  paramètres  variables,  assujettis  à  vérifier  n— i 
équations  de  condition,  cette  ligne  engendrera  une  surface, 
dont  on  obtiendra  l'équation  en  éliminant  les  n  paramètres 
variables  entre  les  deux  équations  de  la  ligne  et  lesn—i 
équations  de  condition. 

On  donne  le  nom  de  génératrice  à  la  ligne  mobile  qui  engen- 
dre la  surface.  On  définit  ordinairement  le  mouvement  de  la 
génératrice  en  l'assujettissant  à  glisser  sur  certaines  ligues 
fixes,  que  l'on  nomme  directrices.  Soient 

les  équations  d'une  directrice  ;  pour  que  la  génératrice  ren* 


GÉNÉRATION  JDES  SURFACES.  545 

contre  la  directrice,  il  faut  que  les  quatre  équations  de  ces 
deux  lignes  soient  vérifiées  par  un  même  système  de  valeurs 
de  ar,  y,  z;  si  donc,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine  x, 
y,  z,  on  obtiendra  une  équation  de  condition  entre  les  para- 
mètres a,  *,...  que  renferment  les  équations  do  la  génératrice. 
Chaque  directrice  donnera  de  même  une  équation  de  condi- 
tion entre  les  paramètres  variables.  Ainsi,  lorsque  les  équations 
de  la  génératrice  renferment  n  paramètres  variables,  il  faut 
assujettir  cette  ligne  mobile  à  glisser  sur  n  —  i  directrices. 

On  appelle  surfaces  réglées  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  ligne  droite.  Les  équations  générales  d'une 
ligne  droite  renfermant  quatre  paramètres  variables,  il  faut 
trois  directrices  pour  définir  le  mouvement  d'une  ligne  droite. 

On  distingue  les  surfaces  réglées  on  deux  grandes  classes, 
les  surfaces  développables  et  les  surfaces  non  développables  ou 
surfaces  ^flttcA^s;  la  surface  est  développable,  lorsque  toutes 
•es  génératrices  sont  tangentes  à  une  même  courbe  que  l'on 
appelle  arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Parmi  les  surfaces 
développables,  nous  étudierons  particulièrement  les  surfaces 
cylindriques  et  les  surfaces  coniques;  nous  donnerons  ensuite 
quelques  exemples  de  surfaces  réglées  non  développables. 

SURFACES  CYLINDRIQUES. 

461.  On  appelle  surface  cylindrique  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  elle-même. 

La  génératrice  sera  représentée  par  les  équations 

x  =  az  +  a    ,    y  =  *z  +  p, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a  et  6  sont  constants,  et  les 
deux  paramètres  a  et  p  variables.  On  définira  le  mouvement  de 
la  génératrice,  en  l'assujettissant  à  glisser  sur  une  directrice 
donnée,  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition  ç  («,  p)  =  o 
entre  les  deux  paramètres  variables  a  et  ^,  'On  obtiendra  l'é- 
quation de  la  surface,  en  éliminant  ces  deux  paramètre  entre 
les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l'équation  de  condition  ; 
si  l'on  remplace  dans  cette  dernière  a  et  p  par  leurs  valeurs 
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S — az,  y  —bz,  tirées  des  deux  premières,  on  a  Tëquation  de 

1a  surface  cylindrique 

(i)  <f(x  —  az,y  —  bz)  =  o. 

462.  Plus  généralement,  la  génératrice  peut  être  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

(M:-|-éy  +  cz-|-rf=a  ,  a'x  +  i'y  +  c'z  +  rf' =  P» 
dans  lesquelles  les  deux  paramètres  a  et  p  sont  seuls  variables; 
car,  chacune  de  ces  équations  étant  celle  d'un  plan  qui  se 
meut  parallèlement  à  lui-même,  la  droite  d'intersection  con- 
serve la  même  direction.  Les  deux  paramètres  a  et  p  sont  liés 
par  une.  équation  de  condition  (p  (a,  p)  =  o  ;  l'élimination  des 
deux  paramètres  a  et  p  donne  l'équation  de  la  surface  cylin- 
drique 

(2)         9(aar-|-éy-|-w  +  ^>    a'x-{-b'y-\'c'z-{'d')  =  o. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  («)  ne  peut  re- 
présenter qu'une  surface  cylindrique.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

l'équation  proposée  devient  <p(a,  p)=o;  à  tout  système  de 
valeurs  réelles  de  a  et  p,  vérifiant  cette  équation,  correspond 
une  droite  ayant  une  direction  déterminée  ;  l'ensemble  de  ces 
droites  forme  une  surface  cylindrique.  Ainsi,  t équation  géné- 
rale des  surfaces  cylindriques  est  une  équation  quelconque  entre 
deux  polynômes  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 
Il  peut  arriver  que  l'équation  «p  (a,  p)=o  n'admette  qu'un 

nombre  fini  de  solutions  réelles; 
dans  ce  cas,  l'équation  (a)  repré- 
sente un  nombre  limité  de  droi- 
tes réelles. 

463.  Supposons  que  la  surface  ait 
pour  directrice  une  courbe  plane,  si' 
tuée  dans  le  plan  XOY  (ûg.  283),  et 
soit  ç(aî,  y)  =  o  l'équation  de  cette 
courbe  rapportée  aux  axes  OX  et  OY  ; 
la  trace  G  de  la  génératrice  GH 

I  =  rtX  +  a     ,     y  =  6z  +  3 

Fig.  î8X  Eur  le  plan  XOY  a  pour  coordonnées 
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«  =  ac  ,  y  =  p;  cette  trace  devant  appartenir  à  la  directrice,  on  aura 
Téquation  de  condition  9  (a,  p)  =  o,  et  la  surface  cylindrique  sera  re- 
présentée par  1  équation  ç  (a?  —  a«,  y  —  bx^)  =  o.  Si  la  directrice  plane 
est  algébrique  et  de  Tordre  m,  la  surface  cylindrique  est  aussi  algébri- 
que et  de  Tordre  m. 


SURFACES  CONIQUES. 

464.  On  appelle  surface  conique  une  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  tourne  autour  d'un  point  ûxe. 

Désignons  parXo,yo>  ^0  l^s  coordonnées  du  point  fixe,  c'est- 
à-dire  du  sommet  du  cône  ;  les  équations  de  la  génératrice 
seront  de  la  forme 


X  —  X 


0 


=«  .    Un^i^i, 


^  — «0  5f  — Zo 


a  et  *  étant  deux  paramètres  variables.  On  définira  le  mouve- 
ment de  la  génératrice  en  l'assujettissant  à  glisser  sur  une 
directrice  donnée,  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition 
f  (a,  b)=o  entre  les  deux  paramètres  variables  a  etb.  En  éli- 
minant aetb  entre  cette  équation  et  les  deux  équations  de  la 
génératrice,  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  conique 

C'est  une  équation  homogène  entre  les  trois  différences  x — x^. 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  entre  les  trois 
différences  x — ar©,  y — y^,  z — x^  ne  peut  représenter  qu'une 
surface  conique.  Car  on  pourra  mettre  cette  équation  sous  la 
forme  (3)  ;  si  l'on  pose  ensuite 

Z  —  2q  Z  —  Zq 

l'équation  proposée  devient  ^  (a,  i)^o;  à  tout  système  de  va- 
leurs réelles  de  a  et  b,  satisfaisant  à  cette  équation,  corres- 
pond une  droite  passant  par  le  point  fixe  {x^,  y^,  z^);  l^ensem- 
ble  de  ces  droites  forme  une  surface  conique. 

Si  l'équation  ^  (a,  b)=o  n'avait  qu'un  nombre  limité  de  so- 
lutions réelles,  on  aurait  un  nombre  limité  de  droites  réelles. 
Si  Inéquation  n'avait  aucune  solution  réelle,  l'équation  (3)^ 
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supposée  algébrique  et  entière,  n'aurait  qu'une  solutioa  réelle. 

Quand  on  place  Torigine  des  coordonnées  au  sommet  du 
cône,  réquation  de  la  surface  conique  se  réduit  à  la  forme 


(4) 


9 


(v  ^>«- 


C'est  une  équation  homogène  entre  x,  y,  ». 

La  surface  conique  est  développable  ;  l'arête  de  rebrousse- 
ment  se  réduit  à  un  point,  le  sommet.  La  surface  cylindrique 
est  aussi  développable  ;  on  peut  la  regarder  comme  la  limite 
d'une  surface  conique  dont  le  sommet  s'éloigne  à  l'infini. 

462S.  Considérons  le  cas  où  la  direc- 
trice est  une  courbe  plane.  Prenons  le 
sommet  du  cône  pour  origine  des  coor- 
données, et  supposons  le  plan  XOT  pa- 
rallèle au  plan  de  la  courbe  (fi  g.  985). 
Soient  z  =  c,  ^(x,  y)  =  o  les  équations  de 
la  directrice,  x=zaz^  y^bz  celles  de  la 
..génératrice;  la  trace  de  la  génératrice  sur 
Je  plan  do  la  directrice  ayant  pour  coor- 
données z  =  c,  x  =  ac,  y  =  bCy  peur  que 
ce  point  G  appartienne  à  la  directrice,  il 
faut  que  Téquation  de  condition  ^{ac,  6c)=  o 
Fig.  283.  soit  Térifiée.  En  éliminant  a  et  6  entre 

cette  équation  et  celles  de  la  génératrice,  on  obUent  l'équaUon  de  la 

surface  conique 

Si  la  directrice  plane  est  algébrique  et  de  Tordre  m,  la  surface  coniqae 
est  aussi  algébrique  et  de  Tordre  m. 


SURFACES  CONOÏDES. 


466.  On  appelle  surface  conoide  une  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle  à 
un  même  plan  que  l'on  nomme  plan  directeur,  et  en  glissant 
sur  une  droite  fixe  appelée  axe  du  conoïde  et  sur  une  seconde 
directrice  quelconque. 
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Prenons  la  directrice  rectiligne  pour  axe  des  z,  et  suppo- 
sons le  plan  XOY  parallèle  au  plan  directeur.  La  génératrice 
sera  représentée  par  des  équations  de  la  forme 


z  =  « 


y_ 


X 


p- 


La  seconde  directrice  donnera  une  équation  de  condition 
f  (a,  p) = o  entre  les  deux  paramètres  yariables  «  et  p.  La  sur- 
face conoïde  aura  pour  équation 


(5) 


? 


('•I)=»- 


A  l'exception  des  cylindres,  les  surfaces  réglées  à  plan  direc- 
teur ne  sont  pas  développables.  Nous  avons  dit,  en  effet,  qu'une 
surface  développable  est  engendrée  par  une  droite  mobile  tan- 
gente aune  courbe  donnée;  la  projection  de  la  génératrice  sur 
un  plan  quelconque  restera  évidemment  tangente  à  la  projec- 
tion de  l'arête  de  rebroussement  ;  or,  quand  la  génératrice  est 
parallèle  à  un  plan  donné,  sa  projection  sur  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  directeur  reste  parallèle  à  elle-même  et  par 
conséquent  n'est  pas  tangente  à  une  courbe. 

467.  Supposons  que  Taxe  OZ  du  conoïde  soit  perpendiculaire  au 

plan  directeur  (fig. 
a 84),  et  que  la  direc- 
trice soit  un  cercle 
situé  dans  un  plan 
perpendiculaire  au 
plan  directeur.  Fai- 
sons passer  Taxe  OX 
par  le  centre  G  du 
cercle  et  prenons  le 
plan  YOZ  parallèle 
au  plan  du  cercle  ;  ce 
cercle  aura  des  équa- 
tions de  la  form? 
»=sa,  y«  +  jt«  =  r« 
Fig.  iM.  Pour  que  la  génère* 

trice  G  H  s'appuie  sur  le  cercle,  il  faut  que  les  paramètres  a  et  p  sati&* 
fassent  à  la  relation  a'p'  +  a*  =  )•>.  Le  conoïde  est  donc  représenté 
par  l'équation  du  quatrième  degré  xH^  +  a^if^  —  r^x^  =  o.  Si  Ton 
eoupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  on  obtient 
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èridemment  deux  génératrices  GH,  GH';  l'angle  de  ees  deux  gén^ 
ratrices  diminue  à  mesure  que  le  plan  sécant  s'élèTc;  enfin  le  co- 
nolde  se  termine  par  une  arête  DB.  Coupons  la  snrface  par  un  plan 
EFE'  parallèle  au  plan  du  cercle  ;  ce  plan  a  pour  équation  x  =  a';  la 
courbe  d'intersection  o'*z*  +  oy  —  f^a^  =  o  est  une  ellipse,  dont  le 
demi-axe  IF  est  constamment  égal  à  r  et  dont  Tautre  axe  EE'  dimi- 
nue jusqu'à  zéro,  quand  le  plan  sécant  se  rapproche  de  Taxe  du  co- 
noîde. 

Comme  second  exemple  de  surface  conolde,  considérons  la  surface 
engendrée  par  une  droite  qui  se  ment  en  restant  parallèle  à  la  base 
d*un  cylindre  circulaire  droit,  en  s'appuyant  sur  Taxe  du  cylindre  et 
sur  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre.  Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  da 
cylindre,  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres  rectangulaires  du 
cercle  de  base,  et  dont  l'un,  l'axe  des  x,  rencontre  l'hélice.  Une  géné- 
ratrice de  la  surface  se  projette  sur  le  plan  de  la  base,  suivant  on 
rayon  parallèle  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  variable  0.  Si  Ton 
appelle  h  le  pas  de  Thélice,  le  point  de  Thélice  a  pour  coordonnées 

x=:rco8  0    ,     «=rsm6    ,    %  =  h — ; 
'     •  air 

ees  trois  équations  à  quatre  variables  0,  x^  y,  x  peuvent  être  regar- 
dées comme  représentant  l'hélice  elle-même.  La  génératrice  a  pour 
équations 

z  =  h-'    ,    ^nrtange; 
ait        as 

l'élimination  de  0  donnera  l'équation  de  la  surface  hèlicoîde  à  plan  di- 
recteur, 

«  =  —  arc  tang-- 

2ic  ^x 

Cette  équation,  jointe  à  celle  du  cylindre  â^  +  y*  =  r^,  représenta 
aussi  rhélice. 


SURFACES  DE  REVOLUTION. 


468.  On  appelle  surface  de  révolution  une  surface  engen- 
drée par  la  rotation  d'une  ligne  autour  d'un  axe  fixe  auquel 
elle  est  invariablement  liée.  Chaque  point  M  de  la  généra- 
trice décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Taxe 
et  qui  a  pour  centre  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  l'axe  (fig.  a85).  Les  cercles  décrits  par  les  dif- 
férents points  de  la  génératrice  ont  été  nommés  les  parallèles 
de  la  surface.  Les  sections  faites  par  des  plans  qui  passent  par 
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Itae  gont  égales  entre  elles  ;  ce  sont  les  méridiem  de  la  sur- 
face. Ordinairement  on  choisit 
pour  génératrice  de  la  surface 
une  courbe  méridienne. 

On  peut  aussi  concevoir  une 
surface  de  révolution  comme 
engendrée  par  le  mouvement 
d'un  cercle,  de  rayon  variable, 
dont  le  centre  parcourt  une  li- 
gne droite,  dont  le  plan  reste 
perpendiculaire  à  cette  droite, 
et  qui  rencontre  la  génératrice 
^»-  *•••  donnée. 

Supposons  d*abord  que  Ton  prenne  l'axe  de  rotation  pour 
axe  des  z,  les  coordonnées  étant  rectangulaires;  un  parallèle 
de  la  surface  sera  représenté  par  des  équations  de  la  forme 

en  exprimant  que  ce  cercle  rencontre  la  génératrice  donnée, 
on  obtiendra  une  équation  de  condition  9  (a,  f)=o  entre  les 
deux  paramètres  variables  a  et  p.  Si  Ton  élimine  a  et  p  entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  du  parallèle,  on  aura 
l'équation 

(6)  ?(v/x»^y«,z)  =  o 

de  la  surface  de  révolution. 

4G0.  Cherchons,  par  exemple,  réquation  de  la  surface  engendrée 

par  une  droite  AB,  tournant  aatour  d'un  axe 
OZ  (Og.  286}.  Prenons  Taxe  de  rotation  pour 
axe  des  z,  la  perpendiculaire  commune  entre 
l'axe  et  la  droite  AB  dans  une  de  ses  posi- 
tions pour  axe  des  y,  et  une  perpendiculaire 
an  plan  YOZ  pour  axe  des  x.  La  droite  AB, 
dans  cette  position  particulière,  aura  pour 
équations 

y=za    ,    xsBtnz^ 

a  étant  la  plus  courte  distance  OA,  m  la  tan- 
gcnte  trigonométrique  de  Tangle  ZOB'  que 
Fig.  286.  fait  Taxe  OZ  avec  la  droite  OB'  parallèle  à  AB. 

Pour  que  le  parallèle  (œ»  4-  V^  =  «>,  z  =  f)  rencontre  la  droite  AB,  il 
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faut  que  TéquatioD  de  condition  c?  +  f^^^^  =  a'»  que  Ton  obtient 
éliminant  x^  y,  z  entre  les  équations  de  la  droite  et  celles  du  cercle^ 
soit  yériflée  ;  Télimination  des  deux  paramètres  yariables  a  et  p  entre 
cette  équation  de  condition  et  celles  du  cercle,  donne  Téquation  de 
la  surface  de  révolution 

aï' +  y' —  n»'z2  =  a». 

Si  Ton  fait  y  =  o  dans  cette  équation,  on  obtient  la  trace  de  la  sur- 
face sur  le  plan  XOZ  ;  c*cst  une  hyperbole  x'^  —  mH^  =  a',  ayant  son 
axe  transverse  OD  dirigé  suivant  OX,  et  pour  asymptotes  les  droites 
OB'  et  OC  également  inclinées  de  part  et  d*autre  sur  OZ.  On  peut 
considérer  la  surface  comme  engendrée  par  cette  hyperbole  méridienne 
tournant  autour  de  son  axe  imaginaire.  C'est  pourquoi  on  lui  a  donné 
le  nom  di^kyperboloide  de  révolution  à  une  nappe. 

L'équation  précédente  ne  renfermant  le  coefûcient  angulaire  m  qa*aa 
carré,  il  est  clair  que  la  même  surface  sera  engendrée  par  les  deux 
droites  AB  et  AC,  toutes  deux  perpendiculaires  à  OA,  et  également 
inclinées  de  part  et  d'autre  sur  la  droite  AZ'  parallèle  à  OZ. 

470.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  génératrice 
est  la  courbe  méridienne  ;  cotte  courbe,  que  Ton  peut  suppo- 
ser placée  dans  le  plan  XOZ,  est  représentée  parles  équations 
y=o,  9(ar,  z)=o.  Si  Ton  élimine  x,  y,  z  entre  ces  deux  équa- 
tions et  celles  du  parallèle  ar'+y*=a*,  ^=p,  on  obtient  Té- 
quation  de  condition  9  (a,  p}=:o.  L'équation  de  la  surface  de 
révolution  est  donc 

(7)  y(v/x»+y«,z)  =  o. 

On  l'obtient  en  remplaçant  x  par  v/a?*+y*  dans  Téquatiozi  du 
méridien. 

Par  exemple,  si  la  courbe  méridienne  est  l'hyperbole  as* — fvi*z'=a\ 
l'hyperbololde    de    révolution   à  une   nappe    aura   pour    équation 

«B*  +  y*  —  tn^i*  =  a*. 

Comme  second  exemple,  considérons  le  ion,  c'est-à-dire  la  surface  en- 
gendrée par  un  cercle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  ne 
passant  pas  par  le  centre.  Si  l'on  prend  pour  axe  dos  i  l'axe  de  révolu- 
tion, et  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle 
sur  l'axe,  l'équation  du  cercle  dans  le  plantez  étant  [x — a)'+  x'  =  r*^ 
celle  de  la  surface  sera 

(v^+y*  —  cif  +  -*  =  r». 

471.  Supposons  maintenant  que  l'axe  de  rotation  OL 
(fig.  a86),  passant  encore  par  l'origine,  ait  une  direction  quel- 
conque dans  l'espace. 
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Soient  -  =  7=-  les  équations  de  cette  droite.  Tout  paraJ- 
a      à    c 

lèle  de  la  surface  sera  donné  par  l'inter- 
section d'une  sphère  décrite  de  l'origine 
comme  centre  et  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe;  ce  cercle  sera  donc  repré- 
senté par  les  deux  équations 

Fig.  Î87.  En  exprimant  que  le  parallèle  rencontre 

la  génératrice  donnée,  on  aura  une  équation  de  condition 
f  {a,  p)=o  entre  les  deux  paramètres  yariables  a  et  p.  L'éli- 
mination de  ces  deux  paramètres  entre  l'équation  de  condition 
et  les  deux  équations  du  cercle  conduira  à  l'équation  de  la 
surface  de  révolution 

(8)  ç(v/a:*  +  y«+z«,a^  +  *y  +  w)  =  o. 

C'est  une   équation  entre  le   polynôme  du  second  degré 

x>-j-y«-|-z»et  un  polynôme  du  premier  degré. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  passant  par  l'ori- 
gine. Considérons,  en  effet,  la  droite  OL  qui  a  pour  équations 

X     y     z 
-=T=-,  et  posons 

l'équation  proposée  (8)  devient  ^  (a,  p)  =  o.  A  tout  système 
de  valeurs  réelles  de  a  et  de  p  vérifiant  cette  équation  corres- 
pond un  cercle  donné  par  l'intersection  d'une  sphère  ayant 
l'origine  pour  centre,  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
OL;  le  centre  du  cercle  sera  situé  sur  la  droite  OL,  et  le  lieu 
des  cercles  formera  une  surface  de  révolution  autour  de  cette 
droite. 

Supposons  enfin  que  l'axe  de  rotation  ne  passe  pas  par  l'o- 
rigine; prenons  un  point  fixe  (Xo,  ^o'  '0)  sur  cet  axe  dont  le» 
équations  seront 

a^— ^0    y— .yo_g— gp 

abc 
Tout  parallèle  de  la  surface  sera  donné  par  l'intersection  d'une 
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sphère  (a:— Xo)'  +  (y—yo)*  +  («— «•)*=«*»  ayant  son  centra 
au  pomt  fixe,  et  d'un  plan  (w:+Ay+^*==P  perpendiculaire  à 
Taxe  ;  l'équation  de  la  surface  de  révolution  sera  donc  de  la 
forme 

(9)  v(v^(^-^o)*  +  (y-yo)"  +  («-0',    ax+by+cz)=o. 

Lorsque  la  surface  de  révolution  est  du  second  degn^é,  A.  B,  C 
désignant  trois  constantes,  son  équation  est 

io)(aî— a?,)»+(y— yo)*+{*— 2ol*+A(aaî+5y+cz)«+B(aaî+6y-Ks)+Cesè 

TANGENTE. 

479.  Les  trois  coordonnées  x,  y,  %  d'un  point  quelconque  M 
d'une  courbe  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
d'une  même  variable  auxiliaire  ^  prise  pour  variable  indépen- 
dante. Appelons  Ax,  Ày,  Az  les  variations  de  ces  coordonnées» 
quand  on  donne  à  la  variable  ^un  accroissement  très-petit  A/, 
c'est-à-dire  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  voisin  M|  sur 
la  courbe;  la  sécante  MM ^  est  représentée  par  les  équations 

X— x^Y— y_Z— g^ 
Ax  Ay  Az 

"AT     "AT     ir 

Lorsqu'on  fait  tendre  A/  vers  zéro ,  les  rapports  -7-,  —,  — 

àJt    AJ    Ai 

ont  respectivement  pour  limites  les  dérivées  af,  y',  z'  des  fonc- 
tions X,  y,  z,  par  rapport  à  t.  Il  en  résulte  que  la  tangente  au 
point  M  est  représentée  par  les  équations 

X— ar_Y— y_Z— X 
X'    ~    y'  F"* 

Supposons  que  t  augmentant,  c'est-à-dire  A^  étant  positif, 
le  point  M  se  déplace  de  M  en  M^  :  menons  à  la  courbe  la 
tangente  MX  dans  le  sens  de  ce  déplacement,  c'est-à-dire 
dans  le  sens  dans  lequel  se  meut  M  quand  t  croit,  et  appelons 
a,  p,  Y  I6S  cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  MT  par  rap- 
port aux  axes  coordonnés  supposés  rectangulaires.  On  a 
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le  radical  étant  pris  positivement.  En  effet,  le  cosinus  de 
Tangle  du  segment  MMj  avec  Ox  est 


Divisant  les  deux  termes  du  rapport  par  M  et  faisant  ten- 
dre At  vers  zéro,  on  trouve,  comme  limite  du  second 
membre,  la  valeur  qui  a  été  écrite  plus  haut  pour  a  et  qui 
est  bien  la  valeur  demandée,  car  MT  est  la  limite  de  la  direc- 
tion MMj. 

473.  Soient  MT  et  MiT{  les  langcnles  à  une  courbe  gauche  en  deux 

j         points  Toisins  M  et  M|  (lig.  288)  ;  par 
le  point  M  menons  une  droite  MH 
parallèle  à  MiT|  ;  quand  le  point  Bfi 
se  meut  sur  la  courbe,  la  droite  MQ 
^^^'  "^*  décrit   une   surface   conique;   si  le 

point  Ml  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  le  plan  TMH  tend 
vers  une  position  limite,  qui  est  le  plan  tangent  &  la  surface  conique 
le  long  de  l'arête  MT;  cette  position  limite  du  plan  TMH  s*appclle  le 
plan  osculateur  k  la  courbe  au  point  M. 

Le  plan  TMH,  passant  par  le  point  M,  a  une  équation  de  la 
forme 

(1)  A(X  — a;)  +  B(Y  — y)  +  C(Z-2:)  =  o. 

Pour  qu'il  contienne  les  deux  droites  MT,  MH,  on  doit  avoir  les 
relations 

(a)  Xaf  +  By'  +  Cz'  =  o. 

A(«'  +  APcf)  +  B(y'  +  àj/)  +  C(z'  +  AZ')  =  o; 

la  dernière  peut  être  remplacée  par 

et  se  réduit  à 

(5)  Aaf  +  Bt/'  -\-  Cz'  =  o, 

quand  At  tend  vers  zéro,  xf,  |^,  z"  étant  les  dérivées  secondes 
des  fonctions  x,  y,  z  par  rapport  k  t.  Des  relations  (a)  et  (5)  on 
déduit 
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ABC 


^z'  —  z'xf  "■  z'x"  —  x'z'     x'y"  —  y'jf' 
et  le  plan  osculateur  a  pour  équation 

(a)  (î/'5'  -  zY)  (X  -  rr)  +  (z'xT  -  a:V)  (Y  -  y) 

+  (ary  ~  yfjf)  (Z-s)--  o. 

Lorsque  la  courbe  est  plane,  le  plan  osculateur  en  chaque  point  est 
le  plan  môme  de  la  courbe.  (Voyez  aux  no*  482  et  483  pour  la  lon- 
gueur de  Tare  et  la  courbure.) 


PLAN  TANGENT 

474.  Considérons  la  surface  représentée  par  Téquation 

(5)  f{x,y,2)  =  o; 

prenons  sur  la  surface  un  point  M  ayant 
pour  coordonnées  Xy  y,  ;;,  et  par  ce  point 
traçons  sur  la  surface  une  courbe  quel- 
conque MA  (6g.  289);  quand  un  point 
mobile  décrit  cette  courbe,  les  deux  coor- 
données X  et  y  sont  des  fonctions  de  Zy 
^'     '  assujetties  àvérifier  la  relation  (5);  leurs 

dérivées  a/  et  y'  vérifient  la  relation 

(6)  ^/i+î^r.  +  r.=o. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  tangente  à  la  courbe  MA 
est  représentée  par  les  équations 

,  ^  X^x_Y-y_Z-z 

Quand  la  courbe  MA  tracée  sur  la  surface  par  le  point  M 
change,  les  deux  fonctions  x  et  y  changent,  ainsi  que 
leurs  dérivées.  On  obtiendra  le  lieu  des  tangentes  à  toutes 
les  courbes  tracées  sur  la  surface,  en  éliminant  les  deux 
paramètres  variables  af  et  y"  entre  les  équations  (7)  de  la 
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tangente  et  Téquation   de  condition  (6).  Ce  lieu  a  pour 
équation 

(8)  (X-a?)A+(Y-y)/i-f(Z-5)/;  =  o. 

C'est  un  plan  qu*on  appelle  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  M. 

La  normale  à  la  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  m  au  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point; 
quand  les  axes  sont  rectangulaires,  les  équations  de  la  nor- 
male sont 

X— x     Y-y      Z^z 


(O) 


n         fy  u  ' 


Nous  avons  démontré  qu'en  général  les  tangentes  aux  di- 
verses courbes  tracées  sur  une  surface  par  un  point  M  sont 
dans  un  même  plan  ;  il  y  a  exception  lorsque  les  trois  déri- 
vées partielles  fl,  fy^  fi  sont  nulles  au  point  M;  car  alors 
l'équation  de  condition  (6;  devient  une  identité,  et,  pour 
trouver  le  lieu  des  tangentes,  il  faut  recourir  à  un  calcul  plus 
compliqué.  Cette  circonstance  se  présente  au  sommet  d'un 
cône;  les  tangentes  aux  diverses  courbes  tracées  sur  la  sur- 
face par  ce  point  sont  les  arêtes  du  cône,  et  le  lieu  des  tan- 
gentes est  le  cône  lui-même.  Lorsqu'une  surface  a  un  point 
singulier  de  cette  sorte,  le  lieu  des  tangentes  en  ce  point,  au 
lieu  d'être  un  plan,  est  un  cône. 

475.  Supposons  que  la  surface  soit  algébrique  et  du  degré 

m.  Si  l'on  remplace  a?,  y,  z  par-,  ^,  -  et  si  l'on  multiplie  tous 

les  termes  par  t"*,  le  premier  membre  devient  une  fonction 
homogène  et  du  degré  m  des  quatre  variables  oc,  y,  z,  t,  fonc- 
tion que  nous  représenterons  par  f(Xy  y,  2,  t).  D'après  la  pro- 
priété des  fonctions  homogènes,  on  a 

^fr+yfy  +'2/1  +  ^/'  =  wî/'C^,  y,  Zy  0  =  0» 

et  l'équation  (8)  se  met  sous  la  forme 

(10)  Xn+Yfi+Zfi  +  Tn=:o, 


I 


i 


558  LIVRE  V,   CHAPITRE  IV. 

OÙ  ToD  fera  ensuite  r=:T:=i;  les  coordonnées  du  point  de 
contact  n'y  entrent  qu'au  degré  m  —  i. 
En  appliquant  cette  formule  aux  surfaces  du  second  degré, 

dont  réquatiôn  générale  est 

(i  i)         Aar»  +AY  +  ^"^^  +  aByz  +  nB'zx  +  aB'ay 

on  obtient  pour  l'équation  du  plan  tangent, 

(la)     (A;c  +  BV  +  B'ï  +  C)X+(B'a:  +  A'y  +  Bz  +  COY 
+  (B'a:  +  By  +  A'z  +  C0Z  +  (Cx  +  Cy  +  (7z  +  F)  =  o. 

Gomme  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(i3)    (AX  +  B'Y  +  B'Z  +  C)a?  +  (B-'X  +  AT  +  BZ-f-COy 
+  {B'X  +  BY  +  A*Z  +  CO«  +  (CX  +  CT  +  C'Z  +  F)  =  o. 

on  remarque  qu'elle  ne  change  pas^  quand  on  permute  i^ 
lettres  a:  et  X,  y  et  Y,  z  et  Z. 

476.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  des  plans  tan- 
gents à  une  surface  du  second  degré  par  un  point  donné  P, 
non  situé  sur  la  surface  et  ayant  pour  coordonnées  Xt^  yg^  s„ 
Prenons  pour  inconnues  les  coordonnées  x,  y,  z  de  l'un  des 
points  de  contact  M  ;  ces  coordonnées  doivent  vérifier  l'équa- 
tion (il);  d'autre  part,  le  plan  tangent  en  M  devant  pas- 
ser par  le  point  P,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  l'é- 
quation (la)  ou  l'équation  (i3),  et  l'on  a 

(i4)    (Ax,  +  BVi  +  B'zt  +C)x  +  (B^x,  +  A'y.  +  Bz,  +  (y)y 
+  (B'art +Byt  +  A% -|-C')z  +  (Cx. -f-Cy, +C'«i +  F)  =  o, 

Le  lieu  du  point  de  contact  est  la  courbe  plane  suivant  laquelle 
le  plan  {i4)  coupe  la  surface  du  second  degré.  Considérons  le 
cône  qui  a  pour  sommet  le  point  P  et  pour  directrice  cette 
courbe  plane  ;  par  un  point  quelconque  M  de  cette  ligne  passe 
une  arête  du  cône,  laquelle  estsituée  dans  le  pian  tangent  en  M 
à  la  surface;  ce  plan,  contenant  aussi  la  tangente  en  M  a  la 
courbe  directrice,  n'est  autre  chose  que  le  plan  tangent  au  cône 
suivant  l'arête  PM  ;  le  cône  est  donc  tangent  à  la  surface  da 
second  degré  en  tous  les  points  de  la  courbe  directrice. 
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477.  Noos  terminerons  par  la  démonstration  de  quelques  proprié* 
tés  des  surfaces  coniques  et  des  surfaces  réglées.  Soit  S  le  commet 
d*ane  surface  conique  C,  SA  Tune  quelconque  des  arêtes  de  la  surface; 
menons  le  plan  tangent  au  c6ne  suivant  cette  arôte  et  par  le  sommet  une 
perpendiculaire  SA'  à  ce  plan.  Lorsque  la  droite  SA  décrit  la  surface 
G,  la  droite  SA'  décrit  une  seconde  surface  conique  G'.Gonsidérons  deux 
arêtes  SA,  SB  de  la  première  surface  et  les  arêtes  correspondantes  SA', 
SB'  de  la  seconde;  la  droite  d'intersection  SO  des  plans  tangents 
suivant  SA  et  SB  est  perpendiculaire  au  plan  B'SA'.  La  droite  SA  res- 
tant fixe,  si  Tarête  SB  se  rapproche  indéfiniment  de  SA,  la  droite  SD 
tend  vers  la  position  limite  SA,  et,  en  même  temps,  le  plan  B'SA'  de- 
vient tangent  au  second  cône  suivant  Tarête  SA';  on  en  conclut  que 
l'arête  SA  du  premier  c6ne  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  au 
second  cène  suivant  Taréte  SA'.  A  cause  de  cette  propriété,  on  dit 
que  les  deux  cènes  sont  réciproques  ou  supplémentaires. 

Lorsque  Torigine  des  coordonnées  est  placée  au  sommet,  une  sur* 
face  conique  algébrique  est  représentée  par  une  équation 

dont  le  premier  membre  est  une  fon;tion  entière  et  homogène  de 
X,  y,  z»  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  '  me  normale  menée  par  le  som- 
met ayant  pour  équations 

on  obtiendra  Téquation  du  cône  supplémentaire  en  éliminant  les  rap- 
ports  -,  ',  entre  Téqnation  (a)  et  l'équation  (i),  à  laquelle  on  peut 

subsLitiicr  Téquation  xX-^-yY  +  zZ=o,  Un  cône  du  second  degré 

(5)  Aap»  +  AV  +  ^'**  +  aByz  +  aB'zx  +  2\i''xy  =  o 

admet  comme  supplémentaire  un  cône  du  second  degré 

(4)        (A'A-'— B»)X«  +  (A'A— B'«)Y»  +  (AA'- B'«)Z*  +  aCB'B"— AB)YZ 

+  a  (B'^B— A'B')ZX  +  a(BB'— A'B-'jXYrso. 

Le  calcul  qu'il  faut  faire,  pour  passer  de  Téquation  (3)  à  Téquation 
(4),  est  identiqne  à  celui  que  l'on  fait  en  géométrie  plane  pour  passer 
de  Téquation  d'une  conique  en  coordonnées  rectilignes  k  son  équation 
en  coordonnées  tangentielles. 

478.  Si  Ton  rapporte  le  cône  à  un  autre  système  d'axes  rectangu- 
laires, menés  par  le  sommet,  le  premier  membre  de  l'équation  (5), 
qui  est  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré  en  Xy  y,  %, 
transforme  en  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré 

A^iX^^  +  Ay»  +  A;z'2  +  aBiy  V  +  aB;x'x'  +  aB;'xV 
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en  x'y  y',  «',  et,  d'après  les  relations  (7)  et  (8)  da  no  ^^Z,  on  t 

(5)  Ai  +  a;  +  a;'  =  A  +  A'  + A*. 

De  cette  relation  on  déduit  aisément  la  condition  à  laquelle  doÎTent 
satisfaire  les  coefGcients  de  Téquation  (5)  pour  que  Ton  puisse  placer 
sur  le  cône  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  trirectangle. 

Supposons  en  effet  la  coïncidence  établie  ;  si  Ton  prend  les  trois 
arêtes  pour  nouveaux  axes  des  coordonnées,  l'équation  du  cône  devant 
se  réduire  à  la  forme 

aB.yV  +  2B;«'x'  +  aB>y  =  o, 

on  aura  Ai  =  A',  =  A^  =:  o  et  par  suite 

(6)  A  +  A'  +  A':=o. 

Réciproquement,  quand  cette  condition  est  remplie,  on  peut  placei 
l'angle  trièdre  trirectangle  sur  le  cône  d'une  infinité  de  manières. 
Prenons  en  effet  une  arête  quelconque  du  cône  pour  axe  des  s"  et 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  cette  arête  deux  droites  rectangulaires 
pour  axes  des  x'  et  des  y;  l'équation  du  cône  étant  de  la  forme 

AiX'2  +  A;y'«  +  aBiyV  +  2B;*V  +  aB,Vy'=  o. 

on  a  A'i  =  G  et  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (5),  A|  +  A,  =0* 
ce  qui  signifie  que  le  plan  des  x^y'  coupe  le  cône  suivant  deux  aréiei 
rectangulaires.  On  dit  alors  que  te  cône  est  capable  d'un  angle  irièir* 
trirectangle  ifiscrit. 

Lorsqu'un  angle  trièdre  trirectangle  a  ses  trois  faces  tangentes 
au  cône  (3),  ses  arêtes  sont  situées  sur  le  cône  supplémentaire  (4)*  ^ 
condition  pour  que  ceci  ait  lieu  est 

A'A'  +  A-'A+AA'— B«-B'«  — B'«  =  o. 

Quand  cette  condition  est  remplie,  il  existe  une  infinité  d'angles 
trièdres  trirectangles  circonscrits  au  cône  et  Ton  dit  que  le  câm  est 
capable  d'un  angle  trièdre  trirectangle  circonscrit. 

Paoblémk.  —  Étant  donné  un  cône  du  second  degré  représenté  es 
coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

9  (rc,  y,  «)  =  Ax«  +  Ay  +  AV  +  aliyz  +  aB'xx  +  ^B'xy  =  0, 

exprimer  que  le  plan 

(P)  ux-k-vy-h  wz  =  o 

coupe  ce  cône  suivant  deux  génératrices  rectangulaires. 

L'équation 

(C)  9 {x, y,%)'-X(ux  +  vy  +  wz)  (u'x  +  v'y  +  w'z)  =  o 

représente,  quels  que  soient  X,  u\  v',  w\  un  cône  du  second  degt^ 
passant  par  les  deux  génératrices  6  et  6'  suivant  lesquelles  le  pI&Q  ^ 


GÉNÉRATION  DES  SURFACES  561 

coape  le  cône  donné.  Déterminons  >  de  façon  que  le  cône  G  contienne 

X         f/  % 

Taxe  du  plan  P  qui  a  pour  équations  -  =  -  =  —  ;  nous  aurons 

?  [u,  t/,  w)  —  >  (tt*  -f-  v*  +  w')  (tttt'  +tn)'  +  ww')  =  o. 

La  constante  X  étant  ainsi  déterminée,  le  cône  auxiliaire  G  est 
capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit,  formé  par  les  génératrices 
G  et  G'  et  Taxe  du  plan  P.  On  a  donc,  en  écrivant,  que,  dans  l'équa- 
tion (C),  la  somme  des  coefficients  des  carrés  x*,  y*,  z*,  est  nulle 

A  +  A'  +  A*"  —  >(tttt'  +  w'  +  tvîi/)  =  o, 
d'où,  en  remplaçant  X  [uu'  +  vv'  +  ww')  par  sa  valeur  -^iHi^i^L,  ^ 

9(tt,  V,  w)  — (A  +  A'  +  A*)  (tt*  +  »•  +  w^)  =o 
Telle  est  la  condition  demandée. 

479.  Si  d'un  point  fixe  0  on  même  des  parallèles  0^  aux  diverses 
positions  de  la  génératrice  6  d'une  surface  réglée,  on  forme  un  cône 
que  l'on  appelle  cône  directeur  de  la  surface  réglée  et  qui  joue  un  rôle 
important  dans  l'étude  de  la  surface.  Nous  avons  dit  (no  46o)  que  les 
surfaces  réglées  se  divisent  en  deux  grandes  classes,  celle  des  surfaces 
gauches  et  celle  des  surfaces  développables.  Étant  données  les  équa- 
tions de  la  génératrice 

X-x_Y-t/_Z-» 

dans  lesquelles  x,  ]/,  z,  a,  b,  c  sont  des  fonctions  d'une  même  variable 
i,  cherchons  d'abord  la  condition  pour  que  la  surface  soit  dévelop- 
pable,  c'est-à-dire  pour  que  la  génératrice,  dans  toutes  ses  positions, 
soit  tangente  à  une  courbe  G.  En  appelant  p  la  valeur  commune  des 
rapports  (8)  on  a,  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
génératrice 

« 

X=aî  +  (ip    ,    Y  =  y+^p    ,    Z=»  +  cp    ; 

appelons,  en  particulier,  ço  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  p  pour 
obtenir  le  point  de  contact  M  de  la  droite  avec  la  courbe  et  soient 
Xq,  yo,  Zq  les  coordonnées  de  ce  point;  cette  valeur  pp  sera  une  fonction 
de  t  et  l'on  aura 

Xo  =  x  +  app    ,    yo  =  y  +  *Po    f    *o  =  «  +  <îpo- 

En  désignant  par  des  accents  les  dérivées  de  toutes  ces  fonctions 
de  t,  on  a 

(lo)  rr;  =  X'  -f-  a'po  +  «pi  ,  y\  =  y'+  ^'Po  +  àp\  ,  »,  =  a'  +  c'po  +  cp',. 

Puisque  la  tangente  &  la  courbe  G,  lieu  du  point  M,  coïncide  avec 
la  génératrice  G,  les  quantités  x'^,  y'„  z\  doivent  être  proportionneUerf 
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à  a,  h,  e.  On  doit  done  âroir,  «n  désignant  par  X  un  coefficient  dt 

propcNrtionnalité 

(il)       a;'  +  a'Po  +  o{p;-.\)  =  o    ,    y' +  ft'po  + *(p'.  — >)  =  o    , 

«'  +  «'?•  +  «(?•  -^)  =  o. 
Pour  que  la  surface  soit  développable  il  faut  que  ces  trois  équations 
du  premier  degré  en  po  et  pi  —  X  soient  compatibles,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

xf    y'    %' 
a'    b'    (f 


(isj 


=  0. 


Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  le  point  M  défîoi 

par  les  équations  (9],  dans  lesquelles  po  a  la  valear 
tirée  de  (iz),  décrit  une  courbe  G  dont  la  tangente 
en  M  coïncide  avec  la  génératrice  G.  La  surface  est 
donc  dévcloppable,  et  la  courbe  G  en  est  Tarôte  de 
rebroussement. 

480.  GoDsidérons  maintenant  une  surface  réglée 
quelconque.  Soient  G  et  Gi  deux  positions  voisines 
de  la  génératrice,  correspondant  aux  valeurs  t  et 
i  +  A^  de  la  variable,  PP|  la  perpendiculaire  com- 
mune &  ces  deux  droites  (flg.  ago).  Si  Ton  désigne 
par  a  +  Aa,  ^  +  A^  ,  c  +  Ac  ,  a:  +  Aa:,  y  -h  Ay  ,  «  -f- 
Fig  190.  ^1^  les  valeurs  des  fonctions  a,  b,  c,  x,  y,  %  qui  cor- 

respondent à  la  valeur  <  +  ^^  de  la  variable,  les  équations  des  géné- 
ratrices G  et  Gi  seront 

(G)               X  =  x-|-ap    ,    Y  =  y-|-^p    ,    Z=»  +  cp, 
(Gi  X  =  aî  +  AJî  +  (a  +  Aa)Pi 

La  valeur  de  p  qui  correspond  au  point  P  situé  sur  la  génératrice 
G  est  donnée  par  la  formule 

Ax  Ly  A« 

a  +  Aa  b  '\-  ùJ>  c  +  AC 

blc  —  c^b       càa  —  flAc       aAb  —  b^a 


P= 


(blc  —  càby  +  {càa  -  aàcy  +  (oAb  —  bàa]* 

comme  on  le  voit  en  suivant  la  méthode  du  n»  457.  En  divisant  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  p  par  a^*  et  faisant  tendre  At 
vers  zéro,  on  trouve  que  p  tend  vers  une  limite  p^  donnée  par  la  for- 
mule 

sf     1/'     t^ 

abc 

ABC 


Ivi) 


P«  = 


A»  +  n*  +  G* 
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dans  laquelle  on  a  posé,  pour  abréger 
{i4)      k^bif  —  ch'    ,    B  =  ca'— ac'    ,     C  =  a6'  — W    ; 

on  en  conclut  que  le  point  P  tend  vers  une  position  limite  I  sur  la 
génératrice  G. 

Lorsque  la  surface  est  déyeloppable,  le  point  I  est  le  point  où  la 
génératrice  G  touche  l'arête  de  rebroussement.  Lorsque  la  surface 
est  gauche,  le  point  1  s'appelle  point  central  sur  la  génératrice  6,  et 
le  lieu  du  point  I  ligne  de  striction  de  la  surface.  Quand  le  cône  direc- 
teur de  la  surface  se  réduit  à  un  plan,  on  roît  facilement  que  la  pro- 
jection orthogonale  de  la  ligne  de  striction  sur  ce  plan  est  l'enve- 
loppe des  projections  des  diverses  positions  de  la  génératrice. 

Si  l'on  désigne  par  r  la  plus  courte  distance  PPf,  de  la  formule  (94) 
du  no  457  on  déduit 

\aM     Va»  +  b«  +  c« 


Lorsque  la  surface  est  développable,  celle  limite  est  nulle,  quelle  que 
soit  la  génératrice;  mais,  dans  le  cas  contraire,  elle  ne  s'annule  que 
pour  quelques  positions  particulières  de  la  génératrice. 
En  appelant  9  l'angle  des  deux  génératrices  G  et  G 1,  on  a 


sm 
d'où 


r* • o — o -^  i  »    — —   — 

.      _  fj  (bAc  —  cAb)*  +   (cAo  — aAc)«   +  (aA6  —  ^Aa)» 

)in  s  ^   ,'''■■'  — ,         ■  ===    ■     .  ^.j  '.  s-  - 

v/a»  +  6»  +  c«  V(fl  +  Aa)«  +  (b  +  Ab)^  +  (c  H-Ac)« 


(16)  lim  -f.  =  hm  --r-g  =  ^  /  , ,  . — r 

^    '  Aï  At  o»  +  0*  +  c» 

et,  par  suite» 

<'7)  ^'^  -  = A«+B'  +  C» =  *• 

r 
Lorsque  la  surface  est  gauche,  le  rapport -tend  vers  une  limite  k 

9 
diiïérente  de  zéro,  excepté  pour  certaines  génératrices  parliculièrcs. 

480  bis.  Par  le  point  P  menons  une  parallèle  PH  &  la  généra- 
trice G  ;  un  plan  mené  par  un  point  quelconque  M  de  la  génératrice  G 
perpendiculairement  &  cette  droite  coupe  les  droites  PH  et  Gi  aux 
points  Q  et  Mi.  Lorsque  G|  se  rapproche  de  G,  le  plan  GPH  tend  vers 
un  plan  limite  T  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  directeur  suivant 
l'arête  0^  parallèle  à  G.  Le  plan  GPPi  perpendiculaire  &  GPH  tend 
vers  un  plan  limite  Ti  perpendiculaire  à  T  et  le  plan  PMMi  tend  vers 
le  plan  tangenten  M  à  la  surface  réglée.  Nous  désignerons  par  6  l'angle 
que  fait  ce  plan  tangent  avec  le  plan  fixe  Ti.  Le  triangle  QMM|  donne 

pnf  OMM  _    MQ   _MPtangy_  ..ptang  y  y  . 
cot  QMM.  -  -jj-^-  -       pp^      -  MP  — ^i , 
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Taogle  QMM|  ayant  pour  limite  le  complément  de  0,  on  déduit  de  la 
relation  précédente 

U8)  tang6s=|-^ 

en  désignant  par  p  la  longueur  IM. 

Lorsque  la  surface  est  dé^eloppable,  k  étant  nul,  Tangla  0  est  droit, 
et,  par  conséquent,  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  11  de  la 
génératrice  G  coïncide  avec  le  plan  T,  qui  n*est  autre  chose  que  leplao 
osculateur  à  Taréte  de  rebroussement  (n^  473).  Lorsque  la  surface  est 
gauche,  le  plan  T^  est  le  plan  tangent  au  point  central.  Si  le  point 
M  se  meut  sur  la  génératrice  G,  p  variant  de  — oo  à  +  oo,  0  varie  de 

à  +  -  et  le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice,  k  me- 

2  3 

sure  que  le  point  M  se  déplace.  Tout  plan  mené  par  cette  droite  est 
tangent  en  un  point  M  et  en  un  seul.  Le  nombre  k  est  le  paramétn 
de  rotation  du  plan  tangent  relatif  à  la  génératrice  G. 

Considérons  une  seconde  surface  réglée  ayant  avec  la  première 
une  génératrice  commune  G.  Soient  po  le-  distance  des  points  cen- 
traux I  et  r  sur  celte  génératrice,  Oo  et  6  les  angles  que  font  avec  le 
plan  Ti  les  plans  tangents  &  la  seconde  surface  aux  points  T  et  M  ; 
on  aura 

(«9)  tang(0-.6o)  =  .^lPi, 

*j  désignante  paramètre  de  rotation  du  plan  tangent  pour  la  seconde 
surface.  On  obtiendra  les  points  de  la  génératrice  G,  où  les  deux  sar- 
faces  ont  le  même  plan  tangent,  en  résolvant  les  deux  équations  si- 
multanées (i8)  et  (19).  L'élimination  de  0  conduit  à  Téquation  do 
•eeond  degré  en  p 

(ao)    p»  tang  %  —  (Po  tang  6,  +  »,  —  k)p  -  »  (po  —  *i  langBo)  =  o. 

On  en  conclut  que  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent  eo 
deux  points  delà  génératrice  commune.  Pour  que  les  deux  surfaces  aient 
le  même  plan  tangent  en  trois  points  de  la  génératrice,  il  faut  qn^ 
l'équation  (20)  devienne  une  identité;  alors  les  deux  surfaces  ont  le 
même  plan  tangent  en  tous  les  points  de  la  génératrice;  elles  se  ra^ 
cordent  suivant  cette  droite.  Pour  qu*il  y  ait  raccordement,  il  faut  qaa 
les  points  centraux  coïncident,  ainsi  que  les  plans  tangents  en  ce  ^oint^ 
et  en  outre  que  les  deux  paramètres  k  et  k^  soient  égaux. 

Lorsque  les  surfaces  réglées  sont  des  surfaces  à  plan  directeur  ^ 
que  le  plan  directeur  est  le  même  pour  les  deux  surfaces,  Tangle  0|  esl 
nul  et  Téquation  (20)  s'abaisse  au  premier  degré  ;  il  n*existe  sur  la  gé- 
nératrice commune  qu'un  point  où  les  deux  surfaces  ont  le  même  plaQ 
tangent.  Pour  que  les  deux  surfaces  se  raccordent,  il  faut  que  les  poiati 
centraux  coïncident  et  que  les  deux  paramètres  k  et  ki  soient  égaux 
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8IHILITUDB* 

48i .  La  définition  de  ïkomothétte  et  de  la  similitude  pour  les 
figures  à  trois  dimensions  est  la  même  que  pour  les  figures 
à  deux  dimensions  (liv.  IV,  chap.  v).  En  Géométrie  plane, 
«i  Ton  fait  abstraction  de  la  position  des  systèmes,  Thomo- 
thétie  inverse  ne  donne  pas  d'autres  figures  que  Thomothétie 
directe;  il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  figures  dans  l'es- 
pace. Considérons  un  premier  système  de  points  A,  B,  C..., 
et,  après  avoir  choisi  arbitrairement  un  centre  de  similitude, 
construisons  un  système  A',  B',  C',...,  homothé tique  direct,  et 
un  système  A',  B'',  C',...  homothétique  inverse,  avec  le  même 
rapport  de  similitude  A;  ces  deux  systèmes  sont  symétriques 
l'un  de  l'autre  par  rapport  au  centre  de  similitude.  Il  résulte 
de  là  que  les  systèmes  homothétiques  inverses  du  système 
donné  sont  les  symétriques  des  systèmes  homothétiques 
directs. 

Une  figure  est  semblable  à  une  figure  donnée  lorsque,  par 
un  déplacement  convenable,  elle  peut  coïncider  avec  l'une  des 
figures  directement  homothétiques  à  la  figure  donnée. 

On  sait  que  Ton  obtient  toutes  les  surfaces  semblables  à 
une  surface  donnée,  en  prenant  arbitrairement  un  centre  de 
similitude,  et  en  construisant  avec  ce  centre  les  diverses  sur- 
faces homothétiques  directes  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  k  comprises  entre  o  et  oo. 

EzBiiPLE  I.  La  surface  donnée  est  une  sphère.  Prenons  le  centre  de 
la  sphère 0 pour  centre  de  similitude;  le  rayon  OA  étant  constant,  le 
rayon  OA'  sera  également  constant  :  une  surface  semblable  à  une  sphère 
tst  une  autre  sphère  qui  peut  avoir  un  rayon  quelconque. 

Exemple  II.  La  surface  donnée  est  un  cône.  Prenons  le  sommet  pour 
centre  de  similitude;  deux  points  homologues  seront  situés  sur  la 
même  génératrice  du  cône.  La  seule  figwe  semblable  à  un  cône  est  ce 
cône  lui-même. 

Exemple  III.  Le  surface  est  un  cylindre.  Prenons  un  point  arbi- 
traire 0  pour  centre  de  similitude,  et  traçons  sur  le  cylindre  une 
eourbe  arbitraire  G  que  nous  prendrons  pour  directrice  du  cylindre. 
A  la  courbe  C  correspond  une  courbe  homothétique  C  et  à  toute  gé- 
nératrice du  premier  cylindre  une  droite  parallèle  passant  par  le  point 
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homologue  du  point  où  la  conrbe  G  est  rencontrée  par  la  première 
génératrice;  ainsi,  deux  cylindra  ioni  komothétiquês,  Icrsqu^Us  onÊ 
pour  direetrieei  deux  eourhe$  hamoihéHqueê  et  Uun  génétatrices  paroi- 
Ukê. 

Considérons  deux  cylindres  homothétiqnes,  ayant  le  point  O  pour 
centre  de  similitude  ;  si  Ton  mène  par  ce  point  une  parallèle  00'  aux 
génératrices  des  deux  surfaces,  tout  point  de  cette  droite  est  aussi  un 
centre  de  similitude  des  deux  surfaces.  Il  en  résulte  que  les  sections 
de  deux  cylindres  homothétiques  par  le  même  plan  sont  des  courbes 
homothétiqnes,  ayant  pour  centre  de  similitude  le  point  où  le  plan 
coupe  la  droite  00'.  Comme  les  sections  d'un  cylindre  par  des  plans 
parallèles  sont  égales,  les  sections  de  deux  cylindres  homothéiiqacs 
par  des  plans  parallèles  sont  homothétique?. 

iAS.  Les  sections  d'une  surface  du  second  degré  par  des  plans 
parallèks  sont  des  courbes  homothétiques.  L'équation  générale 
des  surfaces  du  second  degré  est 

(i)  Ax*  +  AY  +  A"^»  +  ^Byz  +  ^Wzx  +  aB'a^ 

+  aCa?  +  aC'y  +  aC''-2r  +  F=o; 

on  obtient  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  Tintersection  de 
cette  surface  et  du  plan 

(a)  ax-{'by'\'CZ  =  lf 

en  éliminant  la  variable  z  entre  les  équations  (i)  et  (a).  Or, 
dans  réquation  ainsi  obtenue,  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  indépendants  de  I;  on  en  conclut  que»  lors- 
que /  varie,  a,  b,  c  restant  fixes,  c'est-à-dire  lorsque  le  plan 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  les  projections  sont 
homothétiques;  les  cylindres  projetants,  ayant  pour  direc- 
trices des  courbes  homothétiques,  sont  coupés  par  deux 
plans  parallèles  suivant  des  courbes  homothétiques.  Quand 
ces  courbes  sont  des  hyperboles,  Tune  peut  être  homotbé- 
tique  à  la  conjuguée  de  l'autre  (n^  394). 

COURBES 

483.  lAmgueur  d^un  arc  de  courbe.  Soit  dans  Tespace  une  courbe 
plane  ou  gauche,  telle  que  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
de  la  courbe  s'expriment  en  fonction  d'un  paramétre  %  par  les  trois 
équations 
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Supposons  qae  t  Tariant  de  a  k  b  les  foDctions  f,  f ,  ^  soient  con- 
tinues et  admettent  des  dérivés»  f  (t),  f'  (()}  V  (Q  également  conti* 
nues  :  enOn,  supposons  que  t  variant  de  a  a  6  (a  <  ^)  le  point  M 
{x,  y,  z)  décrive  un  arc  de  courbe  AB  en  se  déplaçant  toujours  dans 
le  même  sens. 

Prenons  alors  une  série  de  valeurs  de  t  comprises  dans  l'intervalle 
a,  b  et  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes 

à  ces  valeurs  de  t  correspondent  sur  la  courbe  des  points  M^  Mf. .. 
Mn.f.  Nous  allons  démontrer  que  le  contour  poljgonal  AM|Mi... 
Mfn.iB  tend  vers  une  limite  quand,  le  nombre  n  augmentant  indéfini- 
ment, toutes  les  différences 

U — a,  tt-'tij  ift^,,»,  b-tn-^i 

tendent  vei*s  zéro.  Cette  limite  est  ce  que  Ton  appelle  la  longueur  de 
l'arc  AB.  Pour  démontrer  l'existence  de  cette  limite,  remarquons  que 
le  côté  MaMa+1  a  pour  longueur 

Or,  les  rapports 

/'(tit+i)  — /IM     îî^^hîLZ-îîk),  etc. 

tendent  vers  les  dérivées  f(tu),  ç'(t*). . .  quand  <*+i  —  U  tend  vers  zéro 
et,  par  conséquent,  le  rapport  .  *  ^'  tend  vers  la  limite 

Nous  pouvons  donc  écrire 

u  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  que 
tk+i  —  tk»  Telle  est  l'expression  de  l'un  des  côtés  du  polygone  inscrit 
dans  la  courbe.  Pour  avoir  le  périmètre  P  de  ce  polygone,  faisons  la 
somme  des  côtés  MikM*4i,  en  donnant  successivement  à  k  les 
valeurs  0,  1,2...  n— 1  et  remarquant  que  ^g  =  a,  et  tn=  b.  Nous 
aurons 

P  =  2(t*+i  ~  tk)\'n(tk)  +  9*(tk)  +  V'(h)  +  2(t*+i  -  **)e*. 

Quand  le  nombre  des  points  de  division  f},. .  Jn-i  augmente  indé- 
finiment, chaque  différence  f^+i  —  tk  tendant  vers  zéro,  la  première 
somme  tend  vers  l'intégrale  définie 

b 

i^)f^r{ti-\-9\t)+V^{t)dt. 
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Quant  &  la  deuxième^  elle  tend  vers  zéro  :  en  effet,  en  appelant  t 
un  nombre  positif  égal  en  valeur  absolue  à  celle  des  quantités  h  qui 
a  la  plus  grande  valeur  absolue,  on  voit  que  la  valeur  absolue  de 
2(<*+i  —  tk)tk  est  moindre  que  e2(/»+i  —  <*),  c'est-à-dire  moindre 
que  e(ô— a),  car 

l{tk+i  —  tk)  =  ti  —  a  +^  — <t  +  fs  — 'i+  ...  +b'-tn-i  =  b—a; 
d*après  les  hypothèses  faîtes  sur  la  nature  des  fonctions  f,^,^,  e  tend 
vers  zéro,  quand  toutes  les  différences  tk^i  — tk  tendent  vers  zéro  et 
la  somme  ^tk^i  —  tk)tk  tend  bien  vers  zéro.  Le  périmètre  P  (end 
donc  vers  Tintégraïe  définie  (i)  :  cette  limite  de  P  est  la  longueur  de 
Tare  de  courbe  considéré. 

Si  au  lieu  de  calculer  l'arc  ÀB  tout  entier,  on  avait  calculé  la  lon- 
gueur s  d'un  arc  AM,  M  correspondant  à  une  valeur  de  t  comprise 
entre  a  et  b,  on  aurait  trouvé  de  même 

t 

a 

d'où,  en  différenciant  et  remarquant  que 

dx  =  r{t)dt,  dy  =  (p'{t)dt,  dz  =  ^'(t)dt 
ds  =  \/dx^  +  dy*  +  dz* 

Celte  formule  est  aisée  à  retenir,  car  elle  exprimé  que  l'élément 
inOniment  petit  de  courbe  joignant  les  points  (x,  y,  z)  et  {x  -f  dx, 
y  +  dij,  z  -{-  ds)  est  égal  k  la  corde  joignant  ces  deux  points. 

Exemple  :  Soit  la  chaînette  construite  au  n®  348. 

Cette  courbe  étant  plane,  on  &  z  =  o,  dz  =  o,  puis 

dy  =  y'dx  =-(«•  — e"'-j(to. 


Donc 


ds  =  y/i+y'*  dx  =  j(^+^    ')dx 


comme  on  le  vérifie  en  formant  i  +  y'*  et  remarquant  que  celle 
expression  est  un  carré  parfait.  La  longueur  de  l'arc  s  depuis  le  point 
le  plus  bas  de  la  courbe  (vojez  Og.  222,  n"*  348)  qui  correspond  à 
X  =  0  jusqu'en  un  point  M  d'abcisse  x  est  donc 
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cette  formule  peut  s'écrire 

s  =:  ay'  =  a  tang  « 

en  appelant  a  Fangle  de  la  tangente  en  M  avec  0^;  s  est  donc  un 
côté  de  Tangle  droit  d*un  triangle  rectangle  dont  l'autre  côté  est  a 
et  l'angle  opposé  a. 

Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  —  Nous  ayons  indiqué  dans  le 
D^  472  les  expressions  des  cosinus  directeurs  oc,  p,  y  de  la  tangente 
MT  menée  à  la  courbe  dans  le  sens  des  t  croissants  :  comme  l'arc  s 
est  compté  positivement  dans  ce  même  sens,  les  valeurs  a,  p,  y  ^^^^ 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  MT  menée  &  la  courbe  dans  le 
sens  des  arcs  s  croissants  :  leurs  expressions  peuvent  s'écrire  sous  la 
forme  simple  suivante  : 

__dx      _dy      _  dz 
"""ds^^^ds'^^  ds' 


car  dx  =  afdt,  ds  =  v/aj'«  +  y'^  +  z'*  dt,  etc. . . 

484.  Courbure,  Pour  mesurer  la  courbure   d'une  courbe,  on    la 
compare  &  un  cercle.  Imaginons  un  cercle  de  rajon  R  sur  lequel  on 

a  choisi  un  sens  positif  pour  les  arcs  et  le 
môme  sens  positif  pour  les  tangentes  MT.  Pre- 
nons un  arc  MMj  de  longueur  As  dans  ce  sens 
positif  et  appelons  à<s  la  valeur  absolue  de 
l'angle  dont  tourne  la  tangente  MT  au  cercle 
Fig.  J»o  bis.  quand  le  point  de  contact  se  déplace  de  M  en 

Ml.  D'après  les  propriétés  élémentaires  du  cercle,  on  a 

As 

A5=RA(T,       R=7-. 

AC7 

On  a  ainsi  une  expression  du  rayon  :  l'inverse  -^  s'appelle  la  cour- 
bure du  cercle 

I      Ac 

Passons  maintenant  À  une  courbe  quelconque.  —  Pour  traiter 
d'abord  un  cas  simple,  prenons  une  courbe  plane  sur  laquelle  oa 
choisit  un  sens  positif  pour  les  arcs  et  le  même  sens  MT  pour  les 
tangentes  (fîg.  290  bis).  Soit  encore  as  un  are  MMj  compté  dans  le 
sens  positif,  et  Ao  la  valeur  absolue  de  l'angle  dont  tourne  la  tan- 
gente à  la  courbe  quand  le  point  de  contact  passe  de  M  en  Mi  ;  on 
Appelle,  par  analogie  avec  le  cas  du  cercle,  courbure  moyenne  de  l'arc 
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MM|  le  rapport  j^,  et  courbure  au  point  M  la  limite  ^  yers  laquelle 
tend  ce  rapport  quand  as  tend  vers  zéro.  L'inverse  de  la  courbure  au 
point  M,  p  =  ^  s^appelle  rayon  de  courbure  au  point  M. 

Comme  A<r,  A5  sont  positifs,  les  éléments  que  nous  Tenons  de 
définir  sont  tous  positifs. 

Calculons  Texpression  de  la  courbure.  Soit  a  Tangle  que  fait  la 
tangente  MT  aréc  Ox,  on  a 

Quand  on  passe  de  M  en  Mi,  Tangle  a  yaric  de  Aa  et  la  valeur  ab- 
solue A<r  de  Tangle  dont  la  tangente  tourne  est  =i=  Aa  où  il  faut  prendre 
+  ou  — ,  suivant  que  Aa  est  positif  ou  négatif.  La  courbure  moyenne 
de  Tare  MMi  est  donc 

A« 

^  A* 

le  rajon  de  courbure  p  au  point  M  est  donné  par 

P  ^^  \/dx^  +  dy^ 

c'est-à-dire  en  effectuant  la  différenciation  indiquée 

L^^dxd^y-dyd^x 
P  (dx^  +  dy*)i 

En  particulier,  si  x  est  pris  comme  variable  indépendante,  <^x=o, 
on  a 

p        {'  +  y")\ 

en  désignant  les  dérivées  de  y  par  rapport  kx,  par  /et  /.  Le  signe  doit 
être  choisi  de  telle  façon  quep  soit  positif  :  il  faut  donc  mettre  +  quand 
^  >  o,  c'est-à-dire  quand  la  courbe  au  point  considéré  tourne  sa 
concavité  vers  les  y  positifs,  et  —  dans  le  cas  contraire.  En  un  point 
d'inflexion,  p  est  infini. 

Exemple.  Rayon  de  courbure  d'une  conique.  —  Soit  n  la  longueur  de 
la  normale  à  une  courbe  plane  comprise  entre  le  point  H  et  l'axe  Ox: 


On  peut  écrire,  dans  le  cas  général. 


"«/* 


P  n* 
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Or,  pour  une  conique  rapportée  à  son  axe  focal  et  à  la  tangente 
au  son)inet  (a63) 

y  =  y/apx  +  gx«,  y'=^^, 

donc 


n» 

484  bis.  Établissons  maintenant  les  formules  générales  qui  s'ap- 
pliquent aux  courbes  gauches  et  aux  courbes  planes. 

Soit  une  courbe  gauche  ou  plane  S  sur 
laquelle  on  a  choisi  un  sens  positif  pour  les 
arcs  et  le  môme  sens  pour  les  tangentes 
MT.  Considérons  une  sphère  de  centre  0  et 
de  rajon  i  :  par  le  centre  0,  menons  un 
rayon  0(&  parallèle  à  MT  et  de  même  sens 
que  MT  :  quand  le  point  M  décrit  la  courbeS 
dans  le  sens  des  arcs  croissants,  le  point  |i 
décrit  une  courbe  2  dont  nous  appellerons 
l'arc  <r.  Soit  MMi  =  às  un  arc  de  la  courbe 
S,  |iijLi  =  A<r  l'arc  correspondant  de  £;  on  appelle  courbure  moyenne 

de  l'arc  MMi  le  rapport  -^  :  la  courbure  —  en  M  est  la  limite  du  rap« 

port  précédent  quand  Mt  tend  vers  M. 

^  n^  ^__  » 
J"~  ds' 

rinverse  p  est  le  rayon  de  courbure. 

Cette  définition  est  bien  d'accord  a?ec  celle  que  nous  avons  donnée 
plus  haut  pour  les  courbes  planes;  car,  si  la  courbe  S  est  plane,  la 
courbe  2  Test  aussi.  Cette  courbe  est  alors  un  cercle  de  rayon  i 
et  Tare  Av  mesure  l'angle  des  tangentes  MT  et  MiTj. 

Revenons  au  cas  général;  le  point  |i  a  pour  coordonnées  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  tangente  MT 

W       «  =  -5i'        '^  =  ^'       ^  =  57' 
donc  l'arc  de  courbe  lieu  du  point  |jl  a  pour  différenlielle 

dv  =  )/da^  +  rfp»  -h  dy' 
et  on  a 


T^ds      V(to»  +  dy^  +  dz«' 
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Si  l'on  prend  Tare  s  comme  variable  indépendante,  on  a 

Si  la  variable  indépendante  n'est  pas  spécifiée,  ces  formules  per- 
mettent d'exprimer  p  en  fonctions  des  différentielles  premières  et 
secondes  des  coordonnées  x,yf  z.  Remarquons  en  effet  que  la  relation 

«'  +  P*  +  T*  =  I 

et  la  relation  qu'en  en  déduit  par  différentiation 

permettent  d'écrire 

d<J*  =  (a«  +  P*  +  Y*)  (doL^  +  dp*  +  dy*)  —  {ad%  +  prf?  +  -rrfy)» 

= (Yrfp  -  p^y)*  +  (orfY  -  td^y  +  (prf« — «dp)* 

=Y-(4y+«*(rfï)Vp*(rffy. 

Les  quantités  »,  p,  y  étant  égales  ^T"»^»^»^®  premier  terme  de 
ia  dernière  expression  est 

d$'  \^dz)   "  (te* 


On  calcule  de  même  les  deux  termes  suivants  et  on  trouve  pour  le 
carré  de  la  courbure 

£  _  {dzd^y  —  dyd*zy  +  (dxd^z^dzd^x)*  +  (dyd*x  —  dxd^y)^ 
p«  ""  ((te«  H-  dy«  +  dz^)^ 

formule  dans  laquelle  la  vaiiable  indépendante  n'est  pas  spécîGée. 
Normale  principale.  Soii  ^^  la  tangente  à  la  courbe  sphérique  S 
menée  dans  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  {i  quand  le  point  M 
décrit  la  courbe  S  dans  le  sens  positif  des  arcs.  Par  M  menons  une 
droite  MN  parallèle  &|i6  et  dirigée  dans  le  môme  sens  que|t6:  cette  droite 
s'appelle  la  normale  principale;  elle  est  normale  à  la  courbe  et  située 
dans  le  plan  osculateur.  En  effet,  la  droite  {lO  est  perpendiculaire  k 
la  droite  0\l  qui  est  parallèle  à  la  tangente  MT  et  elle  est  située 
dans  le  plan  tangent  au  cône  lieu  des  droites  0|i  le  long  de  0|t,  plan 
qui  est  parallèle  au  plan  osculateur,  d'après  la  définition  môme  du 
plan  osculateur.  Le  point  G  obtenu  en  prenant  sur  MN  dans  le  sens 
MN  une  longueur  MG  =  p  s'appelle  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
au  point  M.  Soient  a',  p',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale  MN  ou  de  sa  parallèle  iiO;  en  appliquant  &  la  courbe  2  lieu 
du  point  a,  p,  Y  l^s  formules  qui  donnent  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente,  on  a 
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'— f(?    S'  — ^     '  — ^ 
ou  en  remplaçant  d<s  par  — 

Les  coordonnées  (ç,  ti,  ç-,)  du  point  G  sont  alors 
e  =  X  +  pa  =  X  +  p«  ^,  etc. 

ExERGiGB.  Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  p  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  le  point  M  et  par  deux 
points  Mi  et  Ms  de  la  courbe  S  infiniment  voisins  de  M|. 

D'après  une  formule  élémentaire  de  trigonométrie,  le  diamètre  du 
cercle  circopscrit  au  triangle  MiMM^  est 

jR  =      ^*^« 
sin  M1MM9 

Donc,  en  appelant  a;,  y,  z,  les  coordonnées  de  Mi,  0:1,^1,  Zi  et  x%,  yf, 

Zi  celles  de  Mj  et  M,,  on  a 


2R  .^  S/i^i  —  a^i)  '+»  ■  .  V^(-ri  —x)^  +...  )/(Xj  —  a?)»  +  . . . 
V[2^i-2/j(^i  — 2:)  — {5:4  — 2)(y,  — y)]-'^  +  .  .  . 

Les  coordonnées  x,  y,  z  sont  des  fonctions  données  du  paramètre 
t  ;  celles  du  point  voisin  Mi  s'obtiennent  en  faisant  croître  t  de  A;  on 
a  donc  par  la  formule  de  Taylor 

Xt  —  X  'T'  —  X^  -j-  X^  -n   .  .  . 

I  1.2 

x'  xf .  .  .  désignant  les  dérivées  de  x:  et  deux  formules  analogues 
pour  yi  et  Zi, 

De  même  les  cordonnées  du  point  Mi  s'obtiennent  en  faisant  croître 
tdc^ 

x^  =  x+  -x' -\ xf  +.  .  . 

I  1,3 

et  deax  formules  analogues  pour  y^  et  Zf.  Substituant  dans  l'ex- 
pression de  sR,  on  voit  que,  au  numérateur,  dans  le  premier  facteur 

^(xi  —  Xf)*  +  ...  on  peut  mettre  h  —  Af  en  facteur,  et  dans  les  deux 
autres  respectivement  h  et  k.  De  même  au  dénominateur  on  peut 
mettre  en  facteur  (h  —  k)  hk,  Supprimant  ces  facteurs,  puis  faisant 
tendre  heik  vers  zéro,  on  trouve  comme  limite  de  k  la  valeur 

^  "  y/iy'z"  —  z'yy  +  [z'af  —  afzy  +  {afy''  -  y'sf)^' 
qui  est  bien  le  rayon  de  courbure  trouvé  plus  haut. 
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On  démontrora  que  le  centre  du  cercle  MiMMi  tend  vers  le  oenL*: 
de  courbure  C  précédemment  défini. 


EXERCICES 


i^  L'axe  d'uQ  cône  de  révolution  passe  à  l'origine  des  coordoo- 
nées  et  fait  avec  les  axes  des  angles  a,  p,  y,  l'angle  du  cône  est  «: 
trouver  l'équation  de  la  surface.  Comme  application,  trouver  les 
conditions  pour  que  Téquation  homogène  du  second  degré  représente 
un  cône  de  révolution. 

a**  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  (sorface  engeii- 
drée  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe),  le  cône,  ^fi- 
gendre  par  une  droite  qui  tourne  autour  du  foyer  de  l'une  des  ellifr 
ses  méridiennes  en  s'appujant  sur  la  section  faite  dans  la  surft'f 
par  un  plan  passant  par  la  directrice  qui  correspond  k  ce  foyer,  es'. 
un  cône  de  révolution. 

3<»  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  (surface  eogec- 
drée  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  grand  axe),  le  cône,  gc- 
a  pour  sommet  l'un  des  deux  foyers  des  sections  méridiennes  et 
pour  base  une  section  plane  quelconque,  est  un  cône  de  révolulioit. 

4**  La  projection  d'une  section  plane  d'un  cône  circulaire  droit  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  le  sommet  du  cône  a  poar 
l'un  de  ses  foyers  le  sommet  du  cône,  et  pour  directrice  correspon- 
dante la  droite  de  rencontre  des  deux  plans. 

50  Lorsqu'une  section  plane  d'un  cône  circulaire  droit  est  une 
ellipse,  la  somme  des  arêtes  qui  aboutissent  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre de  l'ellipse  est  constante. 

6"  Démontrer  qu'un  plan  tangent  au  tore  et  passant  par  le  centre 
coupe  la  surface  suivant  deux  cercles. 

La  sphère  qui  a  pour  grand  cercle  un  cercle  tangent  aux  deui  cer- 
cles qui  forment  l'un  des  méridiens  du  tore  coupe  la  surface  suivafl' 
deux  cercles. 

7»  Trouver  la  section  droite  d'un  cylindre  circonscrit  &  un  tore. 

8«  Démontrer  que  les  six  arêtes  de  deux  trièdres  trirectanples 
ayant  môme  sommet,  appartiennent  à  un  môme  cône  du  deuxième 
degré.  1 

9*  Étant  donné  un  conoîde  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  pl>°     1 
directeur  et  qui  enveloppe  une  sphère,  trouver  les  projections  de  la 
courbe  de  contact  sur  le  plan  directeur  et  sur  le  plan  mené  par  r&^^     ! 
et  le  centre  de  la  sphère. 
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10®  Étant  donné  un  système  d'axes  rectangulaires,  un  tore  a  pour 
méridien  dans  le  plan  ZOX  un  cercle  qui  a  son  centre  sur  l'axe  OX; 
cet  axe  rencontre  le  cercle  en  un  point  A,  centre  d'un  nouveau 
cercle  égal  au  premier  et  compris  dans  un  plan  parallèle  à  ZOY,  une 
droite  qui  reste  parallèle  au  plan  XOY  décrit  un  conoîde  en  s'ap- 
pujant  sur  ce  second  cercle  et  sur  l'axe  OZ  ;  on  demande  la  projec- 
tion sur  le  plan  XOY  de  la  courbe  de  rencontre  des  deux  surfaces. 

ii<^  On  suppose  que  le  plan  du  second  cercle  du  problème  précé- 
dent s'enroule  sur  un  cylindre  circonscrit  au  tore  et  ayant  des  arêtes 
parallèles  à  l'axe  du  tore,  on  remplace  la  directrice  courbe  du 
conoîde  par  la  courbe  en  laquelle  s'est  transformé  le  cercle  après 
l'enroulement  du  plan;  trouver  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la 
ligne  de  rencontre  du  nouveau  conoîde  et  du  tore  (spirale  d'Ai*chi- 
mède). 

ia<»  Une  sphère  a  son  centre  à  l'origine  des  coordonnées  que  l'on 
suppose  rectangulaires,  l'axe  OX  perce  la  sphère  en  un  point  A;  dans 
le  plan  XOY,  sur  OA  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle  qui  sert  de 
base  à  un  cylindre  dont  les  arêtes  sont  parallèles  &  OZ  ;  trouver  : 
lO  les  projections  sur  les  trois  plans  coordonnés  de  la  courbe  d'inter- 
section du  cylindre  et  de  la  sphère  ;  a^  l'équation  du  cône  qui  a  pour 
directrice  cette  courbe  et  pour  sommet  le  point  A  (ce  cône  est  un 
cône  de  révolution)  ;  3^  les  traces  sur  les  plans  des  coordonnées  des 
tangentes  à  la  courbe. 

i5<»  Étant  donnés  trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires,  puis 
dans  le  plan  xy  une  circonférence  qui  a  son  centre  à  l'origine  des 
coordonnées,  et  dans  les  plans  zx,  zy  deux  droites  parallèles  respec- 
tivement à  l'axe  des  x  et  k  l'axe  des  y,  à  égale  distance  du  plan  des 
xy  de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  trouver  l'équation  de  la  surface 
gauche  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  les  deux  droites  don- 
nées et  sur  la  circonférence.  Étudier  les  sections  faites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés. 

i4^  Trouver  l'équation  de  la  projection,  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  d'un  cône  de  révolution,  d'une  courbe  tracée  sur  le  cône 
et  qui  se  transforme  en  une  ligne  droite  lorsqu'on  développe  le  cône 
sur  un  plan. 

i5<»  On  donne  un  cène  de  révolution  engendré  par  un  angle  de 
3o  degrés,  un  cylindre  dont  les  génératrices  parallèles  à  l'une  des 
arêtes  du  cône  ont  pour  directrice  un  cercle  ayant  son  centre  au 
sommet  du  cône  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe.  Démon- 
trer que  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  se  transforme  en 
une  ligne  droite  quand  on  développe  le  cône  sur  un  plan. 

i^^  Trouver  l'équation  du  méridien  d'une  surface  de  révolution  dé- 
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crite  par  un  econique  qui  tourne  autour  d'une  droite  perpendiculaire 
à  l'un  des  axes  de  la  conique  et  qui  rencontre  cet  axe. 

i7*  TrouTer  l'cquation  du  méridien  d'une  surface  de  réTolutioD 
décrite  par  une  conique  qui  tourne  autour  d'une  droite  située  dans  no 
plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  conique  et  passant  par  l'un  des 
axes  de  cette  courbe. 

i8^  Les  points  0  et  0'  sont  les  centres  de  deux  clrconféreoca 
égales  dont  les  plans  sont  parallèles;  trouver  l'équation  de  la  sur- 
face gauche  décrite  par  une  droite  qui  glisse  sur  les  deux  circoofé- 
renccs  et  sur  la  perpendiculaire  &  leurs  plans  menée  par  le  milieade 
la  droite  00'. 

19^  On  considère  la  courbe  gauche  décrite  par  le  point  (x,  y,  :) 
dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  d'un  paramétre  / 
par  les  formules 


9{t)  désignant  une  fonction  de  t  et  9'(Q  la  dérivée  de  cette  fonction- 
Démontrer  : 

1®  Que  l'équation  du  plan  osculateur  au  point  (a?,  y,  z)  de  celle 
courbe  est 

Z-z  =  it(Xy-Yir); 

a^  Que  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  à  celle 
courbe  par  un  point  P  de  l'espace  sont  sur  un  plan  passant  par  le 
point. 

On  appliquera  les  formules  aux  deux  cas  particuliers  suivants  : 

ç(f)  =  arctg  t 
ou 

20'  Soient 
(1)  f{x,  y,z,i)  —  o    ,    9(2?,  y,  jgr,  0  =  o. 

les  équations  d'une  courbe  qui  dépend  d'un  paramètre  variable  t 
Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  exisle 
une  courbe  G  à  laquelle  la  courbe  (i)  soit  constamment  tangente, 
est  que  les  équations  (i)  et  les  équations 

(a)  ft[x,  y,z,t)  =  o    ,    çj(^>  y»  ar,  0  =  o 

soient  compatibles  en  x,  y,  z  quel  que  soit  U  Si  cette  condition  est 
remplie,  les  valeurs  de  x,  y,  z  vériGant  ces  quatre  équations  (i)  et/s) 


_^.     tm     ««au 


d 
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sont  des  fonctions  de  t  qui  déflnissent  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  courbe  G. 
En  appliquant  cette  méthode  pour  exprimer  que  la  droite 

X-^x  _  Y  — y  __  Z  — g 

a      "      b      ~~      c    ' 

où  Xf  y,  3 9  a,  b,  c  sont  des  fonctions  de  t,  est  tangente  à  une  courbe, 
on  retrouvera  la  condition  (12).  N^*  479* 

ai°  Soit  n  la  longueur  de  la  normale  à  une  courbe  plane  depuis  le 
point  de  la  courbe  jusqu'à  Taxe  Ox,  démontrer  que  dans  la  chainette 
(n«  348)  le  rayon  de  courbure  p  est  égal  à  n;  dans  la  parabole  rap- 
portée à  sa  directrice  comme  axe  Ox  et  dans  la  cycloïde  rapportée  à 
sa  base  comme  axe  Ox  il  est  égal  à  2  n. 

2a<^  On  considère  la  courbe  plane  enveloppe  de  la  droite  x  sin  a  — 
2^  cos  a  —  9»  =  o,  où  a  est  un  angle  variable. 

Démontrer  que  l'on  a 

ds 

=1=  P  =  ^  =  ç(«)  +  ç'(«). 

33**  On  considère  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque  : 
démontrer  que  le  plan  osculateur  est  en  chaque  point  normal  au 
cylindre.  Si  le  cylindre  est  de  révolution,  le  rayon  de  courbure  de 
l'hélice  est  constant. 
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CHAPITRE  PREMIER 

Centre  et  plans  diamétraux. 

.488.  L'équation  générale  du  second  degré  entre  les  trois 
variables  ar,  y,  z,  est  de  la  forme 
(i)  Ax«  +  A'y»  +  A'z»  +  aByz  +  nB'zx  +  nB'xy 

elle  renferme  dix  termes,  ou  neuf  paramètres  arbitraires; 
nous  représenterons  le  premier  membre  par  f  {x,  y,  z).  On 
pourrait,  en  suivant  la  marche  adoptée  en  Géométrie  plane 
pour  rétude  des  lignes  du  second  degré,  examiner  les  diver- 
ses formes  du  lieu  défini  par  cette  équation  ;  mais,  à  cause 
du  grand  nombre  des  cas  à  considérer,  cette  discussion  serait 
longue  et  pénible.  Nous  commencerons  par  simplifier  l'équa- 
tion (i)  et  nous  ne  considérerons  ensuite  que  les  équations 
réduites.  Nous  baserons  cette  réduction  sur  les  propriétés  du 
centre  et  des  plans  diamétraux  dont  nous  allons  nous  occuper 
d'abord. 

CENTRK. 

486.  Un  point  I  est  centre  d'une  surface,  lorsque  les  points 
de  la  surface  sont  placés  symétriquement,  deux  à  deux,  par 
rapport  à  ce  point.  Comme  une  droite  ne  rencontre  une  sur- 
face du  second  degré  qu'en  deux  points,  il  faut,  pour  qu'un 
point  I  soit  centre  de  la  surface,  que  toutes  les  cordes  menées 
par  ce  point  j  soient  divisées  en  deux  parties  égales. 

Lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  centre  d'une  surfacs 
du  second  degré,  l'équation  de  la  surface  ne  contient  pas  da 
termes  du  premier  degré.  En  efiet,  les  équations  d*une  droite 
menée  par  l'origine  sont  de  la  forme 
(a)  x  =  mz,    y  =  nz. 
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Les  coordonnées  z  des  points  de  rencontre  de  la  surface  et 
de  la  droite  sont  données  par  l'équation 

(3)  (  Am«  +  A'n*  +  A"  +  aBn  +  aB'm  -|-  aB^mn)  «» 

+  a(Cm  +  C'n  +  (r)x  +  F  =  o, 

que  Ton  obtient  en  éliminant  x  ety  entre  les  équations  (i) 
et  (2).  Si  Torigine  est  centre,  l'équation  (5)  a  ses  racines  éga- 
les et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  ]e  coefficient 
Om  +  C'n  4"  C*  soit  nul  ;  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  m  et  de  n  prises  arbitrairement,  il 
faut  que  l'on  ait  séparément 

C  =  0,    C'=o,     C  ^o. 
La  réciproque  est  vraie. 

487.  D'après  cela,  pour  déterminer  le  centre  d'une  sur- 
face du  second  degré,  on  transportera  l'origine  en  un  point  I 
de  l'espace,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  a,  6,  c, 
et  l'on  verra  s'il  est  possible  de  choisir  ces  valeurs  de  manière 
que  la  nouvelle  équation  ne  contienne  pas  de  termes  du  pre* 
mier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles. 

Lorsqu'on  déplace  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  les 
formules  de  transformation  sont  x  =  a  +  a:',  y  =  i  -f-  y', 
«=c  +  «'>  6t  réquation  (1)  devient 

(4)  kaf^  +  Ay  «  +  AV»  +  aBy  V  +  aB  Var'  +  aB  Vy' 

+  a//;(a,  *,  c)+y'A'(a,  *,  c)+z'/:(a,  é,  c)+ /(a,  *,  c)=o. 
Les  coordonnées  du  centre  sont  déterminées  par  les  trois 
équations  du  premier  degré 

/;(a,  i,c)=o,    /ï(a,  6,c)=o,    /;(a,  *,c)=o, 
ou,  en  remplaçant  a,  i,  c  par  a?,  y,  «, 

(5)  fm  [Xf  y  y  z) = 0,    /;  (x,  y,  z)  =  0,    /;  (x,  y,  z) = o, 

c'est-à-dire 

1Aa:-i-B>-f-B'z-f  C=o, 
B'x+A'y  +  Bz  -t-C'=o, 
B'x+By  +A'z+Cr=o. 
Ainsi,  on  obtient  les  coordonnées  du  centre  en  égalant  à  zéro  te$ 
dérivées  partielles  du  premier  membre  de  T équation  de  la  surface^ 
prises  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z. 
Si  l'on  regarde  a:,  y,  z  comme  étant  les  coordonnées  d'un 
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point  variable,  chacune  des  équations  (5)  dé&nit  un  plan  ;  le 
centre  de  la  surface  est  le  point  commun  aux  trois  plans. 
Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

1°  Les  trois  plans  se  coupent  eu  un  seul  point  ;  la  surface 
admet  un  centre  unique. 

a"  Les  trois  plans  se  coupent  deux  à  deux,  suivant  des  droi- 
tes parallèles,  ou  deux  d'entre  eux  au  moins  sont  parallèles  ; 
dans  ce  cas,  les  trois  plans  n'ont  pas  de  point  commun,  et  la 
surface  n'a  pas  de  centre. 

3°  Les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite,  ou  se 
confondent  en  un  seul  ;  tous  les  points  de  la  droite  ou  du  plan 
sont  centres  do  la  surface. 
Le  déterminant  relatif  eux  équations  [5)  est 

i  =  AA'A'— AB'  —  A'B"  -  A'B'«  +  aBB-B*. 
Lorsque  ce  déterminant  est  différent  de  zéro,  les  équations 
étant  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  finies  et  par  an 
seul,  la  surface  admet  un  centre  unique.  Lorsque  A  est  nul, 
il  y  a  impossibilité  ou  indétermination,  et,  par  conséquent, 
la  surface  est  dépourvue  de  centre,  ou  elle  en  admet  une 
infinité. 
488.  Supposons  que    tous   les  points  de  la  droite  CC 
(fig.  991}  soient  des  centres.  Si  l'on  joint 
un  point  M  de  la  surface  à  un  point  quel- 
conque I  de  la  droite  CC,  et  que  l'on  pro- 
longe d'une  longueur  IN  égale  à  HI,  le 
pointN  appartient  àla  surface;  enjoignant 
ainsi  le  point  M  à  tous  les  points  de  CC, 
on  obtient  une  droite  NN'  parallèle  à  CC. 
t'ig.  Ml.  Si  l'on  joint  maintenant  le  point  N  à  tous 

les  points  de  CC,  on  forme  de  même  une  seconde  droite  MM' 
parallèle  à  NN'.  La  surface  se  compose  donc  de  droites  paral- 
lèles à  CC,  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan  arec 
cette  droite  et  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  ;  c'est  on 
cylindre  qui  a  pour  axe  CC,  et,  comme  la  trace  du  cylindre 
sur  un  plan  non  parallèle  aux  arêtes  est  une  courbt-  du  se- 
cond degré  ayant  son  centre  sur  l'axe,  le  cylindre  est  ellipti- 
que ou  hyperbolique. 
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Le  raisonnemeût  précédent  démontre  que,  dans  le  cas  que 
nous  considérons^  l'équation  (i)  ne  peut  pas  représenter 
d'autres  surfaces  courbes  que  des  cylindres  elliptiques  ou 
hyperboliques  ;  mais  il  peut  arriver  que  cette  équation  repré- 
sente une  seule  droite  ou  deux  plans  qui  se  coupent,  et  enfin 
qu'elle  n'ait  pas  de  solutions  réelles.  11  est  évident  d'ailleurs 
que  tout  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique  a  une  infinité 
de  centres  en  ligne  droite. 

On  démontre  de  la  même  manière  que,  lorsque  tous  les 
points  d'un  plan  sont  des  centres,  l'équation  (i)  représente, 
ou  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique^  ou  qu'elle  n'ad- 
met pas  de  solutions  réelles. 

489.  Lorsque  la  surface  admet  un  centre,  si  l'on  transporte 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  l'équation  (4) 
se  réduit  à 

(7)  Aar'*  4-  Ay  •  -|-  AV«  +  %B}/^+  aBVj/ -|-  aB  Vy'-}-  H  =  o, 

dans  laquelle  le  terme  constant  H  est  égal  à  /(a,  b,  c).  Mais 
on  peut  simplifier  l'expression  de  ce  terme;  car,  si  l'on  rend 
réquation  proposée  homogène,  comme  nous  l'avons  expliqué 
au  n*  47«'>>  on  a 

^/i+y/;+«/î+'/ï=a/(^»  y,  z,  0; 

en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  coordonnées  a,  *,  e  du  centre, 
on  obtient  la  relation 

(8)  !ïf{a,b,c,t)  =  tfl{a,b,c,t), 
d'où  l'on  déduit     h  =  Ctt  -f-  C*  +  Ce  -f-  F. 

Lorsque  le  nouveau  terme  constant  H  est  égal  à  zéro,  l'équa- 
tion (7)  étant  homogène  par  rapport  à  ar',  y',  z',  représente 
utf  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  (n<>  4^4)  î  cependant  le 
lieu  peut  se  réduire  à  deux  plans,  à  une  droite,  ou  à  un  point. 
Si  l'on  désigne  par  D  le  déterminant 

A     B"    B'    C 

B"   A'     B     C 

^~       B'     B     A'    G* 

û    a    C"    F 
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que  l'on  appelle  discriminant  de  Tëquatioû  (i),  et  par  a,  a',  a", 
ab,  2b',  sb'y  2C,  2C',  2C',  f  les  dérivées  partielles  de  D  par 
rapport  aux  coefficients  A,  A',  A%  B,  B',  B%  C,  C,  C,  F. 

a  =  Di    ,    ab  =  Di , . . . , 

on  voit  que  f=A|  et  Ton  a»  pour  les  coordonnées  da 
centre 

c         .     C  o' 

et  pour  le  terme  constant  H 

„     Cc  +  C'o'  +  CV  +  FA     D 
H  = =^, 

formules  analogues  à  celles  de  la  géométrie  plane  {u9  129). 

400.  Nous  avons  vu  (n^  474)  que  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface  sont 
situées  dans  un  même  plan  ;  il  n'y  a  d'exception  que  lorsque 
les  coordonnées  du  point  annulent  à  la  fois  les  trois  dérivées 
partielles  ^u  premier  membre  de  l'équation  par  rapport  à 
x,yi2.  Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré,  un  pareil 
point  est  centre  de  la  surface  ;  ce  point  étant  aussi  situé  sur 
la  surfacOi  quand  on  7  transporte  l'origine  des  coordonnées, 
la  constante  H  est  nulle;  ainsi,  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  l'exception  n*a  lieu  que  dans  le  cas  du  cônCi  quand  le 
point  est  le  sommet. 

PLÂKS  DIAMÉTRAUX. 

491.  Une  ligne  droite  ne  perce  une  surface  du  second  de- 
gré qu'en  deux  points;  la  surface,  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles,  est  appelée  surface  diamétrale. 

Soient  m,  n  etp  les  paramètres  constants  qui  définissent  la 
direction  des  cordes.  Transportons  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  un  point  quelconque  de  l'espace,  ayant  pour 
coordonnées  a^b^e^  l'équation  (1)  prend  la  forme  (4).  Une 
droite  menée  parla  nouvelle  origine  dans  la  direction  donnée,' 


est  représentée  par  les  équations  -  =-  =-= p.  On  obticntl 
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réquation  qui  donne  les  p  des  points  de  rencontre  de  la  droite 
et  de  la  surface,  en  remplaçant  dans  l'équation  (4)  x\  \f  ^\£ 
par  mp,  np  et  pp;  on  a  ainsi 

(9)       (Am«  4-  A'n*  +  A>>  +  aBnp  +  aB'mp  +  2B''mn)p« 

Pour  que  le  point  (a,  6,  c)  soit  le  milieu  de  la  corde  menée  par 
ce  point  dans  la  direction  donnée,  il  faut  que  l'équation  pré- 
cédente ait  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  les  coordonnées  a,  h^  c  vérifient  la  relation 

Cette  équation,  étant  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point 
milieu  de  l'une  quelconque  des  cordes  parallèles,  représente 
le  lieu  cherché. 
Si  Ton  remplace  a,  6,  e  par  a?,  y,  z,  cette  équation  devient 

(10)  m/;+»î/;+p/;=o, 

ou,  en  développant, 

<i  1)  (Am  4-  B"n  +  Wp)x  +  (B'm  +  A'»  +  Bp)y 

+  (B'm  +  Bn  +  A»z  +  {Cm  +  Cn4-CV)=o; 

comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  représente  un  plan. 
Ainsi,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  la  surface  diamétrale  est 
un  plan. 

492.  Remarque  I.  L'équation  (10)  est  vérifiée,  quelles  que 
soient  m,  n  et  p  par  les  valeurs  de  :r,  y,  z  qui  satisfont  à  la 
fois  aux  trois  équations  (5)  ;  il  en  résulte  que  tous  les  plans 
diamétraux  passent  par  le  centre  de  la  surface,  quand  il  y  en 
a  un,  ou  par  le  lieu  des  centres,  quand  il  7  en  a  une  infinité. 

Remarque  IL  Lorsque  les  paramètres  m,  n  et  p  satisfont  à 
la  relation 

(12)    km}  -f  A'n«  +  A>"  +  aBnp  +  aB'mp  4-  aB'mw  =  o, 

l'équation  (9)  s'abaisse  au  premier  degré,  c'est-à-dire  que  cha- 
cune des  droites  parallèles  h  la  direction  donnée  ne  perce  la 
surface  qu'en  un  point.  Dans  ce  cas,  le  plan  représenté  par 
l'équation  (1 1}  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  droites  menées 
par  chacun  d'eux  parallèlement  à  la  direction  donnée  ne 
rencontrent  pas  la  surface,  ou  sont  situées  entièrement  sur 
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la  surface.  On  voit  aisément  que  ce  plan  est  parallèle  a  la 
direction  donnée  et  par  conséquent  contient  toutes  les 
droites  dont  nous  venons  de  parler. 

Remarque  III.  Quand  la  surface  est  cjlindriquei  si  dans 
réquation  (g)  on  remplace  m,n  et/?  parles  coefficients  angu- 
laires des  génératrices,  les  coefficients  de  p'  et  de  p  doivent  être 
nuls  quels  que  soient  a,  6,  c.  Le  coefficient  de  p  étant  mis  sous 
la  forme  (u),  les  quatre  termes  seront  nuls  séparément  On 
en  conclut  que  les  coefficients  angulaires  des  génératrices 
satisfont  aux  quatre  relations 

Am+B"n^\-B'p=o  ,  B"m+A'n+B/)=o  ,  B'aii+B«+A>=o  . 

Cm+C'n+C>=o. 

Le  coefficient  de  p'  doit  être  aussi  nul  ;  mais  cette  dernière 
relation  (la)  est  une  conséquence  des  trois  premières. 

Remarque  IV.  Quand  la  surface  est  dépourvue  de  centre, 
les  trois  plans  définis  par  les  équations  (5)  sont  parallèles,  ou 
la  droite  d*intersectiou  de  deux  d'entre  eux  est  parallèle  au 
troisième.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

«f  P>  ^'9  P'y  désignant  des  constantes  ;  l'équation  (10)  se  réduit  à 

elle  représente,  pour  toutes  les  valeurs  de  m,n  etp,  des  plans 
parallèles  entre  eux.  Dans  le  second  cas,  si  les  plans  définis 
par  les  deux  équations  /^=  o ,  /^  =  o  se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  au  plan  /V=o,  Téquation  générale  des  plans 
qui  passent  par  la  droite  d'intersection  des  deux  premiers 
étant  a/^ -}- p/"^  =  0 ,  on  a 

n=^n+?ry+r9 

a,  p,  r  étant  des  constantes  ;  et,  par  suite,  l'équation  (10)  prend 
la  forme 

(m-|-pa)/:;  +  (n+pp)/;  +  pr  =  o; 

elle  représente  des  plans  parallèles  à  la  droite  d*iutersection 

des  deux  plans 

/»=o,    /ï=o. 

Ainsi,  lei  surfaces  dépourvues  de  cenhe  ont  leurs  plans  diami^ 
traux  parallèles  a  une  même  droite  ou  parallèles  entre  eux. 
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493.  Considérons  une  direction  ne  satisfaisant  pas  à  la 
relation  (la)  ;  si  Von  prend  pour  axe  des  2  une  des  cordos, 
pour  axe  des  x  et  des  y  deux  droites  situées  dans  le  plan  dia- 
métral correspondant,  l'équation  de  la  surface  devra  être 
vérifiée  par  deux  valeurs  de  z  égales  et  de  signes  contraires» 
pour  chaque  système  de  valeurs  attribuées  aux  variables  s 
et  y  ;  elle  aura  donc  la  forme 

Pz«  +  <p(ar,y)=o, 

f  (x,  y)  désignant  une  fonction  des  deux  variables  ar  et  y  dont 
le  degré  ne  dépasse  pas  deux.  Déplaçons  maintenant  les  axes 
des  X  et  des  y  dans  le  plan  diamétral ,  en  conservant  à  Vaxe 
des  z  sa  direction  ;  ce  changement  des  coordonnées  s'effec- 
tuera par  les  formules  de  la  Géométrie  plane.  Lorsque  la 
fonction  9  (ar,  y)  est  du  second  degré,  nous  avons  vu  (liv.  III, 
chap.  u)  que  Ton  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  les 
nouveaux  axes  des  x  et  des  y,  de  telle  sorte  que  cette  fonction 
se  réduise  à  l'une  des  trois  formes 

Mx«+Ny»+H    ,    Ny«+Qa;    ,    Ny«+H, 
et  alors  l'équation  de  la  surface  sera  elle-même  ramenée  à 
Tune  des  trois  formes 

(a)  Mx«  +  Ny»  +  Pz*  +  H  =  o, 

(p)  Ny»  +  P«*  +Qa:  =  o, 

(y)  Ny»-fP^*+H  =0. 

Si  la  fonction  <p  est  du  premier  degré,  on  la' ramène  par  le 
même  changement  à  la  forme  Qar,  et  l'équation  de  la  surface 

devient 

(a)  P«*  +  Qar  =  o. 

Enfin,  si  la  fonction  9  se  réduit  à  une  constante,  l'équation 

de  la  surface  est 

(e)  Pz«+H  =  o 

Les  lettres  M,  N,  P,  Q  désignent  des  constantes  difTérentes 

de  zéro,  et  H  une  constante  qui  peut  être  nulle. 

494.  Considérons  d'abord  l'équation  (a).  En  égalant  à  zéro 
les  dérivées  partielles  de  son  premier  membre,  on  a  trois 
équations  qui  admettent  la  solution  a:  =  o,  y  =  o,  z=o  et 
celle-là  seulement  ;  la  surface  a  donc  un  centre  unique.  Cha- 
cun des  plans  des  coordonnées  divise  en  deux  parties  égales 
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les  cordes  parallèles  à  rintersection  des  deux  centres  ;  pour 
cette  raison,  on  dit  qu'ils  forment  un  système  de  traà  plane 
diamétraux  conjuguée. 

Considérons  maintenant  Tèquation  (p).  La  dérlrée  partielle 
/^y  qui  se  réduit  ici  àQ,  n*étant  pas  nulle,  la  surface  est  dépour- 
vue do  centre  ;  ce  n'est  pas  un  cylindre  parabolique,  car  un 
plan  parallèle  au  plan  des  yz  la  coupe  suivant  une  ellipse  ou  une 
hyperbole.  Le  plan  des  xz  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  y  et  le  plan  des  xy  les  cordes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  z  ;  mais  les  droites  parallèles  à  l'axe  des  x 
ne  percent  la  surface  qu'en  un  point,  et  il  n'y  a  pas  de  plan 
diamétral  correspondant.  Tous  les  plans  diamétraux  sont 
parallèles  à  une  même  droite,  le  nouvel  axe  des  x. 

L'équation  (y)  représente  un  cylindre  elliptique  ou  hyper- 
bolique, dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  nouvel  axe 
des  X  ;  la  surface  admet  une  infinité  de  centres  situés  sur  l'axe 
des  X  et  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  cette  droite. 
La  surface  peut  se  réduire  à  deux  plans  se  coupant  suivant 
cette  droite  ou  à  cette  droite  elle-même. 

L'équation  (5)  représente  un  cylindre  parabolique,  ayant 
ses  génératrices  parallèles  à  l'axe  des  y  ;  la  surface  est  dé- 
pourvue de  centre  ;  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
au  plan  des  xy. 

Enfin  l'équation  (e)  représente  deux  plans  parallèles,  qui 
peuvent  se  confondre  ou  être  imaginaires.  Tous  les  points 
du  plan  des  xy  sont  des  centres. 

Remarquons  que  les  surfaces  représentées  par  les  cinq 
équations  précédentes  se  distinguent  les  unes  des  autres  par 
des  propriétés  incompatibles  entre  elles,  de  sorte  qu'une 
même  surface  ne  peut  être  représentée  par  deux  équations 
de  types  différents.  Les  surfaces  représentées  par  les  trois 
dernières  équations,  étant  engendrées  par  une  droite  qui  se 
meut  parallèment  à  elle-même,  appartiennent  à  la  famille 
des  surfaces  cylindriques.  On  en  conclut  que  toutes  les  sur 
faces  du  second  degré,  autres  que  les  cylindres,  sont  com« 
prises  dans  les  deux  formes  (a)  et  (p);  la  première  convient 
aux  surfaces  à  centre  unique,  la  seconde  aux  surfaces  dé^ 
pourvues  de  centre. 
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DIAMÈTRES. 

408.  Nous  avons  tu  que  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre  sont  des  courbes 
homothëtîques  (n*  4^4)  ;  quand  ces  courbes  sont  des  courbes 
à  centre,  le  lieu  des  centres  s'appelle  diamètre. 

Enfin  rëquation  (e)  représente  deux  plans  parallèles,  qui 
peuvent  se  confondre  ou  être  imaginaires.  Tous  les  points 
du  plan  des  xy  sont  des  centres. 

Remarquons  que  les  surfaces  veprésentées  par  les  cinq 
équations  précédentes  se  distinguent  les  unes  des  autres  par 
des  propriétés  incompatibles  entre  elles,  de  sorte  qu'une 
même  surface  ne  peut  être  représentée  par  deux  équations 
de  types  difiTérents.  Les  surfaces  représentées  par  les  trois 
dernières  équations,  étant  engendrées  par  une  droite  qui  se 
meut  parallèlement  à  elle-même,  appartiennent  à  la  famille 
des  surfaces  cylindriques.  On  en  conclut  que  toutes  les  sur- 
faces du  second  degré,  autres  que  les  cylindres,  sont  com- 
prises dans  les  deux  formes  («)  et  (p)  ;  la  première  convient 
aux  surfaces  à  centre  unique,  la  seconde  aux  surfaces  dé- 
pourvues de  centre. 

Le  plan  sécant  est  représenté  par  une  équation 

(i3)  ar+éy  +  <?z=/, 

dans  laquelle  a,  6,  c  sont  des  constantes,  et  /  un  paramètre  va- 
riable ;  si  dans  l'équation  de  la  surface  f  {x,  y,  z)  =  o>  on 
remplace  %  par  sa  valeur 
(i4)  z 

tirée  de  l'équation  du  plan,  on  obtient  l'équation  de  la  projec- 
tion  de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  xy  ;  pour  avoir 
le  centre  de  la  courbe  de  projection,  il  faudra  ensuite  égaler  à 
zéro  les  dérivées  relatives  kxeiky.  Mais  on  peut  obtenir  ces 
dérivées  sans  &ire  la  substitution  ;  il  suffit  d'appliquer  à  la 
fonction  f  (x^  y,  z)  le  théorème  des  fonctions  composées,  en 
regardant  x  comme  une  fonction  des  deux  variables  â?  et  y 
donnée  par  la  formule  (i4)  on  a  ainsi  les  deux  équations 

r  c 
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Quand  on  projette  une  courbe  à  œntre  sur  un  plan,  il  est 
^Tident  que  le  centre  de  la  courbe  proposée  se  projette  au 
centre  de  la  courbe-projection;  les  équations  (i5},  jointes 
à  l'équation  du  plan,  détermineront  donc  le  centre  de  la 
courbe  d'intersection.  Comme  les  équations  (i5)  ne  contien- 
nent pas  le  paramètre  variable  /,  elles  représentent  le  lieu 
des  centres  des  sections  parallèles;  ainsi  le  diamètre  est  la 
droite  représentée  par  les  équations 

(16)  ^  =  â=Q. 

*    '  a        à        c 

Tous  les  diamètres  passent  par  le  centre  de  la  surface 
quand  elle  a  un  centre  unique;  ils  coïncident  ayec  la  ligne 
des  centres  quand  la  surface  admet  pour  centres  tous  les  points 
d'une  droite,  c'est  le  cas  des  cylindres  elliptiques  et  hyperbo- 
liques ;  enfin,  si  la  surface  admet  comme  centres  tous  les  points 
d'un  plan,  les  équations  (i5)  se  confondent  et  représentent  ce 
plan.  Quand  la  surface  est  dépourvue  de  centre  et  n'est  pas  un 
cylindre  parabolique,  on  reconnaît  à  l'aide  de  l'équation  (^), 
que  tous  les  diamètres  sont  parallèles  au  nouvel  axe  des  «• 
Dans  les  cylindres  paraboliques,  les  sections  planes  étant  des 
paraboles,  il  n'y  a  pas  de  diamètre. 

406.  Remarque  I.  L'équation  (a)  représente  les  surfaces  i 
centre  unique  ;  chacun  des  nouveaux  axes  des  coordonnées 
est  le  lieu  des  centres  des  sections  parallèles  au  plan  des 
deux  autres  ;  pour  cette  raison,  on  dit  que  ces  droites  for- 
ment un  système  de  trots  diamètres  conjugués.  Il  est  aisé  de 
voir  que,  réciproquement,  si  l'on  rapporte  la  surface  à  trois 
diamètres  conjugués,  l'équation  est  de  la  forme  (ot)  ;  car  soit 

l'équation  de  la  surface;  si  l'on  y  fait  2?=: a,  on  obtient  la  sec- 
tion de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz  ;  la 
projection  de  cette  section  sur  le  plan  des  yz  devant  avoir 
pour  centre  l'origine,  les  deux  coefficients  B'  et  B''  sont  nuls  ; 
de  même  le  coefficient  B  est  nul  et  l'équation  se  réduit  à  la 
forme  («).  Il  en  résulte  que  l'on  peut  considérer  les  diamètres 
conjugués  comme  les  droites  d'intersection  d'un  système  de 
trois  plans  diamétraux  conjugués.  Ceci  nous  permet  d'établir 
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les  relations  qui  existent  entre  les  paramètres  directeurs 
(»?i,n,  p),  (m',  n'y  p'),  (m",  n^jp")  de  trois  diamètres  conjugués, 
quand  la  surface  est  rapportéeà  des  axes  de  coordonnées  quel* 
conques;  en  écrivant  que  le  plan  diamétral  qui  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  Tun  d*eux  est  parallèelà 
chacun  des  deux  autres,  on  obtient,  d'après  Téquation  (i  i), 
les  trois  relations 

/  Xmn  +  A'nn'  + A'pp'  +  B(np'+  n'p)  +  B'(mp'+  *»'p)  +  ^{ptrC  +  m'n)  =o, 

(17)    Am'w'+AVn'+AVp'+Biwy+nVj-t-BWp'+mV)  -\- ^(m'tiT -{■  m'n)  =-o, 

(  Arn'm  +  AVn + ATp'p + B(n>  +  np"^  +  B'(jn'p  +  mp')  +  B*  (w'n  +  •*"«)  =  o, 

Remarque  II.  Les  autres  surfaces  n'admettent  pas  de  sys- 
tèmes do  diamètres  conjugués;  cependant  les  axes  des  coor- 
données qui  ont  servi  à  mettre  leurs  équations  sous  les  for- 
mes simples  (p),  (y)>  {^),  (•]  satisfont  encore  aux  trois  relations 
précédentes.  En  ce  qui  concerne  les  formes  (p)  et  (7),  il  suffit 
d'écrire  que  le  plan  diamétral  qui  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  au  nouvel  axe  des  y,  c'est-à-dire  à  la  di- 
rection (m',  n'},  est  parallèle  à  chacune  des  deux  autres,  et  de 
même  pour  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à  la  direc- 
tion (m',  n').  Quant  aux  formes  (S)  et  (•),  on  obtient  les  deux 
dernières  relations  en  remarquant  que  le  plan  diamétral  qui 
divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  la  direc- 
tion (m",  n",  //)  est  parallèle  à  chacune  des  deux  autres  ;  le  pre- 
mier membre  de  la  première  relation  est 

m(Am'+B  V+B>')+n(B'W+A'n'+BjE)0+/>(B'm'+  Bn'+AV)  > 

or  on  sait  (n*  49a)  que  la  direction  (m',  n',p')  des  génératrices 
du  cylindre  annule  les  trois  parties  séparément. 

PLANS  PRINCIPAUX. 

497.  Parmi  les  plans  diamétraux  d'une  surface  du  second 
degré,  on  distingue  en  particulier  ceux  qui  sont  perpendicu- 
laires aux  cordes  qu'ils  divisent  en  deux  parties  égales  ;  co 
sont  des  plans  de  symétrie  de  la  figure  ;  on  les  appelle  plans 
principaux. Dans  cequi  précède,  les  axes  des  coordonnées  étaiont 
quelconques  ;  dans  la  recherche  des  plans  principaux,  nous 
supposerons  les  axes  rectangulaires.  Si  Ton  désigne  par  a,  p, 
T  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  une  direction 
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donnée,  les  équations  des  cordes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(18)  —_  =  _—  =  — -  =  p, 

«  P  T 

a,  à,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  particulier  I  de  cette 
corde,  et  x,  y,  z  celles  d'un  point  quelconque  de  cette  même 
corde.  La  lettre  p  désigne  la  distance  du  premier  point  an 
second,  affectée  du  signe  -\-  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle  est 
comptée  dans  la  direction  donnée  ou  dans  la  direction  opposée. 
On  obtient  l'équation  qui  donne  les  distances  du  point  I  aux 
points  de  rencontre  de  la  corde  et  de  la  surface  en  remplaçant 
dans  l'équation  (4)  du  n""  487  les  lettres  or',  y',  z"  par  «p,  ^,  ^p; 
cette  équation  devient  ainsi 

(19)  Sp«  +  Tp  +  R=o, 
en  posant,  pour  abréger, 

l  S=A««  +  A'P«-f-AY  +  aBPY4-aB'Yoe  +  aB'ap, 
(ao)  I  T = a  fi  (a,  *,  c)  -f  p/ï  (a,  b,  c)  +  y  fi  {a,  i,  c), 

(  R=/'(o,  6,  c). 
Si  l'on  suppose  le  point  I  fixe  et  que  l'on  fasse  varier  les  angles 
a,  p,  Y,  on  peut  regarder  l'équation  (19)  comme  représentant 
la  surface  en  coordonnées  polaires.  Le  coefficient  S  de  p'  ne 
dépend  que  de  la  direction  du  rayon  vecteur,  le  terme  con- 
stant R  ne  dépend  que  de  la  position  du  point  I,  tandis  que  le 
coefficient  T  varie  à  la  fois  avec  la  direction  du  rajon  vec- 
teur et  la  position  du  point  L 

498.  L'équation  du  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à 
la  direction  («,  p,  y)  prend  la  forme 

»/»  +  P^  +  T^=o, 
c'est-à-dire 

(ai)  (Aa  -t-  B'p  +  B'y)  X  4-  (B'a  +  A'p  -f  By)  y 

+  (B'a4-Bp-|-A"Y)«+Ca-|-C'P-f-(rY  =  o. 

Soient  «if  Pi»  Yt  1^  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 
des  coordonnées  la  normale  à  ce  plan  diamétral,  0  l'angle  de 
la  normale  avec  la  direction  des  cordes,  on  a 

«1  _  Pt  __  Yt  _ 

Aa  +  B"p  +  B'Y""B'a-f.Ap  +  BY      B'a  4- Bp -(- A"y 

««i+PPi+YYf  _cosO 


«(Aa+B"p4-B'Y)+P(B"«+A'p-i-BY)+Y(l3'«+Bp4-A''Y)        S 
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Pour  que  le  plan  diamétral  soit  un  plan  principal,  il  faut  que 
la  normale  au  plan  coïncide  avec  la  direction  des  cordes;  on 
doit  donc  avoir  les  relations 

^  ^  Aa+B'p+B'Y      B'a+A:p+BY     B'«+BP  +  A'y~S' 
alors  l'équation  (ai)  du  plan  principal  devient 
(aS)  S(flUir  +  Py  +  yz)  +  Ca  +  C'p  +  (7Y  =  o. 

480.  Des  équations  (aa)  on  déduit  les  suivantes 

j  (A  — S)a+B-'p+B'Y=o, 
(a4)  1  B'a+(A'  — S)P  +  By=o, 

(B'«+BP  +  (A'— S)y=o; 
en  y  joignant  la  relation 
(a5)  ««4-p«  +  Y*  =  i» 

on  a  à  résoudre  un  système  de  quatre  équations  à  quatre  in- 
connues. 

Les  trois  inconnues  a,  p,  y  ^^  pouvant  être  nulles  en  même 
temps,  puisque  la  somme  de  leurs  carrés  doit  être  égale  à  Tu- 
nité,  pour  que  les  trois  équations  (a4)  homogènes  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  «,  p,  y  soient  vérifiées  par  un  sys- 
tème de  valeurs  dont  une  au  moins  soit  différente  de  zéro,  il 
est  nécessaire  que  le  déterminant  soit  nul.  Mais,  si  Ton  com- 
pare les  équations  (24)  ^^^  équations  (6),  qui  donnent  les 
coordonnées  du  centre,  on  reconnaît  que  le  déterminant  se 
déduit  du  déterminant  A,  en  remplaçant  dans  celui-ci  A,  A\ 
A^'par  A— S,A'— S,  A'— S;  on  obtient  ainsi  l'équation  du 
troisième  degré 

(a6)    (A-S)(A'— S)(A'-S)-(A— S)B»  — (A'-S)B'« 

—  (A'— S)  B'«  -f  2BB'B'=o, 

à  laquelle  doit  satisfaire  l'inconnue  auxiliaire  S.  Lie  terme 
indépendant  de  S  est  A. 

BOO.  Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B''  sont  différents 
de  zéro,  on  arrive  à  une  forme  d'équation  plus  commode  i 
discuter,  en  faisant  l'élimination  d'une  autre  manière  :  multi- 
plions les  termes  des  équations  (a4)  respectivement  par  B, 
B',  B""  et  retranchons  les  résultats  deux  à  deux,  il  vient 

(a7)[(S-A)B-|-B'B^«=[(S-A')B'-f-B'B]P=[(S-A^B^+BB']Y, 
ou 
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(S— A)B  +  B'B'     (S— A')B'  +  B'B     (S  — A")B^+BB' 

Si  Ton  substitue  dans  Tune  des  mêmes  équations,  la  première  par 
exemple,  à  la  place  de  a,  p,  y  les  quantités  proportionnelleSy  on  a 
(A-S)         I  B-  B'  _ 


(S— A)B+B'B'  '  (S— A')B'+B'B  '  (S— A'jB'-hBJS'"" 
ou 

^^^^  (S-A)B+B'B'  "^  (S— AOB'+B'B  "*"  (S— A'jB'+BB'  ""  '  =^* 
Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c  les  quantités 

B'TÎ"  "D""D  UU' 

A £-      A'— ^^      A"_^^. 

les  équations  (27)  et  (a8)  deviennent 

(»9)  B(S  — a)a  =  B'(S  — *)p  =  B"(S— c)t. 

^  ^^  B*  (S  -  a)  "^  B"  (S  -  é)  "^  B"*  (S  -  c)     BB'B"  ~^* 

DISCUSSION  DE  L*ÉQUATI0N  DU  TROISIEME  DEGRB. 

SOI.  Considérons  d*abord  le  cas  le  plus  général,  celui  où 
aucun  des  coefficients  B,  B',  B"  n'est  nul.  Prenons  l'équation 
en  S  sous  la  forme  (3o). 

I.  Supposons  que  les  trois  quantités  a,  b,  c  soient  diffé- 
rentes et  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Substituons 
successivement  à  la  place  de  S,  dans  le  premier  membre  de 
réquation  (3o),  les  quantités  adb«,  Jzhe',  cit/,  (e,  «',  e*)  dé- 
signant des  quantités  positives  très-petites.  Par  la  première 
substitution,  le  premier  terme  de  l'équation  prend  la  valeur 

d=^T-,  très-grande  numériquement,  tandis  que  les  autres 

termes  conservent  des  valeurs  finies  ;  ce  premier  terme  donne 
donc  son  signe  au  polynôme.  De  même,  par  la  seconde  substi* 

tution,  le  second  terme  prend  la  valeur  ±  575-,  et  donne  son 

signe  au  polynôme.  De  même,  par  la  troisième  substitution, 

le  troisième  terme  zt  ^^j^,  donne  son  signe  au  polynôme. 
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Quand  S  yarie  de  a  -j-  <  &  ^ — •^  le  premier  membre  reste  fini 
et  varie  d'une  manière  continue  ;  puisque  ces  deux  nombres  don* 
nent  des  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  entre 
eux  une  racine  réelle  de  l'équation.  On  reconnaît  de  la  même 
manière  que  l'équation  a  une  seconde  racine  entre  b  et  c.  La 
troisième  est  plus  grande  que  c  ou  plus  petite  que  a,  suivant 
que  la  quantité  BB'B"  est  positive  ou  négative;  en  effet, 
quand  on  donne  à  S  une  valeur  très-grande  numériquement, 

le  premier  membre  de  l'équation  (3o)  se  réduit  à  —  ; 

donc,  si  la  quantité  BB'B*  est  positive,  le  premier  membre 
change  de  signe,  quand  S  varie  àe  c--\-t'i-\-oo,  et,  par  suite, 
l'équation  a  une  racine  réelle  plus  grande  que  c;  lorsque  la 
quantité  BB'B*  est  négative,  le  premier  membre  change  de 
signe  quand  S  varie  de  —  «  à  a  —  e  ;  dans  ce  cas,  la  troisième 
racine  est  plus  petite  que  a. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  les  trois  racines  de 
l'équation  sont  réelles  et  inégales.  A  chacune  de  ces  racines 
correspond  une  direction  unique  des  cordes  ;  car,  si  dans  les 
relations  (29J  on  remplace  S  par  l'une  des  racines,  les  trois 
coefficients  de  «,  p,  y  étant  différents  de  zéro,  on  obtient  pour 
les  trois  cosinus  des  valeurs  déterminées. 

II.  Supposons  que  deux  des  trois  quantités  a,  6,  c,  par 
exemple  a  et  b,  soient  égales.  Les  trois  racines  sont  encore  réel- 
les et  inégales  ;  mais  l'une  d'elles  est  égale  à  a.  En  effet,  l'équa- 
tion (3o),  mise  sous  forme  entière,  devient 

(3i)         B'^B-'»  (S  — é)  (S— c)  +  B'»B»  (S— c)  (S  — a) 
+B>B'«(S— a)(S— .*)  — BB'B'(S— a)(S  — i)(S— c)  =  o. 

Quand  a  =  i,  le  premier  membre  est  divisible  par  S —a,  et  l'on 
a  l'équation  du  second  degré 

B'«(B«+B'»)(S— c)+B*B'«(S— a)— BB'B'(S— a)(S— c)=o. 

Le  premier  membre  prenant  des  valeurs  de  signes  contraires, 
quand  on  attribue  à  S  les  valeurs  a  et  c,  cette  équation  a  ses 
deux  racines  réelles,  et  l'une  est  comprise  entre  a  et  c. 
Si  dans  les  relations  (29]  on  remplace  S  successivement  par 

GÉOM.  ANALYT.  38 


594  LIVRE  VI,  CHAPITRE  I. 

chacune  des  racines  de  Tëquation  du  second  degré,  aucun  des 
coefficients  ne  s^annule,  et  chaque  racine  donne  une  direc- 
tion unique.  Pour  la  première  racine  a,  les  deux  premiers 
coefficients  sont  nuls,  sans  que  le  dernier  le  soit  ;  il  en  ré- 
sulte Y=o;  pour  vérifier  les  équations  (24),  il  faut  prendre  en 
outre  B'o(4-Bp=o,  ce  qui  détermine  encore  une  direction 
unique  parallèle  au  plan  des  xt/. 

III.  Enfin,  si  les  trois  quantités  a,  A,  c  sont  égales,  denx 
racines  de  Téquation  (3i)  deviennent  égales  à  a,  et  la  troisième 
est  donnée  par  Téquation  du  premier  degré 

(B'*B'*  +  B-^'B»  +  B»B'«) — BB'B"  (S — a) = o. 

A  cette  racine  simple  correspond  une  direction  unique.  Pour  la 
racine  do*3ble,  les  trois  équations  (24)  se  réduisent  aune  seule, 
B'B'a  -f  B'^Bp + BB'y = 0,  et  il  y  a  indétermination  ;  toutes  les 
directions  parallèles  au  plan  B'B*ar-|-B*By  +  BB'ï=o  con- 
viennent à  cette  racine  double^ 

502.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  trois  coefB- 
cienta'  B,  B',  B'  ne  sont  pas  différents  de  zéro. 

I.  Un  seul  coefficient  est  nul,  par  exemple  B".  L'équation 
du  troisième  degré  (26)  devient 

(S— A)(S— A')(S— A')  — {S-A)B«-(S— A')B'*=o. 

Soit  A  <  A'  ;  les  substitutions  de  —  00,  A,  A',  +  00  dans  le  pre- 
mier membre  donnent  des  résultats  affectés  respectivement  des 
signes  — ,  +,  — ,  -}-;  donc  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles 
et  inégales.  Les  équations  (24)  donnent  pour  chacune  d'elles 
une  direction  déterminée;  car  des  deux  premières  on  déduit 

des  valeurs  finies  pour  les  rapports  -»  — 

Y    T 

II.  Deux  coefficients  sont  nuls,  par  exemple  B'  et  B''.  L'é- 
quation du  troisième  degré  (26)  se  réduit  à 

(S— A)[(S— A')(S— A')— B«]  =  o; 

elle  admet  la  racine  A  et  deux  racines  réelles  et  inégales 
données  par  une  équation  du  second  degré.  Si  la  quantité 
(A— A')  (A— A*)  —  B*  est  différente  de  zéro,  aucune  des  deux 
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racines  de  réquation  du  second  degré  n*est  égale  à  A,  et,  par 
conséquent,  les  trois  racines  sont  inégales.  Pour  S = A,  les 
équations  (94)  se  réduisent  à 

(A'-A)P  +  Bt=o,    Bp+(A'-A)y=o, 

et  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  les  valeurs  p  =  o,  ^  =  0, 
d'où  a=  1,  ce  qui  donne  une  direction  bien  déterminée.  Pour 
chacune  des  deux  autres  racines,  ces  équations  se  réduisent  à 
«=o,  (A'  —  S)  P  +  By  =  o,  ce  qui  donne  encore  une  direction 
bien  déterminée. 

Si  Ton  a  (A  — AO  (A  — A*) — B'  =  o,  Tune  des  racines  de 
réquation  du  second  degré  étant  égale  à  A,  l'équation  admet  la 
racine  double  A  et  une  racine  simple.  A  la  racine  simple  cor- 
respond une  direction  unique  ;  pour  la  racine  double  A,  les 
équations  (a4)  ^  réduisent  à  une  seule 

(A'-A)P  +  By=o, 
ce  qui  donne  toutes  les  directions  parallèles  au  plan 

(A'— A)y+Bz=o. 
m.  Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B*  sont  nuls  à  la 
fois,  réquation  (96)  se  réduit  à 

(S  — A)(S-A')(S— A')=o, 
et  admet  pour  racines  A,  A',  A'.  Quand  ces  trois  racines  sont 
inégales,  les  équations  (24)  montrent  qu'à  ces  racines  corres- 
pondent des  directions  respectivement  parallèles  à  chacun  des 
trois  axes  coordonnés.  Si  A  =  A',  à  cette  racine  double  corres- 
pondent toutes  les  directions  parallèles  au  plan  des  xy.  Enfin, 
si  A= A'  =  A",  àcette  racine  triple  correspondent  toutes  les 
directions  de  l'espace,  il  y  a  ici  indétermination  absolue,  car  les 
équations  (a4)  deviennent  alors  des  identités. 

Ainsi,  en  résumé,  réquation  du  troisième  degré  en  S  a  toun 
jours  ses  trois  racines  réelles.  A  une  racine  simple  correspond 
une  direction  unique;  à  une  racine  double,  toutes  les  direc- 
tions parallèles  à  un  plan  ;  à  une  racine  triple,  toutes  celles  de 
Fespace. 

803.  Soient  (a,  p,  y),  (a',  p',  f')  les  cosinus  des  angles  que 
font  avec  les  axes  des  coordonnées  les  directions  qui  correspond 


1 
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dent  à  deux  racines  différentes  S  et  S'.  On  a,  en  vertu  des  ëqua* 
tions  (a4), 

(  Aa  +  B'P  +  B'y  =  Sa,      (  A«'  -f  B'P'  +  B Y  =  S V, 
(32)    1  B'«+A'p  +By  =SP,         BV+A'P' +  By'  =Sr, 

(  B'a  +  Bp  +  A'y=  Sy,      (  B  V  +  Bp'  +  A  Y = S  Y- 
Multiplions  les  deux  membres  des  premières  équations  respec- 
tivement par  p'',  p',  y'»  ceux  des  secondes  par  —  a,  —  p,  —  y,  et 
ajoutons  membre  à  membre  ;  il  vient 

(S-S')(aa+pp'  +  YY')  =  o, 

ou  owi'+PP'+Tnr'=o- 

Donc  les  directions  qui  correspondent  à  deux  racines  diffej*ente$ 
sont  perpendiculaires  entre  elle^. 

Il  en  résulte  que  les  directions  qui  correspondent  à  une  ra- 
cine double  sont  toutes  perpendiculaires  à  celle  qui  corres- 
pond à  la  troisième  racine. 

Le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à  la  direction  («,  p,  y) 
est  donnée  par  l'équation  (ai) 

S(ax+Py  +  Y^)  +  (Coc  +  C'p  +  CY)  =  o. 
Ainsi,  à  chaque  direction  des  cordes  donnée  par  une  racine  S 
différente  de  zéro  correspond  un  plan  principal. 

Si  une  racine  S  est  nulle,  le  plan  principal  n'existe  plus. 
Cependant  si  Ton  a  Ca  +  C'p  +  CY=o,  l'équation  (a3)  devient 
une  identité,  et  la  position  du  plan  principal  est  indéterminée  ; 
tout  plan  perpendiculaire  à  la  direction  des  cordes  est  un  plan 
principal  ;  dans  ce  cas,  la  surface  est  cylindrique.  D'après  l'é- 
quation (19),  si  une  racine  S  est  nulle,  les  droites  correspon- 
dantes ne  rencontrent  la  surface  qu'en  un  seul  point. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  en  S  a  toujours  au  moins 
une  racine  différente  de  zéro  ;  car  les  trois  racines  ne  sont 
égales  que  si  l'on  a  B = B'  =  B" = 0  ;  alors  ces  racines,  étant 
égales  à  A,  A',  A',  ne  sont  pas  toutes  trois  nulles,  sans  quoi 
l'équation  proposée  ne  serait  pas  du  second  degré.  On  pcut> 
d'ailleurs,  démontrer  cette  propriété  de  l'équation  (a6),  indé- 
pendamment de  l'étude  que  nous  en  avons  faite  ;  en  effet,  si 
les  trois  racines  étaient  nulles,  on  aurait,  en  égalant  à  zéro  lea 
coefficients  de  S"  et  de  S, 

A  +  A'4-A'=o,     A'A"+A^A+AA'-B«— B'«— B'>=o; 
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si  du  carre  de  la  première  quantité  on  retranche  le  double  de 
la  seconde,  il  vient 

A» -f  A'«  +  A'*  +  aB»  +  aB'"  +  aB'»  ±=  0, 

d'où  A=A'=A'=:B=B'=B''=o,  et  l'équation  ne  serait 
plus  du  second  degré.  Ainsi,  toute  surface  du  second  degré  a  au 
moins  un  plan  principal. 

804.  Nous  avons  vu  (n*  493)  que  les  équations  des  surfaces 
du  second  degré  peuvent  être  ramenées  d'une  infinité  de  ma 
nières  aux  cinq  types  (a),  (p),  (y),  (5),  (t).  Concevons  que  le 
plan  diamétral  qui  a  servi  à  opérer  la  transformation  soit  un 
plan  principal  ;  comme  on  peut  effectuer  les  réductions  ulté- 
rieures à  l'aide  de  deux  axes  rectangulaires  situés  dans  ce 
plan,  chacune  des  cinq  équations  représentera  la  surface  rap- 
portée à  des  coordonnées  rectangulaires. 

Les  surfaces  à  centre  unique  («)  admettent  trois  plans  prin- 
cipaux, les  trois  nouveaux  plans  des  coordonnées.  Les  surfaces 
dépourvues  de  centre  (p)  en  admettent  deux,  le  plan  des  xy 
et  celui  des  xx.  Les  cylindres  elliptiques  ou  hyperboliques  (y)  en 
admettent  deux,  les  plans  des  xy  et  des  xz,  et  en  outre  un 
plan  indéterminé  perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  c'est-à-dire 
aux  génératrices.  Le  cylindre  parabolique  (i)  en  admet  un,  le 
plan  des  xy,  et  en  outre  un  plan  indéterminé  peiuendîculaire 
aux  génératrices. 

AXES. 

BOtf .  Nous  avons  appelé  diamètre  (n*  49^}  1^  ii^u  des  cen« 
très  des  sections  parallèles  ;  lorsque  le  diamètre  est  perpen- 
diculaire aux  plans  des  sections,  c'est  un  axe  de  symétrie  de  la 
surface.  Désignons  par  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait 
un  tel  diamètre  avec  les  axes  des  coordonnées,  supposés  rec- 
tangulaires. Le  plan  sécant  étant  représenté  par  l'équation 

«^  +  Py  +  Y2  =  ^ 
le  diamètre  correspondant,  d'après  les  équations  (16),  est 

Ax+B''y-\'B*z+C_B''x+A'y+Bz+GJR'x+By+A''z+C\ 
«  P  ~"  Y 
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Une  parallèle  menëe  par  l'origine  à  ce  diamètre  a  pour 
équations 

a  p  ""  Y  ' 

81  elle  est  perpendiculaire  au  plan,  les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  quelconque  de  ses  points  étant  proportionnelles  à  a,  p,  y, 
on  aura  les  relations 

a  P  7  ' 

qui  sont  identiques  aux  relations  (aa).  On  en  conclut  que  les 
directions  des  axes  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  celles 
des  cordes  principales.  La  question  rentre  donc  dans  celle 
que  nous  Tenons  de  traiter. 

CONDITrON  POUR  QU^UN  PLAN  SOIT  TANGENT  A  UNE  SURFAGB 

DU  SECOND  ORDRE. 

;i05  bis.  La  méthode  employée  en  géométrie  plane  (n»  ia(>) 
pour  exprimer  qu'une  droite  est  tangente  à  une  conique  per- 
met d'exprimer  de  la  même  façon  que  le  plan 

est  tangent  à  la  surface  du  second  ordre  représentée  par 
réquation  générale  (i).  Cette  condition  est,  sous  forme  de 
déterminant 
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ou,  en  déyeloppant  et  suivant  les  notations  du  n^  489 , 

(33)    ati*  +  b!v*  +  a/'w*  -{■  ^^^^  +  ab'uJtt  +  ab^'ui;  -f-  ncii 

+  ac'i;  +  ao'ir  -)-  A  =  o. 

Cette  condition  s'appelle  équation  tangenttelle  de  la  surface. 
On  démontre,  comme  on  Ta  fait  en  géométrie  plane  pour  une 
proposition  analogue  (n^  3o8),  que  si  D  =  o  le  premier  membre 
de  réquation  (33)  est  un  carré  parfait. 
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CHAPITRE   II 

Réduction  de  l'équation  du  second  deg^ré. 

Nous  supposons  que  Téquation  proposée  est  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires.  Dans  le  chapitre  précédent,  nous  avons 
vu  que  l'équation  du  second  degré  peut  se  ramener  à  Tune 
des  formes  simples 

Mx"  +  Ny»+Pz*'+H  =0,     Ny«  +  Pz«4-Qx  =  o, 
Ny»  +  Pz*+H=o,    Pz«  +  Qx  =  o,    Pz*+H=o, 

en  coordonnées  rectangulaires. 

Nous  allons  donner  quelques  détails  sur  la  marche  à  suivre 
pour  effectuer  la  réduction. 

PREMIER  CAS.   A  ^  O. 

806.  On  commence  par  transporter  les  axes,  parallèlement 
i  eux-mêmes,  au  centre  de  la  surface  ;  Téquation  générale  du 
second  degré 
(i)  Ax«  +  Ay  +  A'z»  -h  nByz  +  aB'zar  +  aB*a:y 

+  2Cx  +  aC'y  +  aC'z  +  F  =  o 
devient 

(a)    Aar»+Ay+AV4-2Byz  +  2B'zar+aB';ry+.H=o; 

les  coefficients  des  termes  du  second  degré  ne  changent  pas, 
et  nous  avons  appris  à  calculer  la  constante  H  (n®  489). 

Supposons  d*abord  les  trois  racines  de  l'équation  du  troi* 
sième  degré  en  S  différentes  et  désignons-les  par  S,  S',  S*'  ; 
soient,  de  plus,  (a,  p,  y),  («',  P',  y'),  («*,  fl'y  y*)  les  cosinus  des 
angles  que  font  avec  les  axes  les  directions  qui  correspondent 
a  ces  trois  racines.  Si  l'on  change  les  axes  des  coordonnées  en 
prenant  ces  trois  directions  pour  celles  des  nouveaux  axes,  les 
formules  de  transformation  sont 

(5)  iy  =  p^+P'y'+pv, 


I 

V 
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et  rëquation  de  la  surface  aura  la  formo 

Mo:'»  +  Ny'»  +  Pz'»  +  H  =  o, 
puisqu'elle  ne  doit  plus  contenir  les  produits  des  variables. 
Mais  on  a 

M  =  Aa«  +  A'p«  +  AY  +  aBPY  +  aB  V  -f  aB'ap. 

c'est-à-dire  M  =  S  (n*  497).  Par  la  même  raison,  on  a  N =S'  et 
P  =  S*'.  Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  réduite  est 

(4)  ss/*  +  sy  « + SV« + H  =  o. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  coefficients  des  rectangles 
des  variables  dans  la  nouvelle  équation  sont  nuls.  Par 
exemple,  le  coefficient  du  terme  en  ax'y'  est 

B;  =  A«a'  +  A'pp'+AV+B(PY'  +  YPT  +  B'(Tc«'+oryO 

+  B'(ap'+pa'). 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  trois  premières  équa- 
tions (32)  du  u?  5o3,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  «',  p',  y',  on  a 

B;=SK+pp'+n')=o. 

Ceci  est  d'ailleurs  une  conséquence  des  relations  (17)  du 
n*49«- 

Lorsque  deux  racines  de  Téquation  du  troisième  degré 
sont  égales,  à  la  racine  simple  correspond  un  plan  principal 
déterminé,  et  à  la  racine  double  une  infinité  de  directions  de 
cordes  parallèles  à  ce  plan;  si  l'on  prend  pour  nouveaux  axes 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  principal  et 
la  perpendiculaire  au  plan,  la  méthode  précédente  est  appli- 
cable, et  Ton  obtient  l'équation 

S(a:'*  +  y'*)  +  SV«-f  H=o, 
qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z\ 
Enfin,  si  les  trois  racine^  sont  égales,  en  prenant  trois  nou- 
veaux axes  rectangulaires  quelconques,  l'équation  est  toujours 
S  (ar'*  +  y'*  +*'*)  -+-  H  =  0  ;  elle  représente  une  sphère. 

DEUXIÈME  CAS.  1  =  0. 

tt07.  Dans  ce  cas,  nous  commencerons  par  changer  la  dire<s 
tien  des  axes,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  directions 
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qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation  du  troisième  degré, 
ou,  SI  cette  équation  a  des  racines  égales,  un  des  systèmes  en 
nombre  infini  de  trois  directions  rectangulaires  déterminés 
par  ses  racines.  On  démontre,  comme  on  Ta  fait  algébrique- 
ment dans  le  cas  précédent,  que  Bi=:B,'=B'=o  ;  les  coeffi- 
cients des  carrés  des  variables  ont  encore  pour  valeurs  S,  S',  S". 
Si  donc  une  seule  racine  S  est  nulle,  et  que  l'on  prenne  pour 
axe  des  x' la  direction  déterminée  par  cette  racine,  l'équation 
de  la  surface  est 

Sy*  +  SV«+aCta/-f  2C.y'+2C:z'-fF  =  o. 
Les  coefficients  Cj ,  C. ,  G\  ont  pour  valeurs 

c;=ca^+cr+CY. 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  ramène 
réquation  précédente  à  la  forme 

si  Cl  est  différent  de  zéro,  et  à  la  forme 

Sy  +  SV  +  F,  =  o, 

si  Cl  est  nul.  Le  coefficient  Ci,  qui  subsiste  dans  l'équation  ré- 
duite, est  celui  qui  correspond  à  la  racine  simple  S=o. 

Si  deux  racines  S  et  S'  sont  égales  à  zéro,  par  la  première 
transformation  l'équation  devient 

SV»  +  2C,a:'+  aC;y'+  2C>'  +  F  =  o. 

Nous  avons  vu  que,  pour  cette  racine  double  S=o,  les  rela- 
tions (a4)  du  n"  499  se  réduisent  à  une.  Afin  de  déterminer 
l'une  des  directions  correspondantes,  on  peut  joindre  à  cette 
équation  une  seconde  équation  choisie  à  volonté  ;  nous  pren- 
drons 

c;=c«'+C'p'+CY=o. 

L'autre  direction  sera  ensuite  complètement  déterminée,  ainsi 
que  le  coefficient  C^.  Cela  posé,  en  déplaçant  les  axes  parallè- 
lement à  eux-mêmes,  on  ramènera  l'équation  à  la  forme 

SV-faC|a:  =  o, 
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El  Cl  est  différent  de  zéro»  et  si  Ci  est  nul,  à  la  forme 

SV  +  H=o. 

808.  Remarque.  Lorsque  deux  racines  S' et  S*  sont  égales 
sans  être  nulles,  la  surface  est  de  révolution.  Si  les  trois  coef- 
ficients B,  B',  B''  sont  différents  de  zéro,  les  conditions,  pour 
qu'il  y  ait  une  racine  double,  sont  (n*  5oi) 


B'B"       ^,      B"B       ,,      BB' 
B    ~  B'   —  B" 


et  la  direction  de  Taxe  est  donnée  par  les  formules 

0^    _    P    _    Y 
BB"  ~  B"B  ~  BB'  ' 

Lorsqu'un  seul  des  coefficients  B^  B',  B'  est  égal  à  zéro 
réquation  en  S  n*a  jamais  de  racine  double.  Si  deux  coeffi- 
cients B',  B'^  sont  nuls,  la  condition  pour  l'existence  d'une  ra- 
cine double  est  (a"*  5oa) 

(A'— A)(A'-A)-B»=o; 
et  Ton  a 

809.  On  peut  résoudre  la  même  question,  en  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques,  par  une  méthode  analogue  à  celle 
employée  au  livre  III,  chapitre  III.  Le  polynôme  homogène  et 
du  second  degré 

(5)  Ax*  +  AY  +  AV  +  aByz  +  nB'zx  +  aB^ary 

par  rapport  aux  trois  yariables  â?,  y,  x  est  égal  au  produit  de 
deux  polynômes  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  mêmes 
variables  lorsque  le  discriminant 

A  =  A  A'A'  —  AB«  —  A'B"  —  A*  B'»  -|-  aBB'B* 

est  nul. 

Concevons  que,  sans  changer  Torigine,  on  substitue  au 
premier  système  d'axes,  qui  font  deux  à  deux  des  angles 
représentés  respectivement  par  X,  fi,  v,  un  second  système 
d'axes  rectangulaires  teJ  que  le  polynôme  (5)  se  réduise  à 
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(«)  Ma:^«+Ny'«  +  Pz'*. 

En  effectuant  la  mftme  transformation  pour  la  ionction 

X*  +  y'  +  **  +  2»y^ cosX  +  azj?  cos  ji  -f-  ^xy  ces  v, 
elle  se  changera  en 

^'•  +  y"  +  «", 

car,  ces  deux  expressions  représentent  le  carré  de  la  distance 
de  l'origine  à  un  même  point  pris  arbitrairement  dans  l'espace. 
Il  en  résulte  que,  le  polynôme  homogène 

(7)  (A-  S)a:»  +  (A'-  S)y«  +  (A''-  S)z« 

+  2  (B  —  S cosX)yz  +  a  (B'—  S  ces  \l)zx  +  a  (B"—  S  cosv)2:y , 

dans  lequel  S  désigne  une  constante  arbitraire,  devient 

(8)  (M  -  Sy  +  (N  -  S)!^»  +  (P  -  S)!". 

Les  valeurs  de  S,  pour  lesquelles  l'un  des  polynômes  {7)  ou 

(8)  est  égal  au  produit  de  deux  fonctions  homogènes  et  du  pre* 
mier  degré  des  variables  dont  il  dépend  étant  évidemment  les 
mêmes,  les  deux  équations 

(9)  (A-S)(A'-S)(A"-S) 

-(A-S)(B-ScosX)»-(A'--S)(B'-Scos{i)«'-(A'--S)(B'-Scosv)« 
+  a(B— ScosX)(B'— 8co8(*)(B'— Scosv)  =  o, 

(10)  (M-S)  (N-S)(P~S)  =  o, 

admettent  les  mômes  racines.  On  en  conclut  que  les  coefficients 
M,  N,  P,  du  polynôme  (6)  sont  respectivement  égaux  aux  ra- 
cines Si,  Si,  St  de  l'équation  du  troisième  degré  (9). 

Quand  on  attribue  à  S  Tune  des  valeurs  Si,  S,,  Si,  par 
exemple  S  =  S|  =  M,  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 
polynôme  (7),  dans  lequel  on  a  remplacé  S  par  Si,  représente, 
dans  le  premier  système  d'axes,  deux  plans  qui  se  coupent 
suivant  la  droite  OX'  intersection  des  deux  plans  définis  dans  le 
second  système  par  1  équation  (S, — S,)  yf^  +  (Si  —  S.)  y*= o. 
On  forme  les  équations  de  cette  droite,  dans  le  premier  système 
d'axes,  en  égalant  à  zéro  deux  des  dérivées  partielles  du  pre« 
mier  ordre  du  polynôme  (7).  Quand  les  deux  équations  ainsi 
obtenues  représentent  le  même  plan,  la  direction  OX'  est  une 
direction  arbitraire  comprise  dans  ce  plan. 
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SUR  LES  PONCTIONS  DES  COEFFICIENTS  DE  l'ÉQUATION  D*CXK 
SURFACE  DU  SECOND  ORDRE  QUI  RESTENT  INVARIABLES 
QUAND  ON  FAIT  UN  CHANGEMENT  D*AXES. 

ttlO.  Posons,  pour  abréger, 

et  considérons  une  surface  qui  a  pour  équation  par  rapport  a 
un  système  d*axes  rectangulaires 

(il)  f  (^,y,«)  +2Ca:+2C'y  +  2C'^  +  F  =  o. 

Si  l'on  passe  de  ce  système  d'axes  à  un  autre  système  d'axes 
rectangulaires,  les  formules  de  transformation  sont  de  la 
forme 

y  =  à  +  l'x^  +  m'y,  -!-  n'Zj 
z=c+i:'x,+m''y,  +  n% 

et  l'équation  de  la  surface  devient 

(iî>)      ?t(^i,  yp  -i)  +  2G,x,  +  2C\y,)  +  2C\z,  +  F,  =  o 

en  posant 

fi(^i'yi)«i)  =  Aia:,«  +  A',yj»  +  AV,»  +  2Bjyj3,  +  aB',x,x, 

+  2B>jy,. 

Nous  allons  montrer  que  les  quatre  quantités 

K  =  A4-A'+A'    ,    L=A'A'— B'  +  A-'A— B'»+AA'— B'« 

A     B*'    B' 
(i3)  A==:       B''    A'    B 

B'    B     A" 


D  = 


A 

B' 

B' 

C 

B' 

A' 

B 

C 

B' 

B 

A' 

C 

C 

C 

C 

F 

oonservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  passe  de  rancien 
système  d'axes  au  nouveau.  En  d'autres  termes,  si  l'on  appelle 
E|,  L|,  Aj,  D|  les  valeursque  prennent  K,  L,  A,  D  quand  on  y 
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remplace  les  coefficients  A,  A',  A',. . .  F  par  Ai ,  A',,  A",, . .  F,, 
on  a 

Considérons  d'abord  les  trois  quantités  K,  L,  A  qui  ne  dépen- 
dent que  des  coefficients  des  termes  du  second  degré.  Si  l'on 
transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  Oj  en 
faisant 

Tensemble  des  termes  du  second  degré  de  la  nouvelle  équa- 
tion de  la  surface  est  9(x',  y^^z^;  donc  les  coefficients  des 
termes  du  second  degré  et,  par  suite,  les  quantités  E,  L,  A  ne 
changent  pas.  Ensuite,  si  Ton  fait  tourner  les  axes,  il  faudra 
employer  les  formules  de  transformation 

(i4)      x'  =  Ix,  +  my,  +  nz,     ,     y'  =  l'x,  +  m'y,  +  n'z,  , 

z'  =  irx,^m''y,+n\, 

et,  en  appelant  cp,(x,,  y^yZ,)  Tenscmble  des  termes  du  second 
degré  de  la  nouvelle  équation,  on  aura  identiquement,  en 
vertu  des  formules  (i4) 

d'autre  part,  Ton  a  identiquement,  en  vertu  de  ces  mêmes 
formules 

x"  +  r  +  ^''=x]  +  y]-\-z\, 

car  les  deux  membres  de  cotte  relation  expriment  le  carré 
de  la  distance  du  même  point  à  Torigine  Oi.  On  a  donc,  en 
multipliant  la  seconde  de  ces  identités  par  S  et  la  retranchant 
de  la  première, 

(i5)    ,    9(^'»y'.2')-S(^*  +  y'»+0  =  9,(r„y,.z,) 

-S(xî  +  yî  +  z:). 

Si  Ton  détermine  S  de  telle  façon  que  le  premier  membre 
de  cette  identité  se  décompose  en  un  produit  de  facteurs 
linéaires  ^n  a/,  y',  «',  le  second  membre,  en  vertu  des  rela- 
tions (14),  se  décomposera  en  un  produit  de  facteurs  linéaires 
en  a?j,  yi^z^^  ;  et  réciproquement.  Donc  les  valeurs 'de  S  pour 
lesquelles  le  premier  membre  de  Tidentité  (i5)  est  un  produit 
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de  facteurs  linéaires,  sont  égales  aux  valeurs  de  S  pour  les- 
quelles le  second  membre  est  un  produit  de  facteurs  linéaires; 
or  les  premières  yaleurs  de  S  sont  racines  de  Téquation  en  S 

S»  — KS»  +  LS  — A  =  o, 

et  les  secondes  sont  racines  de  la  nouvelle  équatioa  en  S 

S«  — KjS»  +  L,S  — A,=o; 
ces  deux  équations  ayant  les  mêmes  racines,  on  a 

Kj  =  K  ,  Li  =  L  ,  ^^  =  ^. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  les  quantités  K,  L,  A  ne 
changent  pas;  il  en  est  de  même  de  D.  En  effet,  supposons  A 
différent  de  zéro;  alors,  en  transportant  l'origine  des  coor- 
données au  centre  de  la  surface,  on  a  une  équation  dont  le 

terme  constant  a  pour  valeur  -r-  (n^  4^^)-  Gomme  ce  terme 

constant  reste  le  même,  quelle  que  soit  rorientation  du  trièdi^ 
des  axes  coordonnés,  et  comme  A  ne  change  pas  quand  on  fait 
un  changement  d*axes,  D  ne  change  pas  non  plus  et  Ton  a 

Dj  =  D. 

Cette  relation  devient  identique  si  Ton  y  remplace  Ai,  Â\, 
Â'i, . . .  F|  par  leurs  expressions  en  fonction  des  anciens  coeffi- 
cients A,  A,  A''...  F,  telles  qu'elles  résultent  des  formules  de 
transformation  :  elle  a  donc  lieu  quels  que  soient  A,  A',  A'. ...  F, 
c'est-à-dire  même  si  A  est  nul. 
Les  quatre  quantités 

(i6)  K  ,  L  ,  A  ,  D 

sont,  par  rapport  aux  coefficients  A,  A',  A',  B,  B',  B "[,  C,  C, 
C%  F,  homogènes  et  de  degrés  respectifs  i,  a,  3, 4.  Si  donc  on 
multiplie  le  premier  membre  de  Téquation  de  la  surface  par 
une  constante  X,  la  première  des  quantités  (16)  est  nultipliée 
par  X,  la  deuxième  par  X*,  la  troisième  par  X',  là'quatrième 
par  X^  On  en  conclut  qu'une  combinaison  des  quantités  (16), 
homogène  et  de  degré  zéro  par  rapport  aux  coefficients  A,  A', 
A". . .  F,  ne  change  pas  quand  on  multiplie  le  premier  membre 
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de  rëquation  de  la  surface^ar  la  constante  X.  Telles  sont  par 
exemple  les  trois  combinaisons 

,    ,  KA       LA»        A* 

On  a  ainsi  trois  quantités  qui  ne  changent  pas  quand  on  fait 
un  changement  d'axes  rectangulaires  et  qu'on  multiplie  ou 
divise  tous  les  coefficients  par  un  même  facteur. 

Les  quantités  (16)  jouent,  dans  la  théorie  des  surfaces  du 
second  degré,  le  même  rôle  que  les  quantités 

A  +  C  — aBcosQ  f  A 

sin'ô  '    sin»6    '    sin'6 

dans  la  théorie  des  coniques  (n*»  i44  et  214). 

On  appelle  cône  des  directions  asymptotiques  d'une  surface, 
le  cône  dont  on  obtient  l'équation  en  égalant  à  zéro  l'ensemble 
des  termes  de  degré  le  plus  élevé  dans  l'équation  de  la  sur- 
face. Pour  une  surface  du  second  degré,  ce  cône  a  pour  équation 

?  (^,  y  y  2)  =  O. 

La  condition  K  =  o  exprime  que  ce  cône  est  capable  d'un 
trièdre  trirectangle  inscrit  (n®  478). 

La  condition  L  =  o  exprime  que  ce  cône  est  capable  d'un 
trièdre  trirectangle  circonscrit  (n*  478), 

La  condition  A  =  o,  que  ce  cône  se  décompose  en  deux 
plans. 

Enfin  la  condition  D  =  o  que  la  surface  du  second  ordre  est 
un  cône,  un  cylindre,  ou  un  système  de  plans. 

Remarque.  La  réalité  des  racines  de  l'équation  en  S,  l'in- 
variabilité des  fonctions  K,  L,  A,  pour  les  changements  d'axes 
rectangulaires  et  les  signiGcations  géométriques  dos  équa* 
tiens  K  =  o,  L  =  o,  A  =  o  sont  des  conséquences  immédiates 
des  théorèmes  qui  ont  été  établis  pour  Téquation  en  X  relative 
à  deux  coniques  (n"  53a  et  suiv.).  En  effet,  considérons  les 
deux  coniques  qui  auraient  pour  équations  en  coordonnées 
planes  homogènes 

<p  (a?,  y,  z)  =  kx^  +  A'y*  +  k"z^  +  aByz  -f  ^'Q'zx  +  nlà'xy  =  o 

(18)  »«  +  y»  +  z«  =  o 
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OU,  en  coordonnées  cartésiennes  X  =  -    ,    Y  ==  -, 

z  z 

AX*  +  AT»  +  A^  +  aBY  +  aB'X+  aB'XY  =  o 

X«-fY«  +  i=o. 

L'équation  en  X  relative  à  ces  deux  coniques  n'est  antre 
chose  que  Téquation  en  S  dans  laquelle  on  reniplacerait  S  par 
—  X;  comme  la  seconde  des  coniques  considérées  est  entière- 
ment imaginaire,  les  quatre  points  dlntersection  des  dem 
coniques  sont  imaginaires  et  les  racines  de  l'équation  enJi, 
c'est-à-dire  aussi  celles  de  Téquation  en  S,  sont  réelles. 

Si  Ton  fait  une  substitution  de  la  forme 

y  =  f^i  +  rti'y,  +  n'z, 

les  racines  de  Téquation  en  X  ne  changent  pas.  Or,  si  cette 
substitution  correspond  à  un  changement  d'axes  rectangu- 
laires dans  l'espace,  a:*  +  y»  +  z*  se  change  en  ar  ■  +  y!  +^'' 
et  la  nouvelle  équation  en  X  est  encore  la  nouvelle  équatioQ 
en  S  dans  laquelle  on  remplacerait  S  par  —  X.  Les  racines  de 
réquation  en  S  restent  donc  invariables  quand  on  lait  ud 
changement  d'axes  rectangulaires  :  les  coefficients  K,  L^  A  de 
cette  équation  sont  donc  invariables. 

Enfin  on  a  vu  que,  si  dans  l'équation  en  X  relative  aux  deux 
coniques  (18),  le  terme  en  X*  manque,  il  existe  un  triangle 
inscrit  dans  la  première  des  coniques  ç  (x,  y,z)  =  o  et  conju- 
gué à  la  seconde  x'4-y*+^*  =  e.  En  appelant  («^PiT)» 
(a ,  p',  y'),  (a',  f>*',  y*)  les  coordonnées  homogènes  des  sommets 
de  ce  triangle^  on  a,  puisque  ces  sommets  sont  sur  la  pi^ 
mière  conique 

ety  puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  seconde 

Ces  conditions  sont  donc  remplies  si  le  coefficient  K  de  Tequa- 
tion  en  S  est  nul  ;  or  elles  expriment  que,  dans  l'espace,  les 


( 
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trois  droites  dont  les  paramètres  directeurs  sont  («9^»^), 
(«'»  P'>  yO  9  (^t  P'j  yO  forment  un  trlèdre  trirectangle  inscrit  au 
cône  des  directions  asymptotiques  de  la  surface. 

On  retrouverait  de  môme  la  signification  de  réquaiion 
L=o« 


GÉOM.   ANALYT. 
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CHAPITRE    m 


De  Pelllpsoîde. 


un.  Nous  avons  ramené  Téquation  des  surfaces  du  se- 
cond degré  qui  ont  un  centre  unique  à  la  forme 

Sa?«+Sy+SV+H  =  o, 
en  rapportant  la  surface  à  ses  trois  plans  principaux. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  racines  aient  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +.  Si  le  terme  constant  H  est  positif, 
réquation  n'est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'aucun  point  de 
l'espace.  Si  le  terme  constant  II  est  égal  à  zéro,  l'équation  n'«t 
satisfaite  que  pour  a:=y=z=o;  elle  représente  un  seul  point, 
l'origine.  Considérons  enfin  le  cas  où  H  est  négatif  et  posons 

réquation  se  met  sous  la  forme 

(1) 


—  H 

S' 


V^ 


La  coordonnée  x  ne  peut  varier  que  de — a  à  -|-  a,  y  de — ^ 

à  +  J, zde  —  cà  +  c;  prenons 
sur  l'axe  des  x,  de  part  et  d'au- 
tre de  l'origine,  des  longueuR 
OA  et  OA'  égales  à  a,  sur  l'axe 
des  y  des  longueurs  OB  et  Off 
égales  à  b,  sur  Taxe  des  %  des 
longueurs  OC  et  OC  égales  àr 
(fig.  292).  Par  les  points  A  et  A', 
«K-  *«•  B  et  B',  C  et  C,  imaginons  des 

plans  respectivement  parallèles  aux  plans  YOZ,  ZOX,  XOY, 
la  surface  sera  entièrement  comprise  dans  le  parallélipipède 
rectangle  ainsi  formé.  On  a  donné  à  cette  surface  le  nom  d'e^ 
Upiotde. 


DE  L'ELLIPSOÏDE. 
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SIS.  L'origine  est  centre  de  Tellipsoïde.  Les  plans  coor- 
donnés,  qui  sont  les  trois /}/ans  principaux  de  l'ellipsoïde,  cou* 
pent  la  surface  suivant  trois  ellipses  ABÂ',  BCB',  GAC,  que 
Ton  appelle  sections  principales  de  Tellipsoïde. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  YOZ» 
on  obtient  pour  section  l'ellipse 

dont  le  centre  I  est  sur  l'axe  des  x  (fig.  aga).  Les  points  de  la 

courbe  étant  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  au  centre  I, 
les  points  de  la  surface  sont  sy- 
métriques deux  à  deux  par  rap- 
port à  la  droite  OX,  qui  est  un 
axe  de  symétrie  de  la  surface.  A 
'^  mesure  que  le  plan  sécant  s'é« 

ï'»»-  ^•3.  loigne  du  plan  principal  YOZ, 

c'est-à-dire  quand  x  varie  de  o  àa,  l'ellipse  d'intersection  reste 
toujpurs  semblable  à  l'ellipse  GBC,  mais  diminue  jusqu'à  se 
réduire  à  un  point.  Il  en  est  de  même  des  sections  parallèles  à 
chacun  des  deux  autres  plans  principaux.  Ainsi  rellipsoïde 
admet  trois  axes  qui  sont  les  intersections  des  plans  principaux 
deux  à  deux.  Les  extrémités  des  axes  sont  les  sommets  de  l'el- 
lipsoïde. Si  Ton  suppose  a>h>  c,  la  sera  Taxe  majeur,  a6 
l'axe  moyen,  ac  l'axe  mineur. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde  (fig.  295)  ;  par  ce 
point  et  le  grand  axe  faisons  passer  un  plan  ;  ce  plan  coupe  la 
surface  suivant  une  courbe  du  second  degré  fermée,  par  con- 
séquent, suivant  une  ellipse  ;  à  cause  de  la  symétrie,  les  axes 
de  cette  ellipse  sont  la  droite  AA'  et  le  diamètre  DD'  suivant 
lequel  le  plan  sécant  coupe  l'ellipse  principale  CBC'B'  ;  le  rayon 
OD,  compris  entre  les  deux  axes  i  etc  de  cette  ellipse  princi- 
pale, est  plus  grand  que  c  ;  mais  d'un  autre  côté  le  rayon  OM 
est  compris  entre  OD  et  a  ;  ce  rayon  est  donc  compris  entre 
e  et  a.  On  conclut  de  là  que  le  plus  grand  rayon  de  l'ellipsoïde 
est  le  demi-grand  axe  OA,  le  plus  petit,  le  demi-petit  axe  OC. 
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PLANS  DIAMETRAUX  ET  DIAMETRES. 

BI3.  Considérons  une  série  de  cordes  parallèles  à  la  droits 

le  plan  diamétral  qui  les  divise  en  deux  parties  égales  a  poui 
équation  (n*  49  0 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral  ;  soit,  en  e£fet,  le  plan 

(4)  Ax-f  By  +  C«=o; 

ce  plan  coïncidera  avec  le  plan  diamétral  précédent,  si  l'on  a 

(5)  JL~^_JL 
^  ^  a*A~A»B~c*C" 

Telles  sont  les  relations  qui  existent  entre  la  direction  des 
cordes  et  celle  du  plan  diamétral  conjugué.  Il  est  évident  que 
le  plan  diamétral  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  fermée 
du  second  degré,  et,  par  conséquent,  suivant  une  ellipse. 
Chaque  point  de  cette  ellipse  est  le  point  de  contact  d'une 
droite  parallèle  aux  cordes  et  tan  gerite  à  la  surface  ;  ces  tan- 
gentes forment  un  cylindre  tangent  à  l'ellipsoïde,  tout  le  long 
de  cette  ellipse  et  Tenvcloppant. 

514.  Nous  savons  que  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  l'ellipsoïde  sont  dos  ellipses  homothétiqu^s 
(n*  484).  Soit  Aa?-fBy +0:2=/  l'équation  d'un  plan,  dans  la- 
quelle A,  B,  C  sont  des  cofflcients  constants,  /  un  paramètre 
variable;  le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses,  ouïe  diamètre,  est 
la  droite  (n''  496) 
(6j  JL_JL__1 


a»A     *»B      c*( 

I  passant  par  le  cenb*e  de  la  surface. 

Le  diamètre  est  parallèle  aux  cordes  que  le  plan  diamétral 
parallèle  aux  plans  sécants  divise  en  deux  parties  égales;  ca/ 
les  coefficients  de  la  droite  et  ceux  du  plan  vérifient  les  rela- 
tions (5), 


j 
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Rf^cipFoquementy  tonte  droite  (a)  passant  par  le  centre  est 
un  diamètre  ;  car  si  Ton  mène  le  plan  diamétral  (3)  conjugué 
de  cette  direction,  et  des  plans  sécants  parallèles,  le  lieu  des 
centres  coïncidera  avec  la  droite  donnée. 

L'équation  du  plan  tangent  (n*  ^y5)  se  réduit  ici  i 


(7) 


Ce  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  va  du  centre  au  point  de  contact  ;  car  ce  dia- 

X   y    z 

mètre  ayant  pour  équation— =—=—, ses  coefficients  et  ceux 

X     y      z 

du  plan  tangent  yérifient  les  relations  (5). 
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81  S.  Nous  avons  dit  (n*  496)  que  trois  diamètres  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués^  quand  chacun  d'eux  est  conju- 
gué du  plan  des  deux  autres,  et 
nous  avons  déjà  reconnu  l'exis- 
tence de  pareils  systèmes.  Me- 
nons arbitrairement  un  pre- 
mier diamètre  OD  (fig.  394)  et 
considérons  le  plan  diamétral 
conjugué  ;  ce  plan  coupe  l'ellip- 
^E'  w*.  solde  suivant  une  ellipse  ;  pre- 

nons deux  diamètres  conjugués  quelconques  OE,  OF  de  cette 
ellipse  ;  les  trois  diamètres  OD,  OE,  OF  formeront  un  système 
de  diamètres  conjugués  ;  car  si  Ton  prend  pouraxes  des  coordon- 
nées les  trois  droites  OD,  OE,  OF  et  que  l'on  appelle  tf',  b%  c'ies 
longueurs  des  trois  rayons  OD,  OE,  OF,  d'après  le  raisonnement 
qui  a  été  fait  précédemment  (n*  493),  l'équation  de  l'ellipsoïde 
80  mettra  sous  la  forme 

fl',+ j't  +  ^'«  — »• 

On  en  conclut  que  les  trois  axes  des  coordonnées  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  ou,  ce  qui  revient  au  même. 
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que  les  trois  plans  des  coordonnées  forment  un  83rstâine  de 
plans  diamétraux  conjugués. 

On  voit  bien,  àPaide  de  cette  équation»  comment  varient  les 
sections  parallèles;  si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  diamétral  TOZ*,  on  a  une  ellipse 

homothétique  i  l'ellipse  diamétrale  EOF  et  ayant  son  centre 
au  point  I  sur  le  diamètre  OD  ;  cette  ellipse  va  en  diminuante 
mesure  que  le  plan  sécant  s'éloigne  du  plan  diamétral  ;  elle  se 
réduit  au  point  D  quand  le  plan  sécant  passe  par  ce  point, 
et  alors  le  plan  est  tangent  à  la  surface  ;  au  delà,  le  plan  ne 
rencontre  plus  la  surface;  en  d'autres  termes,  il  la  coupe 
suivant  une  ellipse  imaginaire,  dont  le  centre  est  réel  et  si- 
tué sur  le  prolongement  de  OD.  Il  en  est  de  même  de  l'autre 
côté. 

Quand  l'ellipsoïde  est  rapporté  à  ses  axes,  les  relations  qui 
existent  entre  les  coefficients  de  trois  diamètres  conJu£^és 
(n*  496)  se  simplifient  et  deviennent 


mm     .  nn 
^9 


^»         ^t^m 


mm'  .  n'n'  .  p'p" 


W  <^+-*r  + 


=  O. 


m'm       n'n   ^^  p*p  _ 


=  o. 


Elles  ont  aussi  la  même  forme  quand  l'ellipsoïde  est  rapporté 
à  un  système  quelconque  de  diamètres  conjugués. 
Considérons  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  ODEP, 

OD'E'FCfig.  295).  Soit  OG  le  diamètre 
suivant  lequel  se  coupent  les  deux 
plans  EOF,  E'OF.  OH  et  OH'  les  dia- 
\^  mètres  conjugués  de  OQ  dans  ces  deux 
plans.  Si,  conservant  OD,  on  remplace 
les  diamètres  conjugués  OE,  OF  par 
Fif.  sw.  deux  autres  diamètres  conjugués  OG, 

OH  de  la  même  ellipse,  la  somme  des  carrés  ne  change  pas; 
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de  même,  si,  eonseryant  0D^  on  remplace  les  deux  diamètres 
conjugués  OE',  OF  par  deux  autres  diamètres  conjugués  OG, 
OH'  de  la  même  ellipse,  la  somme  des  carrés  ne  change  pas. 
On  a  alors  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  OGHD, 
OGH'iy,  qui  ont  un  diamètre  commun  OG;  les  deux  autres, 
étant  situés  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  OG,  appar- 
tiennent à  la  même  ellipse  ;  donc  la  somme  des  carrés  est  la 
même.  Ainsi,  la  somme  des  carrés  de  trots  diamètres  conjugués  est 
constante,  et,  par  conséquent,  égale  à  la  somme  des  carré  s  des  axes. 
On  démontre  de  la  même  manière  que  le  volume  du  parais 
lélipipide  canstruù  sur  trois  diamètres  conjugués  est  constant; 
lorsqu'on  remplace  le  système  ODEP  par  le  système  ODGH,  le 
volume  ne  change  pas  ;  car  les  deux  parallélipipèdes  ont  des 
bases  équivalentes,  les  parallélogrammes  EOF,  GOH,  et  même 
hauteur,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  le  plan 
des  bases. 

KIO.  On  peut  démontrer  ces  théorèmes  par  une  méthode  analogue 
à  celle  du  n'*  509. 

Imaginons  Tellipsolde  rapporté  d*abord  à  ses  axes,  pois  à  an  système 
de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  des  angles  >,  (&,  v.  Par  les  for- 
mules de  transformation  des  coordonnées,  le  trinôme 

o«  ^  6«  ^  c» 


•e  change  en 


De  même  le  trin6me 


05*  +  y*  +  ^' 


devient 

«'*  +  y'*  +  «'*  +  ayV  cos  X  +  as'af  cos  |i.  +  aa/y*  co»^ 
tl  en  résulte  que  le  polynôme  homogène 


ou 


«  (sr-J>-^(è-j)'"H3-i)-' 
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dans  lequel  k  désigne  une  constante  arbitraire,  se  transforme  en 

jî+  ^ + ?5  ""  ^(^'+y'"+»"+>î''*'  ^®»  ^+  •*'*'  ^®*  »^+  ^^^  «>«  ^)» 

eu 

Les  Talenrs  de  h,  pour  lesquelles  Tun  des  polynômes  (9)  on  (10)  m 
réduit  à  une  somme  de  deux  carrés,  étant  les  mêmes,  led  deax  équa- 
tions 

en 

(II)  (*-.a«)(*-6«){*-c«)  =  o, 

et 

(J l\    / J l\    /j l\  _  fl  COS  >  ces  |A  CQg  y 
o'«    *;  \b'^    h)  \c'^    k)  *»         ■ 

(J l\  COS^X         /  I l\  COS'  |Jl         f  t  t\  C03*  V 

eu 

(la)   A»  — (o'«+6'*+C«)*> +(6'V«sinn+c'V2sin V+a'«6'«sin>v)J| 

ent  les  mêmes  racines;  il  en  résulte  que  les  racines  de  Téquatlon  (is) 
sont  égaies  respectivement  à  a',  6*,  c*;  on  en  déduit  les  trois  relations 

(ro  a'*  +  6'«  +  c'«  =  a»  +  5»  +  c«, 

(i4)    ê'^c'^sinn  +  c'«o'«sin«(i  +  a«6'*sin«v  =  6«c»+  c»a»+  a"6%         * 

(i5)  a'n'»c'»û  =  a>6»c«. 

La  pvemière  indique  que  la  somme  des  carrés  des  trois  diamètâ'ed  con- 
jugués est  constante  ;  d'après  la  signification  de  la  quantité  û  (u^4i9)r 
la  troisième  indique  que  le  volume  du  parallélipipèdo  construit  sur  les 
trois  diamètres  conjugués  est  constant  ;  la  seconde  exprime  que  k 
lemme  des  carrés  des  faces  de  ce  parallélipipèdo  est  constante. 
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SECTIONS   CIRCULAIRES. 

1117.  Parmi  les  sections  planes  de  Tellipsoïde^  il  importe 
d'examiner  en  particulier  les  sections  circulaires. 

Supposons  qu'une  série  de  plans  parallèles  coupent  Tellip- 
soide  suivant  des  cercles  et  considérons  le  diamètre  correspon- 
dant. Le  plan  mené  par  ce  diamètre  perpendiculairement  aux 
plans  parallèles,  divisant  chacun  des  cercles  en  deux  parties 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan  même,  est  un  plan  princi- 
pal de  l'ellipsoïde.  Ainsi,  les  plans  des  sections  circulaires  sont 
perpendiculaires  à  un  plan  principal,  et  par  conséquent  les 
plans  diamétraux  qui  coupent  l'ellipsoïde  suivant  des  cercles 
passent  par  l'un  des  axes  de  la  surface.  Cet  axe  est  Taxe  moyen 
BB'  de  l'ellipsoïde;  car  nous  avons  vu  (n*  5 1  a)  que,  lorsque  le 
plan  sécant  passe  parle  grand  axe  A  A',  les  deux  axes  de  l'ellipse 
diffèrent  nécessairement;  il  en  est  de  même  quand  le  plan  sé- 
cant passe  par  le  petit  axe  C(7. 

Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  Taxe  moyen  BB^  les  deux 
axes  de  l'ellipse  d'intersection  sont  l'axe  BB^  et  le  diamètre 
DD'  suivant  lequel  le  plan  sécant  coupe  l'ellipse  principale 

AGA'  (fig.  ag6).  La  longueur  de  ce 
diamètre  Diy,  variant  de  GC  à  AA^ 
pourra  être  égale  i  BB^  et  alors  la 
section  sera  un  cercle.  Du  point  0 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  6  et  dans  le  plan  principal  AGA% 
Fig.  tn.  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  cou- 

pera l'ellipse  principale  en  D  et  E;  menons  les  diamètres  OD 
et  OE  ;  les  deux  plans  diamétraux  BOD,  BOE  couperont  l'el- 
lipsoïde suivant  des  cercles.  On  conclut  de  là  que  F  ellipsoïde 
à  trou  axes  inégaux  admet  deux  séries  de  sections  circulaires. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  les  deux  plans  BOD^BOE 
se  confondent  avec  le  plan  principal  perpendiculaire  à  Taxe  de 
révolution,  c'est-à-dire  avec  Téquateur  de  la  surface.  On  n'a 
plus  alors  qu'une  série  de  sections  circuUires. 
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Od  peut  résoudre  la  question  par  l'analyse.  Coasidéroos 
la  courbe  d'intersection  de  l'ellipsoïde 

j**      §/•      «* 

«t  d'une  sphère  concentrique 

.    X  x»  +  y»  +  2» 

(17)  -rT^ '=*• 

L'équation 

que  Ton  obtient  en  retranchant  ces  deux  équations  membre 
à  membre,  représente  un  cône  passant  par  la  ligne  dlnter- 
section  de  Tellipsoïde  et  de  la  sphère.  Lorsque  la  condition 

est  satisfaitei  le  premier  membre  de  l'équation  (18)  est  Ii 
somme  de  deux  carrés,  ou  le  produit  de  deux  facteurs  do 
premier  degré,  et  par  conséquent  le  cône  se  réduit  à  deux 
plans.  Cette  condition  indique  que  le  rayon  de  la  sphère  est 
égal  à  Tun  des  axes  de  Tellipsoïde.  On  obtient  ainsi  six  plana 
cycliques  t  mais  deux  seulement  sont  réels;  ce  sont  ceux  qui 
correspondent  à  la  solution  R'  =  i',  et  qui  sont  représentés 
par  l'équation 

Nous  verrons  plus  tard  (n«  587)  que  cette  méthode  donne 
bien  tous  les  plans  cycliques, 

AXES  d'une  8£f;TI0N  PLANS. 

517  bis.  Considérons  un  plan 

(P)  ux'\'Vy'\'Wz=zo 

passant  par  le  centre  0  de  l'ellipsoïde,  appelons  x\  y\  x,  les 
coordonnées  d'un  sommet  M'  de  la  section  faite  par  ce  plan 
dans  la  surface  et  R  la  longueur  de  Taxe  OM'.  La  sphère 
représentée  par  l'équation  (17)  coupe  le  plan  (P)  suivant  ud 


I 

_d 
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cercle  bitangent  à  la  section  plane  :  donc  le  cône  (18)  passant 
par  rintersection  de  cette  sphère  et  de  Tellipsoïde,  est  tan- 
gent au  plan  (P)  le  long  de  la  génératrice  OM'.  Pour  exprimer 
cette  condition,  identifions  Téquation  du  plan  tangent  au 
cône  en  M' 

avec  celle  du  plan  (P)  ;  nous  aurons 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  de  a:',  y',  z'  dans  Téquation  ««'  + 
vy'  -{-wzf^^o  qui  exprime  que  le  point  M' est  dans  le  plan  (P), 

=  o, 

111         111 

â«~R*     ï»""ïî«      ?""«? 

équation  du  second  degré  en  R'  qui  admet  pour  racines  les 
carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  section  plane  R'  =  a'', 
R*  =  b'^.  Les  équations  (A)  dans  lesquelles  on  remplace  R' 
successivement  par  ces  racines  a'*  et  i'",  et  a:',  y%  ï  par  des 
coordonnées  courantes  seront  les  équations  des  axes  de  la 
section  plane. 

Application.  Chercher  le  lieu  des  points  obtenus  en  portant, 
sur  la  perpendiculaire  élevée  en  0  au  pian  de  chaque  section 
diamétrale,  des  longueurs  égales  aux  axes  de  cette  section. 
Ce  lieu  qui  est  une  surface  du  quatrième  ordre  coupée  par 
chacun  des  plans  de  coordonnées  suivant  deux  coniques  s'ap- 
pelle surface  des  onde$. 

*   PLAN  TANGENT. 

Bi8.  L'équation  du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au  point 
(a/,  xf,  «0  est 

On  peut  lui  donner  une  autre  forme  qu'il  est  bon  de  con« 
nattre.  Représentons  le  plan  tangent  par  l'équation 

««  +  Py  +  Y«  =  'f 


! 
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X,  t,  Y  ^tant  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  plan  fait 
avec  les  axes,  et  /  la  distance  da  plan  à  l'origine.  En  identi- 
fiant ces  deux  équations,  on  a  les  relations 

£     .Vl     £ 

a       b      c        i  I 

aa      bj^     cy      t      \/a^oi*  +  b*p^  +  c^r^' 

on  en  déduit  la  valeur  de  l^  et  l'équation  du  plan  tangeot 
devient 

(21)  aar  +  py  +  ys = V^a»(x*  +  *»p«  +  c^y» . 

Pour  en  montrer  une  application,  considérons  trois  plaos 
tangents  perpendiculaires  entre  eux 


les  neuf  cosinus  vérifiant  les  relations  (7)  et  (8)  établies  an 
n*  423.  Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  chacune  d« 
ces  équations  et  si  l'on  ajoute,  on  obtient  l'équation 

d'où  l'on  conclut  que  le  lieu  des  sommets  des  angles  irièdrei  M- 
rectangles  dreomcriU  à  un  ellipsoïde  est  une  sphère* 
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Des    liyperbololdes. 


Considérons  maintenant  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équa 
tion  en  S  n*ont  pas  le  même  signe  ;  supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  racines  S  et  S' soient  positives,  et  la  troisième 
négative. 

cAne. 
tti9.  Si  le  terme  constant  H  est  nul,  l'équation 

étant  homogène  par  rapport  à  x,  y,  z,  représente  un  cône 
(n*  464).  Si  Ton  pose 


tanga 


=\/=s', 

—  V     o     » 


tangp 


^  s  .' 


l'équation  prend  la  forme 


(0 


31  + 


y* 


—  «•sssO. 


tang*a  '  tang'p 

Le  plan  principal  XOZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 

OA,  OA'  fiusant  avec  OZ  un  angle  égal  à  a, 
le  plan  principal  YOZ  suivant  deux  droites 
OB,  OB'  faisant  avec  OZ  un  angle  égal  à  p 
(flg.  397).  Le  plan  principal  XOY  coupe 
la  surface  en  un  seul  point  0.  Tout  plan 
parallèle  au  plan  XOY  donne  une  ellipse 
ABA'  ayant  pour  équation 


+ 


y!_-.,.- 


tang'a     tang*p 
rig.  Î97.  cette  ellipse,  qui  a  son  centre  I  sur  Taxe 

OZ,  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  le  plan  sécant  s'é- 
loigne du  sommet.  Ainsi,  on  peut  regarder  le  cône  conuoe  en- 
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gendre  par  une  droite  CM,  qui  tourne  autour  du  point  O  ^ 
glissant  sur  Tellipse  ÂBA'.  En  supposant  S  plus  gratnd  qu3  S' et 
par  conséquent  a  plus  petit  que  p,  on  Toit  que  l'ang^Ie  qne  fait 
la  génératrice  OM  arec  l'axe  OZ  croît  de  «à p.  Le  cône  est  formé 
de  deux  nappes  égales  situées  de  part  et  d'autre  du  sommet.  L'é- 
quation (les  cônes  du  second  degré  se  ramenant  à  Iià  Torme  (i), 
il  en  résulte  que  tout  cône  du  second  degré  peut  être  considéré 
comme  un  cône  droit  à  base  elliptique. 

Les  plans  perpendiculaires  àcliacun  des  deux  autres  axes  OX 
et  OY  coupent  le  cône  suivant  des  hyperboles  ayant  leurs  cen- 
très  sur  ces  axes.  Les  trois  axes  des  coordonnées  sont  des  axes 
du  cône  ;  OZ  est  situé  à  l'intérieur  du  cône,  les  deux  autres 
i  l'extérieur.  Par  rapport  à  chacun  de  ceux-ci,  un  point  quel- 
conque du  cône  a  son  symétrique  sur  l'autre  nappe  ;  par  rap- 
port au  premier,  un  point  a  son  symétrique  sur  la  même  nappe. 

Lorsqu'on  a  S=S',  ou  a=p,  le  cône  est  de  révolu  tien  au- 
tour de  la  droite  OZ. 


J 


HYPERBOLOIDE   A   UNB    NAPPE. 


820.  Supposons  que  le  terme  constant  H  ait  une  valeur 
négative  et  posons 


W^'  W- 


2 

"N 

Il      "^ 

f   1 
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réquation  de  la  surface  prendra  la 
forme 

^  '  a*  ^  *«      c« 

Le  plan  principal  XOY  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse  ABÂ' 
(flg.  agS);  le  plan  principal  XOZ 
suivant  une  hyperbole  dont  A'A  est 
Taxe  transverse  et  OZ  Taxe  imagi- 
naire ;  le  plan  principal  YOZ  coupe 
de  même  la  surface  suivant  une  hy- 
perbole dont  B6'  estVaxe  transverse 
et  OZ  raxe  imaginaire.  Si  l'on  coupe 
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la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  XOY,  on  a  des 
ellipses  homothëtiques 


qui  ont  leurs  centres  sur  OZ,  et  qui  vont  en  augmentant  indé- 
finiment, à  mesure  que  le  plan  sécant  s*éloigne  du  plan  prin- 
cipal, d'un  côté  ou  de  l'autre  ;  l'ellipse  minimum  ABA',  déter^ 
minée  par  le  plan  principal,  s'appelle  ellipse  de  gorge.  On  voit 
par  là  que  la  surface  est  formée  d'une  seule  nappe  continue 
qui  s'étend  indéfiniment,  en  s'ouvrant  de  plus  en  plus  de 
chaque  côté  du  plan  de  l'ellipse  de  gorge.  On  a  donné  à  cette 
surface  le  nom  d*hyperboloîde  à  une  nappe. 

Les  plans  parallèles  au  plan  XOZ  coupent  la  surface  suivant 
des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur  OY  ;  de 
même,  les  plans  parallèles  au  plan  YOZ  coupent  la  surface  sui- 
v^ant  des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur  OX; 
il  résulte  de  là  que  l'hyperboloïde  à  une  nappe  admet  trois 
axes,  deux  réels  AÂ',  BB',  un  imaginaire  OZ.  Les  deux  axes 
réels  sont  les  axes  de  l'ellipse  de  gorge;  l'axe  imaginaire  OZ  est 
situé  à  l'intérieur  de  la  surface. 

Lorsque  les  deux  axes  réels  deviennent  égaux,  les  sections 
parallèles  au  plan  XOY  étant  des  cercles,  la  surface  est  de 
révolution  ;  elle  est  engendrée  par  une  hyperbole  tournant 
autour  de  son  axe  imaginaire  OZ. 

HYPERBOLOÏDE  A  DEUX  NAPPES. 

S81.  Examinons  enfin  le  cas  où  le  terme  constant  H  a  une 
valeur  positive  ;  si  Ton  pose 

réquation  prend  la  forme 
LesdeuxplansprincipauxXOZ^YOZcoupentlasur/acesuivaDt 
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des  hyperboles  dont  Taxe  transTerse  CC  a  une  longueur  égale 

à  ac  et  est  dirigé  suivant  OZ  (fig.  «99)- 
Le  plan  principal  XO Y  ne  rencontre  pas 
la  surface.  La  section  faite  par  un  plan 
parallèle  au  plan  XOY  est  une  ellipse 

mais  cette  ellipse  n'est  réelle  que  si  la 
valeur  absolue  de  z  est  plus  grande  que 
c  ;  si  donc  par  chacun  des  points  C  et  C 
on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  XOY, 
il  n*y  aura  aucun  point  du  lieu  situé 
entre  ces  deux  plans.  Si  le  plan  sécant 
s'éloigne  à  partir  du  point  C,  l'ellipse, 
qui  est  d'abord  réduite  à  un  point,  aug- 
mente indéfiniment;  et  de  même  le 
l'autre  côté,  à  partir  du  point  G.  On  voit  par  là  que  la  surface 
se  compose  de  deux  nappes  infinies  et  séparées  l'une  de  l'au- 
tre ;  on  lui  a  donné  le  nom  à'hyperboloîde  à  deux  nappes.  La 
surface  a  trois  axes,  un  réelCC,  deux  imaginaires  OX  et  OY. 
Quand  les  deux  axes  imaginaires  aa  et  2b  deviennent  égaux, 
la  surface  est  de  révolution  ;  elle  est  engendrée  par  une  hy- 
perbole tournant  autour  de  son  axe  transverse  CC. 


Fig.  M9. 


CÔNB  ASYMPTOTE. 

tt22.  On  dit  que  deux  hyperboloïdes  sont  conjugués  lors- 
qu'ils ont  m^e  centre  et  mêmes  axes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, et  que  les  axes  réels  de  l'un  sont  imaginaires  dans  l'au- 
tre ;  il  est  clair  que  les  équations 

représentent  deux  hyperboloïdes  conjugués.  Un  plan  sécant 
mené  par  ^'axe  OZ  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  des  hy- 
perboles ;  l'hyperbole  située  sur  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 
a  pour  axe  transverse  CC  ;  celle  qui  est  située  sur  l'hyper- 
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boloïde  EL  une  nappe  a  pour  axe  transTersc  le  diamètre  sui- 
vant lequel  le  plan  sécant  coupe  l'ellipse 
de  gorge.  Soity=mxrëquation  du  plan 
sécant;  l'équation 

provenant  de  l'élimination  de  y,  donne 
les  projections  des  courbes  d'intersection 
sur  le  plan  XOZ  ;  ces  courbes  projections 
sont  des  hyperboles  conjuguées,  ayant 
pour  asymptotes  communes  les  deux 
droites  représentées  par  l'équation 


X' 


m^x^ 


1  L9  ^9 


0. 


Fig.  300.  a»  '     ô» 

Si,  à  cette  équation,  on  joint  celle  du  plan  sécant  y  =  mx,  on 
aura  les  asymptotes  des  hyperboles  dans  l'espace.  Imaginons 
actuellement  que  le  plan  sécant  tourne  autour  do  l'axe  OZ  ; 
ces  asymptotes  décriront  un  cône  que  nous  appellerons  cône 
asymptote  des  hyperboloîdes  ;  on  obtient  son  équation  en  éli- 
minant le  paramètre  variable  m  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes, ce  qui  donne 


X' 


y* 


z' 


Ainsi,  les  deux  hyperboloîdes  conjugués  ont  même  cône  asymp  • 
tote.  L'hyperboloïde  à  deux  nappes  est  situé  à  l'intérieur  du 
cône,  l'hyperboloïde  à  une  nappe  à  l'extérieur  (fig.  3oo). 

523.  Plus  généralement,  le  cône  asymptote  est  le  lieu  des 
asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  que  l'on  obtient  en  cou- 
pant  les  deux  surfaces  par  des  plans  passant  par  le  centre. 
En  effet,  soit  z:=mx-{-ny  l'équation  du  plan  sécant;  les  cour- 
bes d'intersection  ont  pour  projections  sur  le  plan  XOY 

a?»       y^      {mx  +  nyY ^ 

les  asymptotes  sont  représentées  par  l'équation 

g»      y»      (mar  +  ny)«_  ; 


a' 

GÉOM.  ANALYT. 
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jointe  à  celle  da  plan  sécant.  Il  arrive  ici  que  l'on  peut  élinfl- 
ner  à  la  fois  les  deux  paramètres  variables  m  et  n  entre  ces 
équations,  ce  qui  reproduit  le  c6ne  asymptote 

X*      y*      z' 
a"       a*      c" 

Nous  ferons  remarquer  que,  lorsqu'un  hyperboloïde  est 
rapporté  à  ses  axes,  si  dans  Téquation  on  supprime  le  terme 
constant,  on  obtient  le  cône  asymptote,  et  que,  si  Ton  change 
le  signe  de  ce  terme  constant,  on  obtient  Thyperboloïde  con- 
jugué, n  est  clair,  d'après  les  formules  de  transformation  des 
coordonnées,  que  la  même  propriété  a  lieu  quand  la  surface 
est  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  quelconques  passant 
par  le  centre. 

SECTIONS  PLANES. 

624.  Considérons  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire.  On  a  deux  hypcr- 
boloïdes  conjugués  et  leur  cône  asymptote,  quand  on  attribue 
au  paramètre  X  les  valeurs  d:  i  ou  la  valeur  o.  Si  l'on  coupe 
ces  surfaces  par  un  même  plan 

les  projections  des  courbes  d'intersection  sur  le  plan  XOY 
ont  pour  équation 

a^^  à^  c«C»         ~  • 

le  paramètre  X  n'entrant  que  dans  le  terme  constant,  il  en  ré- 
sulte que  les  courbes  projections,  et,  par  suite,  les  courbes 
dans  l'espace,  sont  homothétiques  ;  car  ce  sont  les  intersec- 
tions de  cylindres  homothétiques  par  des  plans  parallèles 
(n*  483)  ;  elles  sont  en  outre  concentriques,  si  elles  ont  un 
centre  ;  quand  ce  sont  des  paraboles,  elles  ont  même  para- 
mètre, et  par  conséquent  sont  égales. 

8&tt.  Il  résulte  de  là  que,  pour  reconnaître  l'espèce  de  la 
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section  d'un  hyperboloïde  par  un  plan  P,  il  suffit  d'étudier  la 
section  du  cône  asymptote  par  le  plan.  On  sait  d'ailleurs  que 
les  sections  parallèles  sont  homothétiques. 

Par  le  centre,  menons  un  plan  P' parallèle  au  point  P  ;  il  y  a 
trois  cas  à  distinguer,  i^  Si  le  plan  P'  ne  coupe  le  cône  qu'en  un 
seul  point,  les  deux  nappes  du  cône  sont  situées,  l'une  d'un  côte 
de  ce  plan,  la  seconde  de  l'autre  côté  ;  il  est  clair  que  le  plan 
parallèle  P  coupera  toutes  les  droites  d'une  même  nappe,  et,  par 
conséquent,  déterminera  sur  le  cône  une  courbe  fermée  qui 
sera  une  ellipse  ;  les  sections  faites  par  ce  même  plan  dans  les 
hypeiboloïdes  seront  aussi  des  ellipses,  a*  Si  le  plan  P'  coupe 
le  cône  suivant  deux  droites,  il  partage  chacune  des  nappes  en 
deux  parties  situées  de  part  et  d'autre  de  ce  plan  ;  le  plan  pa- 
rallèle P  rencontrera  la  partie  de  chacune  des  nappes  qui  est 
du  même  côté  du  plan  P'  que  le  plan  P,  et,  par  conséquent, 
coupera  le  cône  suivant  deux  branches  séparées,  constituant 
une  hyperbole.  Si  une  génératrice  du  cône  se  rapproche  de 
l'une  des  génératrices  situées  dans  le  plan  P',  elle  devient  pa- 
rallèle au  plan  P,  et  le  point  d'intersection  s'éloigne  à  l'infini  ; 
l'hyperbole  a  donc  ses  asymptotes  parallèles  aux  droites  situées 
dans  le  plan  P'.  S""  Enfin,  si  le  plan  P'  est  tangent  au  cône 
asymptote,  l'une  des  nappes  du  cône  est  située  tout  entière 
d'un  côté  de  ce  plan,  l'autre  nappe  de  l'autre  côté,  excepté 
l'arête  de  contact,  qui  est  dans  le  plan  ;  le  plan  parallèle  P  ne 
rencontrera  que  la  nappe  qui  est  du  même  côté  du  plan  P'  que 
le  plan  P,  et  la  coupera  suivant  une  branche  infinie,  et,  par 
conséquent,  suivant  une  parabole. 

Nous  examinerons  plus  tard  en  détail  les  diverses  variétés 
que  présentent  ces  courbes,  et  leur  déformation  quand  on 
fait  mouvoir  le  plan  sécant. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  BT  DIABCÈTRBS. 

K86.  Si  l'on  considère  les  surfaces  représentées  par  Té-- 
quatioa  (4}i  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 

a      B      Tf 
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a  pour  équation 

Ce  plan  est  le  même  dans  les  deux  hyperboloïdes  et  dans  le  cAne 
asymptote.  On  pourrait  d'ailleurs  le  reconnaître  à  priori^  Ed 
effet,  considérons  une  sécante  qui  rencontre  le  cône  en  deux 
points  ;  le  plan  mené  par  cette  sécante  et  le  centre  coupe  le 
cône  suivant  les  asymptotes  des  hyperboles  déterminées  par 
ce  plan  dans  les  hyperboloïdes  ;  les  portions  de  cette  sécante 
comprises  entre  les  hyperboles  et  les  asymptotes  étant  égales 
(n^  19a),  il  en  résulte  que  les  cordes  ont  le  même  point  milieu. 

887.  L'espèce  de  la  section  déterminée  par  le  plan  diamé- 
tral dépend  de  la  direction  des  cordes.  Par  le  centre,  menons 
une  parallèle  aux  cordes  ;  si  cette  droite  est  située  à  Tinté- 
rieur  du  cône  asymptote,  il  est  évident  que  chaque  sécante 
rencontre  les  deux  nappes  du  cône  et  que,  par  conséquent,  le 
point  milieu  est  entre  les  deux  nappes;  le  plan  diamétral, 
ayant  tous  ses  points  entre  les  deux  nappes,  coupe  le  cône  sui- 
vant un  point.  L'hyperboloïde  à  une  nappe,  étant  situé  à  Tei- 
térieur  du  cône  asymptote,  sera  coupé  par  le  plan  diamétral 
suivant  une  ellipse  réelle  ;  cette  ellipse  est  la  courbe  de  contact 
d'un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  aux  sécantes  et 
circonscrit  a  l'hyperboloïde  ;  ce  cylindre  est  situé  à  l'intérieur 
de  l'hyperboloïde.  L'hyperboloïde  à  deux  nappes  étant  situé, 
au  contraire,  à  l'intérieur  du  cône  asymptote,  le  plan  diamé- 
tral ne  rencontre  pas  la  surface  ;  aucune  des  sécantes  ne 
devient  tangente,  et  il  n'existe  pas  de  cylindre  circonscrit 
dans  cette  direction. 

Si  la  droite,  menée  par  le  centre,  est  située  à  l'extérieur 
du  cône  asymptote,  une  parallèle  rencontrant  le  cône  percer» 
une  même  nappe  en  deux  points,  et,  par  conséquent,  le  point 
milieu  sera  situé  à  l'intérieur  du  cône  ;  le  plan  diamétral,  pé- 
nétrant à  Tintérieur  du  cône,  coupera  ce  cône  suivant  deux 
droites,  et,  par  conséquent,  les  hyperboloïdes  suivant  des 
hyperboles  conjuguées.  Chacune  de  ces  hyperboles  sera  la 
courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  arêtes, 
parallèles  à  la  direction  donnée.  > 
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tS88.  Il  est  un  cas  où  il  n'y  a  plus  de  plan  diamétral  ;  c*est 
lorsque  la  droite  menée  par  le  centre  appartient  au  côrie  asymp- 
tote ;  dans  ce  cas,  toute  parallèle  ne  rencontre  la  surface  qu'en 
un  point,  et  le  point  milieu  est  à  l'infini.  Cependant  l'équation 
(6)  représente  encore  un  plan  passant  par  le  centre  ;  c'est  la 
position  limite  vers  laquelle  tend  le  plan  diamétral,  quand  la 
droite  (5)  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  cône.  Le  plan  tan- 
gent au  cône  au  point  (x,  y,  z)  a  pour  équation 

^     yY__zZ_ 
a» +  6»       c»"""' 

SI  le  point  de  contact  appartient  à  la  droite  (5},  cette  équation 
devient 

aX     PY     yZ_ 

c*est  l'équation  (6)  ;  ainsi,  quand  les  sécantes  deviennent  pa- 
rallèles à  une  arête  du  cône  asymptote,  le  plan  (6)  coïncide 
avec  le  plan  tangent  au  cône  suivant  cette  arête. 

S29.  Les  sections  faites  dans  les  hyperboloïdes  et  dans  le 
cône  asymptote  par  un  même  pkn  étant  concentriques,  le 
lieu  des  centres  des  sections  parallèles  est  le  même  dans  les 
hyperboloïdes  et  dans  le  cône  ;  or  il  est  évident,  à  cause  de 
la  similitude,  que  dans  le  cône  ce  lieu  est  une  droite  passant 
par  le  sommet  du  cône. 

Lorsque  les  sections  sont  des  ellipses,  le  lieu  des  centres,  ou 
le  diamètre,  étant  situé  à  l'intérieur  du  cône,  rencontre  Thy- 
perboloïde  à  deux  nappes,  mais  ne  rencontre  pas  l'hyperbo- 
loïde  à  une  nappe.  Lorsque  les  sections  sont  des  hyperboles, 
le  diamètre,  étant  à  l'extérieur  du  cône,  rencontre,  au  con- 
traire, l'hyperboloïde  à  une  nappe,  et  ne  rencontre  pas  Thy- 
perboloïde  à  deux  nappes. 

On  obtient  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  en  prenant  un  diamètre  quelcon- 
que, et,  dans  le  plan  diamétral  conjugué,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  section.  Il  est  aisé  de  voir  que,  de  ces  trois 
diamètres  conjugués,  deux  OD,  OE  sont  réels,  un  OF  imagi- 
naire. En  effet,  si  le  premier  diamètre  est  réel,  le  plan  diamé« 
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tral,  comme  nous  Tavons  dit  (n®  527],  coupe  la  surface  suiTant 
une  hyperbole,  dans  laquelle  un  second  diamètre  sera  réel,  le 
troisième  imaginaire.  Si,  au  contraire,  le  premier  diamètre 
est  imaginaire,  le  plan  diamétral  conjugué  coupe  la  surface 
suivant  une  ellipse  réelle,  dans  laquelle  deux  diamètres  con- 
jugués sont  réels.  L'équation  de  la  surface  rapportée  à  cei 
diamètres  conjugués  prend  la  forme 

Deux  hyperboloîdes  conjugués,  ayantle  même  diamètre  pour 
la  même  série  de  plans  sécants,  admettent  les  mêmes  systè- 
mes de  diamètres  conjugués  ;  seulement,  un  diamètre,  réel 
dans  Tun,  est  imaginaire  dans  l'autre,  de  sorte  que,  dans 
rhyperboloïde  à  deux  nappes,  de  trois  diamètres  conjugués, 
deux  sont  imaginaires  et  un  réel. 

Pour  former  un  système  de  diamètres  conjugués,  nous  avons 
mené  par  le  centre  une  première  droite  arbitrairement  ;  il  faut, 
toutefois,  que  cette  droite  n'appartienne  pas  au  cône  asymptote. 

830.  Il  nous  est  facile  maintenant  de  compléter  Tétude 
des  sections  planes  des  hyperboloîdes.  Imaginons  la  surface 
rapportée  à  un  système  de  plans  diamétraux  conjugués  dont 
l'un  soit  parallèle  au  plan  sécant;  l'équation  prendra  la  forme 

^  ,  y!_i! . 

Considérons  d'abord  Thyperboloïde  à  une  nappe.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  DOE,  la  section  est  une  ellipse 

toujours  réelle,  dont  le  centre  est  sur  le  diamètre  imaginaire 
OF,  et  qui  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  le  plan  sécant 
s'éloigne  du  plan  diamétral,  d'un  côté  ou  de  l'autre.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  EOF,  la  section  est  une  hyperbole 

dont  le  centre  est  situé  sur  le  diamètre  réel  OD,  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  à  celles  de  l'hyperbole  déterminée 
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par  le  plan  diamétral  x  =  o;  cette  hyperbole  admet  aussi  deux 
diamètres  conjugués  respectivement  parallèles  à  OE  et  à  OF. 
Quand  x  varie  de  o  à  a',  le  diamètre  réel  est  parallèle  à  OE,  et 
diminue  de  6'  à  o  ;  pour  x=a\  Thyperbolo  se  réduit  à  deux 
droites  passant  par  le  point  D,  et  le  plan  devient  tangent  à  la 
surface  au  point  D  ;  quand  x  croît  ensuite  à  partir  de  a',  le  dia- 
mètre réel  est  au  contraire  parallèle  à  OF  et  augmente  de  zéro 
à  rinfini  ;  l'hyperbole  a  changé  de  disposition  ;  d'abord  située 
dans  les  angles  des  asymptotes  qui  comprennent  le  diamètre 
OE,  elle  a  passé  dans  les  angles  supplémentaires.  La  transition 
s'opère  par  le  système  des  deux  droites. 

JîS3  i .  Considérons  maintenant  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Les  sections  parallèles  au  plan  DOE  sent  des  ellipses 

ar*      y* z* 

dont  les  centres  sont  situés  sur  le  diamètre  réel  OF  ;  quand  z 
varie  de  o  à  c',  l'ellipse  est  imaginaire  ;  pour  z  =  c\  elle  se 
réduit  à  un  point;  quand  z  croît  à  partir  de  (f,  l'ellipse  devient 
réelle  et  augmente  indéfiniment.  Les  sections  parallèles  au 
plan  EOF  sont  des  hyperboles 

y'       z* X* 

dont  le  diamètre  réel  est  toujours  parallèle  à  OF  et  augmente 
indéfiniment.  L'hyperbole  conserve  la  même  disposition. 

532.  Nous  n'avons  parlé  jusqu'à  présent  que  des  sections 
elliptiques  ou  hyperboliques.  La  transformation  précédente  no 
peut  plus  être  effectuée,  lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à 
un  plan  tangent  au  cône  asymptote  ;  dans  ce  cas,  la  section 
est  une  parabole,  égale  à  celle  que  détermine  le  plan  sécant 
sur  le  cône  asymptote,  et  il  est  évident,  d'après  la  similitude, 
que  le  paramètre  de  la  parabole  tracée  sur  le  cône  par  le 
plan  sécant  augmente  proportionnellement  à  la  distance  de 
ce  plan  au  centre. 

Pour  étudier  la  position  de  la, courbe,  nous  nous  servirons 
d'une  autre  forme  très-simple,  sous  laquelle  on  peut  mettre 
réaaation  de  l'hyperboloïde.  Prenons  pour  axe  des  y  l'arête 
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suÎYant  laquelle  le  plan  tangent  au  cdne  asymptote  touche 
ce  cône  /fig,  5oo),  pour  axe  des  %  une  autre  arête  du  côno 
asymptote,  et  pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  du  plan 
YOZ  ;  réquation  des  hjperboloïdes  se  réduira  à  la  forme 

(7)  Aa?»  +  Byz  =  ±i; 

car  elle  ne  doit  pas  contenir  de  terme  du  premier  degré  en  x, 
et,  lorsqu'on  y  fait  x  =  0,  on  doit  obtenir  l'équation  d'une  hj- 
perbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  On  peut  toujours  supposer 
les  deuxconstantes  A  et  B  positives.  La  surface  estunhyperbo- 
loïde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes,  suivant  que  le  second  mem- 
bre est  positif  ou  négatif,  puisque  le  plan  z  =  o  coupe  la  sur- 
face dans  le  premier  cas  et  ne  la  rencontre  pas  dans  le  second 
cas.  Les  sections  des  deux  surfaces  par  le  plan  YOZ  sont  des 
hyperboles  conjuguées.  L'équation  du  cône  asymptote  est 

Ax"4-Byz  =  o; 

elle  montre  que  les  plans  XOY,  XOZ  sont  tangents  au  dm 
suivant  les  arêtes  OY  et  OZ.  Sila  surface  est  un  hyperboloïde  i 
une  nappe,  elle  est  coupée  par  le  planz=o,  suivant  deux 
droites  AB,  A'B'  parallèles  à  OY  (fig.  3oi)  ;  tout  plan  parallèle 
jj=Y  coupe  la  surface  suivant  une  parabole  Ax*  -f-  Byy=  i,  ^ 
a  pour  diamètre  la  trace  CD  du  plan  sécant  sur  le  plan  YOZ. 
L'extrémité  G  de  ce  diamètre  appartient  à  l'hyperbole  GH, 


Fig.  301. 


Fig.  301.  Fig.  802. 

G'ir,  suivant  laquelle  le  plan  YOZ  coupe  la  surface.  La  direc- 
tion du  diamètre  change  avec  le  signe  de  y*  Les  sections 
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faites  dans  Thyperboloïde  à  une  nappe  par  les  plans  z=^±y 
ont  la  disposition  [indiquée  sur  la  fig.  3oi.  Quand  les  deux 
plans  sécants  se  rapprochent  du  plan  XOY,  les  points  C  et  C 
s'éloignent  indéfiniment  surles  branches  d'hyperbole  CG,  C'G', 
et  les  deux  paraboles  tendent  vers  le  système  des  deux  droites 
parallèles  AB,  A'B'. 

Si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  le  plan 
s  =  0  ne  rencontre  pas  la  surface,  et  les  deux  paraboles  don- 
nées par  les  plans  z=±:  y  ont  la  disposition  indiquée  par  la 
figure  3o2.  Quand  y  tend  yers  zéro,  les  deux  paraboles  s'éloi- 
gnent à  l'infini. 

SECTIONS  CIRCULAIRES. 

833.  Considérons  d'abord  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 
D'après  les  raisonnements  qui  ont  été  faits  à  propos  de  l'ellip- 
soïde (no  517),  on  reconnaît  qu'un  plan  diamétral,  qui  coupe 
rhyperboloïde  suivant  un  cercle,  doit  passer  par  l'un  des  axes 
réels  de  la  surface. 

Lorsqu'un  plan  AOD  (fig.  3o3),  mené  par  l'axe  OA,  coupe  la 

surface  suivantune  ellipse, 
l'un  des  axes  de  Tellipse  est 
OA,  l'autre  la  trace  OD  &u 
plan  sécant  sur  le  plan 
YOZ  ;  mais  la  longueur  de 
OD  est  plus  grande  que  OC; 
pour  que  ODsoit  égal  à  G  A, 
il  est  nécessaire  que  OA 
soit  plus  grand  que  OB. 
Ainsi,  le  plan  sécant  pas- 
sera par  le  plus  grand  axe 
f »»•  303-  OA  de  l'ellipse  de  gorge. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  décrivons  dans 
le  plan  YOZ  un  cercle  qui  coupera  l'hyperbole  en  deux  points 
D,  D';  les  deux  plans  AOD,  AOD'  couperoLt  l'hyperboloïde 
suivant  des  cercles. 

Tout  plan  parallèle  à  l'un  de  ces  plans  coupera  suivant  des 
cercles  l'hyperboloïde  proposé,  le  cône  asymptote  et  l'hyper- 
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boiûlde  coDjvguë.  Lorsque  la  surface  est  de  révolutioo,  1«» 
deux  séries  de  sections  circulaires  se  confondeut  et  deTieu- 
oent  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation. 
L'équation 

du  cône  peut  être  mise  sous  la  forme 

Elle  signifie  que  le  produit  des  sinus  des  angles  que  fait  une 
arête  quelconque  du  cône  avec  les  deux  plans  cycliques 

(î^-?)»*- (?+?>■=• 

est  constant. 

Si  Ton  prend  pour  plans  des  zx  et  des  zy  les  deux  plans 
cycliques  et  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  coupant  le 
cône  suivant  deux  arêtes  om,  om',  l'équation  du  cône  prend  la 
forme 

**  +  y*  +  **  +  *y*  cos  X  +  azx  cos  (1  +  aB"xy  =  o, 
X  et  u  désignant  les  angles  yoz,  xoz.  La  trace  du  cône  sur  le 
plan  xoy  est  définie  par  l'équation 

**  +  y  *  +  aB"xy  t=  o. 

Le  produit  des  coefficients  angulaires  des  deux  droites  om,  om* 
étant  égal  à  l'unité,  on  en  conclut  qu'elles  font  respective- 
ment avec  ox  et  oy  des  angles  égaux.  Ainsi»  lorsqu'un  plan 
iécant  mené  par  le  centre  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes,  ces 
arêtes  font  des  angles  égaux  avec  les  traces  du  plan  sécant  sur  les 
vlans  cycliques.  Quand  le  plan  devient  tangent,  l'arête  de  con- 
tact fait  des  angles  égaux  avec  les  traces  du  plan  tangent 
sur  les  plans  cycliques. 

834.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  cône  du  second 
degré  peut  être  considéré,  de  deux  manières  difierentes, 
comme  un  cône  oblique  à  base  circulaire.  Lorsqu'on  considère 
un  cône  circulaire  oblique,  les  plans  parallèles  à  la  base 
donnent  une  première  série  de  sections  circulaires;  il  est 
facile   de   démontrer    géométriquement  l'existence   d'une 


ri 
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seconde  série  de  sections  circulaires.  Soit  S  le  sommet  d'an 

cône  oblique,  ayant  pour  base  le 
cercle  AB  (fig.  3o4)  ;  par  fa  droite 
SO,  qui  va  du  sommet  au  centre  0 
de  la  base,  menons  un  plan  ASB 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base  ; 
tout  plan  parallèle  à  la  base  coupant 
le  cône  suivant  un  cercle  qui  a  pour 
diamètre  la  trace  du  plan  sécant  sur 
'*»•  •<>*•  le  plan  ASB,  il  en  résulte  que  ce 

plan  ASB  divise  le  cône  en  deux  parties  symétriques;  c*est 
donc  lin  plan  principal  et  le  système  des  deux  droites  SA  et 
SB  est  la  section  principale  correspondante.  Dans  le  plan 
principal  ASB  menons  la  ligne  B'A'  anti-parallèle  à  AB,  c'est- 
à-dire  telle  que  l'angle  SA'B'  soit  égal  à  SAB;  puis»  par  la 
droite  A'B',  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
principal  ASB  ;  la  section  du  cône  par  ce  plan  sera  un  cercle 
B'HA'.  En  effet,  par  un  point  quelconque  H  de  la  courbe  B'HA' 
menons  un  plan  parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupe  le  cône 
suivant  un  cercle,  et  le  plan  B'HA.'  suivant  une  ligne  HI  per- 
pendiculaire à  la  section  principale.  Dans  le  cercle  DHË  on  a 
HI  =  DI  X  lË.  D'autre  part,  les  triangles  semblables  DIB', 
EIA'  donnent  DI  X  IE=B'I  X  lA';  donc  HI*=  B'I  x  lA',  et, 
par  conséquent,  le  point  H  est  un  point  du  cercle  décrit  sur 
B'A'  comme  diamètre.  Les  sections  parallèles  à  B'HA^  sont 
dites  anti-parallèles  à  la  base. 

La  bissectrice  de  l'angle  ASB  est  l'axe  intérieur  du  cône  ; 
la  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire  est  un  second  axe  ; 
une  perpendiculaire  menée  par  le  sommet  S  au  plan  princi- 
pal ASB  est  le  troisième  axe.  On  connaît  ainsi  les  trois  axes 
et  les  trois  plans  principaux  du  cône. 

AXES  d'une  section  PLANE. 

B34  bis.  On  démontre  comme  dans  le  n^  517  bis  que  les 
carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  section  faite  par  le  plan 
vx  +  vy-^tDzz^o  dans  Thyperboloïde  à  une  nappe  (a)  sont 
racines  de  Téquation  en  R* 
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=  0, 

0*""^»    ï*""rT    7'^W 

et»  dans  l'hjperboloïde  à  deux  nappes  (3),  racines  de  l'éqoa^ 
tion 


-j =  0. 


ô«"+"rT     'Â»"*"R^     7«""R* 

Ces  deux  équations  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  le  chan' 
gement  de  signe  de  R' . 

6ÉNÉRATRICES  REGTILIGNES  DE  L'hYPERBOLOÏDE. 

A  UNE  NAPPE. 

tf38.  Nous  avons  vu  (n»  426)  que,  lorsqu'une  droite  a  plus 
de  deux  points  situés  sur  une  surface  du  second  ordre,  elle  est 
tout  entière  située  sur  la  surface.  D'après  cela,  on  comprend 
qu'il  est  impossible  de  placer  sur  un  ellipsoïde  une  portion  de 
droite  réelle,  si  petite  qu'elle  soit;  car,  si  cette  portion  de  droite 
avait  seulement  trois  points  communs  avec  la  surface,  la  di^oite 
indéfinie  serait  située  tout  entière  sur  la  surface,  et  il  est  évi- 
dent qu'une  droite  indéfinie  ne  peut  appartenir  à  une  surface 
limitée  comme  l'ellipsoïde.  Il  est  impossible  aussi  de  placer 
une  droite  sur  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  ;  nous  remarquons 
d'abord  que  cette  droite  ne  peut  être  perpendiculaire  à  Taxe 
réel,  puisque  toutes  les  sections  perpendiculaires  à  cette  droite 
sont  des  ellipses  ;  la  droite  irait  donc  d'une  nappe  à  l'autre,  et 
il  y  aurait  une  portion  intermédiaire  qui  n'appartiendrait  pas 
à  la  surface.  La  même  impossibilité  n'existe  pas  pour  l'hyper- 
boloïde à  une  nappe.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  étudiant 
les  sections  planes  (n«  53o),  que,  lorsque  le  plan  sécant  mené 
par  un  point  de  la  surface  est  parallèle  au  plan  diamétral 
conjugué  du  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  la  section  se 
réduit  à  deux  droites  ;  il  en  résulte  que  par  tout  point  de  la 
surface  passent  deux  droites  situées  tout  jentières  sur  la  sur- 
face. Nous  allons  étudier  les  propriétés  des  droites  situées 
sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe;  mais  nous  reprendrons  d'a- 
bord la  démonstration  du  théorème  fondamental. 
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836.  Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface  ;  prenons 
pour  ax<^  des  x  le  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  et  pour  axes 
des  y  et  des  z  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  diamé- 
trale correspondante;  Féquationderhyperboloïdeauralaforme 

a'«  ^  6'*      c'* 
En  coupant  la  surface  parle  plan  x=:a',  on  a  deux  droites 

Ainsi,  par  tout  point  }/Lde  la  sur  face  passent  deux  droites  situées 
sur  la  surface. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  (n**  490)  que  les  tangentes  à 
toutes  les  ^^urbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface 
du  second  degré  sont  situées  dans  le  même  plan  ;  il  n'y  a  d'ex- 
ception que  pour  le  cône  et  au  sommet.  Par  un  point  M  pas- 
sent deux  droites  situées  sur  la  surface  ;  le  plan  de  ces  deux 
droites  est  le  plan  tangent.  Il  est  impossible  de  mener  par  le 
point  M  une  troisième  droite  située  sur  la  surface  ;  car  cette 
droite  serait  aussi  contenue  dans  le  plan  tangent  x  =  a',  et 
ce  plan  ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux  droites. 

Nous  ferons  remarquer  aussi  que  la  surface  est  coupée  par 
le  plan  tangent  ;  une  partie  est  située  d'un  côté  de  ce  plan, 
l'autre  partie  de  l'autre  côté. 

S37.  Dans  le  même  système  de  coordonnées»  le  cône 

asymptote  a  pour  équation 

ar*       y*       z* 

si  l'on  coupe  le  cône  par  le  plan  â:=o,  on  a  les  deux  arêtes 

y*      z*  _ 

Ces  deux  arêtes  sont  respectivement  parallèles  aux  deux 
droites  déterminées  par  le  plan  x=a!  sur  la  surface  de  l'hy- 
perboloïde.  Ainsi,  les  droites  situées  sur  Chyperbohide  sont  res'» 
pectivement  parallèles  aux  arêtes  du  cône  asymptote. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  le  plan  x= — a\  on  a  deux 
droites  parallèles  aux  précédentes;  ainsi,  les  droites  qui 
passent  par  deux  points  M  et  M',  symétriques  par  rapport  au 
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centre,  sont  respectivement  parallèles  entre  elles,  et  au 

mêmes  arêtes  du  cône  asymptote. 
tt38.  Nous  allons  faire  voir  que  les  droitea  situées  m 

1  liyperDoioïde  peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont 

chacune  constitue  toute  la  surface. 
On  opère  commodément  cette  dis- 
tinction, otTon  so  rend  bien  compte 
de  la  position  des  droites,  à  laide 
de  l'ellipse  de  gorge. 

Puisque  par  tout  point  de  la  sti> 
face  passent  deux  droites,  il  est  clair 
que  par  tout  point  de  l'ellipse  de 

gorge  passent  deux  droites  DG.  DH  situées  sur  la  surface 

(«g.  3o5). 
Si,  consei*vant  pour  axe  des  z  l'axe  imaginaire  de  la  surface, 

on  prend  pour  axe  des  x  le  diamètre  OD  de  l'ellipse  de  gorge, 

et  pour  axe  des  y  le  diamètre  conjugué  OE,  l'hyperboloïde  i 

pour  équation 

y' 


Fig.  3(Kf. 


X 


VI    •    A'î        7î       *• 


a 


Le  plan  x = a\  mené  par  le  point  D  parallèlement  au  plan 
ZOE,  a  pour  trace  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  la  tan- 
gente ST  à  cette  ellipse  ;  ce  plan  coupe  l'hyperboloïde  sui- 
vant deux  droites 


yl 


qui  se  projettent  sur  le  plan  de  Tellipse  de  gorge  suivant  la 
tangente  ST.  Ainsi,  toute  tangente  à  t ellipse  de  gorge  est  la  pro- 
jection de  deux  droites  situées  sur  thyperboloîde. 
Le  cône  asymptote  a  pour  équation 


ar 


y' 


il  est  coupé  par  le  plan  x=z  o  suivant  deux  droites  OOp  Ofii 
qui  ont  pour  équation 
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et  qui  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites  DQ,  DH 
situées  surrhjperboloïde.  Les  deux  axes  des  coordonnées  OB 
et  OZ  étant  rectangulaires,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
les  deux  droites  DQ,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le  plan 
de  Tellipse  de  gorgfi,-Gîr  avec  la  parallèle  à  Taxe  OZ  menée 
par  le  point  D  ;  si  Ton  appelle  y  ce  dernier  angle,  on  «a 

tangTc  =  -. 

839.  Imaginons  maintenant  que  le  point  î)  parcoure  l'el- 
lipse de  gorge  dans  le  sens  AB  ;  toutes  les  droites,  dont  les 
parties  supérieures  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge  font  avec  les 
tangentes  prises  dans  le  sens  du  mouvement  des  angles  aigus, 
formeront  un  premier  système  ;  toutes  celles  dont  les  parties 
supérieures  font  avec  cette  même  tangente  des  angles  obtui, 
formeront  un  second  système.  Ainsi,  la  droite  DG  appartient 
au  premier  système,  la  droite  DH  au  second.  Il  est  clair  que 
ces  deux  systèmes,  tels  que  nous  venons  de  les  définir,  com- 
prennent toutes  les  droites  situées  sur  la  surface  ;  nous  remar- 
quons d'abord  qu'une  droite  quelconque  située  sur  la  surface 
n'est  pas  parallèle  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  puisque 
les  sections  parallèles  à  ce  plan  sont  des  ellipses;  cette 
droite  percera  donc  le  plan  en  un  point  D  de  l'ellipse; 
or,  par  le  point  D,  passent  seulement  deux  droites  DG, 
DH,  appartenant,  l'une  au  premier  système,  l'autre  au  se- 
cond; la  droite  considérée  coïncidera  avec  l'une  de  ces  deux 
droites. 

Si,  en  même  temps  que  le  point  D  se  meut  sur  l'ellipse, 

l'angle  y  varie  d'après  la  formule  tang  y= — >  la  droite  DG  coïn- 

c 

Cidera  successivement  avec  toutes  les  droites  du  premier  sys- 
tème, la  droite  DH  avec  toutes  celles  du  second  système.  Il  est 
visible  que  chacune  d'elles  engendre  la  surface  entière  de 
l'hyperboloïde.  Ainsi,  Thyperboloïde  aune  nappe  est  une  sur- 
face réglée,  qui  peut  être  engendrée  de  deux  manières  par 
le  mouvement  d'une  ligne  droite.  Voilà  pourquoi  /es  droites 
de  chaque  système  ont  été  appelées  les  génératrices  recHUgnet 
de  l'hyperboloïde. 
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Il  est  bon  de  se  rendre  compte  de  la  variation  de  Tangle  j. 
Cet  angle  acquiert  sa  valeur  minimum  quand  la  droite  passe 
par  Tune  des  extrémités  Â  du  grand  axe  de  l'ellipse  de  gorge, 
et  sa  valeur  maximum  quand  elle  passe  par  l'une  des  extrémi- 
tés B  du  petit  axe.  Le  point  D  allant  do  Â  en  B,  l'angle  y  croit  de 
sa  valeur* minimum  à  sa  valeur  maximum;  cet  angle  décroit 
ensuite  pour  croître  de  nouveau,  etc.  Lorsque  d=b,  c'est-à- 
dire  lorsque  l'ellipse  de  gorge  devient  an  cercle,  l'angle  y  est 
constant,  et  la  surface  est  engendrée  par  chacune  des  deux 
droites  DG,  DH  tournant  autour  de  OZ  ;  c'est  l'hyperboloide 
de  révolution  à  une  nappe  que  nous  avons  déjà  considéré 
comme  exemple  des  surfaces  de  révolution  (n®  469). 

B40.  Chacune  des  droites  mobiles  engendrant  la  surface 
entière,  il  est  clair  que  les  deux  droites  qui  passent  par  mi 
point  qtielconque  de  la  surface  appartiennent^  Tune  au  premier 

système  de  génératrices^  Fautre  au  se* 
cond  système.  On  le  reconnaît  d'ail- 
leurs d'une  manière  très-nette,  en  con- 
struisant ces  deux  droites  à  l'aide  de 
l'ellipse  de  gorge.  Soit  M  un  point  de 
la  surface,  que  nous  supposerons  situé 
au-dessus  du  plan  de  l'ellipse  de  gorge 
I  (fig.  5o6)  ;  ce  point  se  projette  sur  ce 

j  plair  en  un  point  m  extérieur  â  l'el- 

j  lipse  ;  par  le  point  m  menons  des  tan- 

I  gentes  wiD,  mE  à  l'ellipse  ;  par  le  point 

I  y,  de  contact  D  de  la  première  tangente, 

menons  la  droite  DG  du  premier  sys- 
F  g.  806.  tème,  et  par  le  point  de  contact  E  de  la 

seconde  tangente  la  droite  EL  du  second  système.  Les  plans 
projetants  GDm,  LEm  de  ces  deux  droites  se  coupent  suivant 
une  droite  MM'  perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse  de  gorge»; 
la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  m  perce  la  surface  en 
deux  points;  l'un  est  le  point  M  situé  au-dessus  du  plan  de 
l'ellipse,  l'autre  est  le  point  symétrique  M' situé  au-dessous.  La 
droite  DG,  faisant  avec  Dm  un  angle  aigu,  rencontre  la  partie 

supérieure  mM  de  la  droite  MM',  et  elle  passe  au  point  M,  puisque 
cette  partie  supérieure  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  point. 

De  même  la  droite  EL,  faisant  avec  le  prolongement  de  mE 
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un  angle  obtus,  ou  avec  Em  un  angle  aigu,  rencontre  la 
partie  Bupérieure  mM  de  la  même  droite  au  même  point  M. 
Ainsi,  par  le  point  M  passent  les  deux  droites  MD,  MB,  qui 
appartionnent,  l'une  au  premier  Bjstéme,  l'autre  au  second. 
t(41.  Noos  avons  tu  (n*  538)  que  les  génératrices  rectili- 
gnes  de  la  surface  se  projettent  sur  le  plan  de  l'ellipse  do 
gorge  suivant  des  tangentes  àcette  ellipse.  La  même  propriété 
a  lieu  par  rapport  à  chacun  des  plans  principaux. 

Considérons  le  plan  principal  COA  mené  par  l'axe  imagîn^ro 

OC  et  l'un  des  axes  OA  de  l'ellipse  de  gorge  (fig.  30?);  on 

démontrera,  comme  précédemment,  que  la  tangente  MD,  au 

point  M  à  l'hyperbole  principale  est  la  projection  de  deux 

droites  MD,  MD'  situées  sur  la  surface.  Quand  le  point  M  s'é- 

ni,-  ,  loigne  à  l'infini  sur  l'hjperbolô,  la 

g    -?'    "^I  -'  /'  /  tangente  D,M  tend  vers  l'asymp- 

'\     \  //'  /"  tote  OHt;  cette  asymptote  est  la 

«\    \      'Jb./  //■■'/       projection  des  deux  droites  BH, 

B'H',  qui  passent  par  les  extrémitéi 

de  l'autre  axe  de  l'ellipse  de  gorge. 

L'autre  asymptote  OGi  est  la  pro- 
jection des  droites  BG,  B'G',  qui 
\    \       passent  par  ces  mêmes  points. 
\  \        842.  Les   génératrices   rectili- 
\  '  gncs  de  l'hyperboloïde  jouissent  de 
Ftg.  Î07.  quelques  autres  propriétés  remar- 

quables que  nous  allons  démontrer.  Soient  DG,  EL  {fig.  3o8) 
deux  génératrices  de  systèmes  diSérents  ;  ces  droites  se  pro- 
jettent sur  le  plan  de  l'ellipse  de 
gorge  suivant  des  tangentes  Dm, 
Em  à  cette  ellipse  ;  en  général,  les 
deux  tangentes  se  coupent  en  un 
point  m  et  les  deux  plans  proje- 
tants se  coupent  suivantunedroitd 
MM'perpendiculaire  au  plan  de  l'el- 
lipse. Comme  nous  l'avons  expli- 
qué plus  haut,  les  deux  droites  DG, 
KL,  appartenant  à  des  systèmes 
différents,  rencontrent  la  perpen- 
'1».  3i!>-  diculairo  MM' d'un  même  côté  du 

atau.  ANALVT.  41 
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plan  de  Tellipse  do  gorge,  et,  par  conséquent,  se  coupent  au 
point  M,  où  cette  perpendiculaire  perce  la  surface.  Ainsi,  en  gé- 
néral, deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent. 
Il  peut  arriver  que  les  projections  des  deux  droites  soient 
parallèles  ;  ceci  a  lieu  quand  les  deux  droites,  telles  que  DG, 
D'H',  passent  par  deux  points  D  et  D'  diamétralement  opposés 
de  l'ellipse  de  gorge.  Dans  ce  cas,  les  deux  plans  projetants  sont 
parallèles  ;  un  plan  parallèle  mené  par  le  centre  coupera  le 
cône  suivant  deux  arêtes  0G„  OH,  ;  il  est  clair  que  les  deux 
génératrices  DG,  D'H'  sont  parallèles  à  la  même  arête  OGi  da 
c6ne  asymptote,  et,  par  conséquent,  sont  parallèles  entre 
elles.  On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  de  systèmes  diffé^ 
rents  se  rencontrent  ou  sont  parallèles^  c'est-à-dire  sont  toujours 
dans  un  même  plan. 

tt43.  Considérons  maintenant  deux  génératrices  DG,  ER 
du  même  système.  Les  plans  projetants  de  ces  deux  droites  se 
coupent  suivant  la  droite  MM'  perpendiculaire  au  plan  de 
Fellipso  de  gorge.  La  droite  DG,  faisant  avec  sa  projection  Dm 
un  angle  aigu,  rencontre  la  droite  MM'  au-dessus  du  plan  de 
Tellipse  de  gorge  ;  la  droite  EE,  faisant  avec  le  prolongement 
de  mE  un  angle  aigu,  rencontre  cette  même  droite  au-dessous 
du  plan  ;  le  plan  DMM',  qui  contient  la  première  droite  DG  et 
un  point  M'  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde 
droite  ;  ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  soient  parallèles;  soient 
les  deux  droites  DG,  D'G'  du  même  système,  passant  par  deux 
points  diamétralement  opposés  de  l'ellipse  de  gorge  ;  ces  deux 
droites  sont  parallèles  respectivement  aux  deux  arêtes  OG,, 
0H|  du  cône  asymptote  ;  le  plan  GDD',  qui  contient  la  pre- 
mière et  un  point  D'  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  se- 
conde droite;  ainsi,  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan.  On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  du  même  système  ne 
sont  jamais  dans  un  même  plan. 

B44.  Chaque  arête  OG,  du  cône  asymptote  est  parallèle  à 
deuxgénératricesDG,D'H'de  systèmes  différents;  on  les  obtien- 
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drait  de  cette  manière  :  soit  OF  la  trace  da  plan  ZOG|  sur  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge  ;  menons  le  diamètre  DD'  conjugué  de 
OF  ;  les  tangentes  en  D  et  D' étant  parallèles  à  OF,  les  plans  tan- 
gents GDH,  G'D'H'  en  ces  points  sont  parallèles  au  plan  ZOG| 
qui  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes  0G|,  0H|  ;  les  deux  géné- 
ratrices DG,  IKH',  de  systèmes  différents,  sont  parallèles  à  OGi  ; 
les  deux  autres  génératrices  DH,  D'G'  sont  parallèles  à  0H|.  Il 
est  impossible  qu'une  troisième  génératrice  de  l'hyperboloïde 
soit  parallèle  à  l'arête  OG^  ;  car  si  trois  génératrices  de  l'hy- 
perboloïde  étaient  parallèles  à  une  même  arête  du  cône,  deux^ 
appartiendraient  au  même  système  et  seraient  parallèles, 
entre  elles,  ce  oui  ne  peut  pas  être 

Le  diamètre  OD  étant  conjugué  du  plan  ZOF,  ou  GiOH|, 
on  sait  (n*  53a)  que  le  plan  DOG^  est  tangent  au  cône  suivant 
l'arête  0G|.  Ainsi,  le  plan  de  deux  génératrices  parallèles 
DG,  D'H'  est  tangent  au  cône  asymptote. 

Remarquons  encore  que  trois  génératrices  du  même  sys- 
tème ne  peuvent  être  parallèles  à  un  même  plan;  car  en  me- 
nant par  le  centre  des  parallèles  à  ces  génératrices,  on  au- 
rait trois  arêtes  différentes  du  cône  asymptote  situées  dans 
le  même  plan,  ce  qui  est  impossible. 

K4tt.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  distinguer  les  deux 
systèmes  de  génératrices  par  un  autre  procédé.  Soit  DH  une 
droite  quelconque  située  sur  la  surface,  toutes  les  droites  tel 
les  que  DG,  EK,...  qui  rencontrent  cette  droite  fixe,  avec  une 
droite  D'G'  qui  lui  est  parallèle,  constituent  l'un  des  systè- 
mes, par  exemple  le  premier  système.  Toutes  les  autres  con* 
stituent  le  second  système. 

tt46.  Nous  savons  qu'il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d'une  ligne  droite  (n*  460).  Prenons  comme 
directrices  trois  droites  fixes  A,  B,  C,  appartenant  au  second 
système,  et  supposons  qu'une  droite  mobile  glisse  sur  ces  trois 
directrices  ;  si  par  un  point  quelconque  M  de  la  droite  Â  et 
chacune  des  droites  B  et  G  on  fait  passer  un  plan,  l'intersection 
de  ces  deux  plans  déterminera  la  position  de  la  droite  mobile 
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qui  passe  en  ce  point  ;  la  droite  mobile,  coïncidant  ainsi  succes- 
sivement avec  toutes  les 
^X   droites  du  premier  sys- 
tème,  engendrera   Thj- 
perboloïde  à  une  nappe. 
De   même,    une    droite 
mobile,  glissant  sur  trois 
droites  fixes  appartenant 
au  premier  système,  en- 
gendrera rhyperbololde. 
847.  Nous  allons  faire 
voir    que,    récîproque- 
Wg.  80».  ment,  une  droite  mobile 

qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  quelconques,  non  parallèles 
à  un  même  plan,  engendre  un  hyperboloïde.  Soient  AB,  CD, 
EF  les  trois  directrices  données  (flg.  Soq).  Si  par  chacune 
d'elles  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  lune  des  deux  an- 
tres, on  a  six  plans  qui  forment  un  parallélipîpède  ;  prenons 
pour  origine  le  centre  du  parallélipipède  et  pour  axes  des  coo^ 
données  des  parallèles  aux  arêtes,  dont  nous  désignerons  les 
longueurs  par  aa,  aJ,  ac.  Les  équations  des  trois  directric-es 
sont,  pour  la  disposition  adoptée  dans  la  figure  509, 


AB 


y  =  — *, 


CD 


z  =  —  c. 


EF 


x  =  —  a. 

Une  droite  MN  qui  rencontre  les  deux  droites  AB,  CD  peut 
être  regardée  comme  Tintersection  de  deux  plans  menés,  l'un 
par  la  droite  AB,  l'autre  par  la  droite  CD  ;  ces  deux  plans  ont 
des  équations  de  la  forme 

/Qx  (5  — c  — X{y-f  *)  =  o, 

^^  U-j-c  — V{ar  — a)  =  o, 

dans  lesquelles  X  et  X'  désignent  des  paramètres  arbitraires. 
Mais  la  droite  MN  doit  rencontrer  la  troisième  directrice  EF  ; 
il  en  résulte  entre  les  deux  paramètres  X  et  X'  la  relation^ 

(9)  X'a+A4  +  ^=<>- 

On  obtiendra  Féquation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite 
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MN  en  éliminant  les  deux  paramètres  X  et  V  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9),  ce  qui  donne 
(lo)  ayZ'{-bzX'\'Cxy-{'abc  =  o. 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  degré  ayant  un  centre  uni- 
que ;  ce  n'est  pas  un  cône,  puisqu'elle  ne  passe  pas  par  le  cen- 
tre ;  c'est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Les  trois  directrices  appartenant  à  la  surface,  les  trois  axes 
des  coordonnées,  qui  leur  sont  parallèles,  sont  des  arêtes  du 
cône  asymptote;  on  peut  remarquer  que  les  trois  arêtes  AC^ 
DE,  BF  qui,  dans  le  parallélipipède,  sont  parallèles  et  opposées 
aux  directrices,  appartiennent  aussi  à  la  surface  ;  par  exemple» 
la  droite  AC,  qui  rencontre  les  deux  directrices  AB  et  CD,  et 
qui  est  parallèle  à  EF,  est  une  position  particulière  de  la  géné- 
ratrice, et,  par  conséquent,  appartient  à  la  surface.  Il  résulte 
de  là  que  les  faces  parallèles  ABF,  CDE  du  parallélipipède  sont 
tangentes  à  la  surface  aux  points  B  et  D,  et  de  même  les  au- 
tres. Les  trois  directrices  et  les  trois  arêtes  opposées  forment 
un  hexagono  gaucho  ACDEFB  A  situé  sur  la  surface. 

^48.  Etant  donné  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  soient  AB 
et  CD  deux  droites  quelconques  du  même  système  (fig.  Sog)  ; 
A  un  point  fixe  pris  à  volonté  sur  la  première  droite,  C  le  point 
correspondant  de  la  seconde,  c'est-à-dire  le  point  où  cette  se- 
conde droite  est  rencontrée  par  la  génératrice  mobile  de  l'au- 
tre système,  quand  elle  passe  par  le  point  A;  à  l'aide  de  la 
droite  EF  du  premier  système  qui  est  parallèle  à  AC,  on  peut 
former  le  parallélipipède  considéré  précédemment.  La  généra- 
trice mobile,  dans  une  de  ses  positions,  rencontre  les  deux 
droites  fixes  en  M  et  N  ;  elle  a  décrit  sur  ces  deux  droites, 
à  partir  de  sa  position  initiale  AC,  des  longueurs  AM  et  CN, 
nous  désignerons  par  a  et  p  ces  deux  longueurs  affectées  du 
signe -|-  quand  elles  sont  portées  dans  les  direetions  AB  ou  CD 
du  signe  — quand  elles  sont  portées  dans  les  directions  opposées. 
Si  l'on  projette  la  droite  MNP  sur  le  plan  ABF,  parallèlement 
à  la  droite.  EF,  la  longueur  CN  se  projettera  en  vraie  gran- 
deur suivant  AN'.  En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les 
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droites  AB  et  AD',  et  exprimant  que  la  droite  mobLe  MN 
tourne  autour  du  point  F,  on  a  la  relation 

a         P 

Cette  relation  exprime  que  les  deux  points  mobiles  M  et  N 
déterminent  sur  les  droites  AB,  CD  deux  systèmes  de  points 
homographiques  (n*  3io). 

Réciproquement,  lorsqu'une  droite  mobile  MN  décrit  sur 
deux  droites  fixes  AB,  CD,  à  partir  d'une  position  initiale,  des 
longueurs  qui  vérifient  la  relation  (ii),  cette  droite  engendre 
un  hyperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  soit  AC  la  position  ini- 
tiale de  la  génératrice  ;  par  le  point  A  menons  une  parallèle  AD 
à  la  droite  CD,  formons  le  parallélogramme  ADTB,  dont  les 
côtés  AB  et  AD' sont  égaux  à  2a  et  à  aô,  et  par  le  point  F  menons 
une  parallèle  FE  à  la  droite  AC  ;  si  l'on  prend  AB  et  AD'  pour 
axes  des  coordonnées  dans  le  plan  du  parallélogramme,  b 
relation  (11)  signifie  que  la  droite  MN' projection  do  la  ùvoiie 
MN  sur  le  plan  du  parallélogramme,  parallèlement  à  AC,  passe 
constamment  par  le  point  F;  donc  la  droite  MN  rencontre  la 
droite  EF.  Cette  droite,  glissant  sur  trois  droites  fixes  AB,  CD, 
EF,  engendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

840.  Nous  avons  dit  que  l'hyperboloïdc  à  une  nappe  admet 
deux  systèmes  de  génératrices  rcctilignos.  Il  est  facile  de  dé- 
duire de  l'équation  de  la  surface  les  équations  de  ces  deux 
systèmes  de  droites.  En  effet,  l'équation  de  Thyperboloïde  rap- 
porté à  ses  axes  est 

y*     z* x^^ 

chacun  des  membres,  étant  la  différence  de  deux  carres,  peut 
être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré,  et  l'équation 
devient 

M      Cr-f)(|+^)=(-'ï)  (■+'.)• 

Considérons  les  deux  équations  du  premier  degré  ' 
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dans  lesquelles  le  paramètre  X  est  arbitraire.  Pour  chaque  va- 
leur de  >,  ces  équations  représentent  une  droite.  Or,  si  Ton 
multiplie  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  retrouve 
l'équation  (la)  ;  il  en  résulte  que  les  équations  (X)  représentent 
un  système  do  droites  situées  sur  la  surface. 

Si  Ton  combine  autrement  les  facteurs,  on  obtient  deux  au- 
tres équations  du  premier  degré 

renfermant  un  paramètre  arbitraire  \l,  et  qui  représentent  ua 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 
On  peut  attribuer  aux  paramètres  X  et  i*  des  valeurs  nulles 

ou  infinies.  Si  l'on  pose  X  =  ~,  les  équations  (X)  prennent  la 
forme 

-(i-3="('+ï)-  »a+->"('-î)' 

on  fora  dans  ces  équations  m=o,  ou  n=o. 

La  surface  étant  le  lieu  des  droites  (X),  il  est  évident  que  par 
tout  point  de  la  surface  passe  une  droite  de  ce  système.  Pour  dé- 
terminer la  droite  qui  passe  par  un  point  M,  ayant  pour  coor- 
données x\  y',  z',  dans  les  équations  (X)  on  remplacera  Xj  y,  s 
par  x;  y",  ï  et  l'on  déduira  de  chacune  d'eUes  la  même  valeur 
de  X.  De  même,  par  tout  point  de  la  surface  passe  une  droite 
du  second  système.  D'ailleurs,  ces  deux  droites  diffèrent;  car, 
pour  que  les  droites  représentées  par  les  équationa  (X)  et  {j^ 
fussent  les  mêmes,  il  faudrait  que  l'on  eût 

K-+'â)=K-:-)' 

quelle  que  soit  x,  c*estrà-dire  à  la  fois  X = * ,  X  =— -  -,  ce  qui 

est  impossible.  Il  résulte  de  là  que  les  équations  (X)  et  (ja)  re- 
présentent toutes  les  droites  situées  sur  Thyperboloïde  à  une 
aappe. 
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8»0.  Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (I) 
ont  pour  équations 

^'  b     c       a      b    ^  c         \a 

rélimination  du  paramètre  X  donne  l'équaticn  du  cône 

asymptote 

y*      2* a:* 

Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (ji)  ont  pour 
équations 

et  rélimination  du  paramètre  \k  conduit  encore  an  cône  asymp- 
tote. On  voit  d'ailleurs  que  les  deux  systèmes  de  parallèlfii 

coïncident;  car  si  Ton  d^nne  à  |a  la  valeur  —  ri  ^^s  équationi 

(i4)  sont  les  mêmes  que  les  équations  (i3).  Ainsi,  les  droites 
de  l'un  et  l'autre  système  sont  respectivement  parallèles  auî 
arêtes  du  cône  asymptote. 

8ttl.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  droites  re- 
présentées par  les  équations  (X)  constituent  l'un  des  systèmes 
que  nous  avons  définis  précédemment  par  des  considérations 
géométriques  à  l'aide  de  l'ellipse  de  gorge  (n**  536),  et  que  les 
droites  représentées  par  les  équations  ([*)  constituent  l'autre 
système. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  toutes  les  droites  do 
premier  groupe  rencontrent  une  droite  fixe  du  second  groupei 
excepté  une,  qui  lui  est  parallèle  (n*  545).  Considérons  deux 
droites  représentées  par  les  équations  (X)  et  (ix),  quand  on  at- 
tribue à  X  et  à  (A  des  valeurs  quelconques  ;  on  obtiendra  le  poiû* 
d'intersection  de  ces  deux  droites,  en  regardant  ces  quatre 
équations  comme  simultanées  ;  en  comparant  la  première  et 
la  quatrième ,  la  seconde  et  la  troisième ,  on  en  déduit  le» 
deux  équations 


I 

d 


DES  HYPERBOLOIDES.  B49 

qui  se  réduisent  à  une  seule  et  qui  donnent 

1  — Xfji 


x=za 


1  +XîJi* 

Si  le  dénominateur  i  +X{a  n'est  pâs  nul,  on  obtient  pour  ar,  y,  s 
des  valeurs  finies  vérifiant  les  quatre  équations  ;  ainsi  les  deux 
droites  se  coupent.  Si  Ton  a  i  +  V=<>>  l^s  parallèles  (i3)  et  (i4) 
menées  par  le  centre  à  ces  deux  droites  coïncident,  et,  par 
conséquent,  les  droites  sont  parallèles. 


MÉTHODE  GÉNÉRALE  POUR  TROUVER  LES  DROITES  SIIUÉES  SUR 

UNE  SURFACE. 


852.  On  peut  rattacher  la  recherche  des  génératrices  recti- 
lignes  des  surfaces  du  second  ordre  à  une  méthode  générale 
propre  à  donner  les  droites  situées  sur  une  surface  algébrique 
d'ordre  w.  Soient 

j?  =  oz  -}-  p> 

les  équations  d'une  droite;  si  l'on  remplace  xety  par  ces  va* 
leurs  dans  l'équation  de  la  surface,  on  obtient  une  équation  du 
iegré  m  en  z,  qui  donne  les  m  points  d'intersection  de  la  droite 
et  de  la  surface.  Pour  que  la  droite  soit  tout  entière  située  sur 
:a  surface,  il  faut  que  cette  équation  se  réduise  à  une  identité, 
ce  qui  fournit  m  -{- 1  relations  entre  les  quatre  paramètres  «, 
p,  p,  ;.  Ainsi,  en  général,  il  est  impossible  de  placer  une 
droite  sur  une  surface  algébrique  d'un  degré  supérieur  à  trois  ; 
les  surfaces  du  troisième  ordre  admettent,  on  général,  \m 
nombre  fini  de  droites,  et  les  surfaces  de  second  ordre  une  in- 
finité. D'après  cela,  et  d'un  point  de  vue  purement  analytique, 
on  peut  concevoir  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  comme 
étant  des  surfaces  réglées,  à  génératrices  réelles  ou  imaginaires. 
I    Appliquons  cette  méthode  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe 


jyl       y*       z^ 

'-r+'Tr- r  —  1=0* 
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L*éqaation  en  z  est 

et  Ton  a  les  trois  équations  de  condition 
(i5) 


cap      cpy_ 

On  peut  exprimer  les  quatre  paramètres  d«  la  droite  à  Taide 
d'une  même  variable  auxiliaire.  Ces  relations  {iS)  montrent  qa« 

les  quatre  quantités  •"»  "T  ®t    >  f  s^^*  1^^  cosinus  des  angles 

que  font  dans  un  plan  avec  des  axes  rectangulaires  deux  direo- 
irices  perpendiculaires  entre  elles  ;  on  posera  donc 

ca  cP 

—  =  cos  ç,  -r  =sin  9, 

?  =  cos(^=t^).|=8in(^d=^), 

f  étant  un  angle  arbitraire.  On  obtient  ainsi  les  deux  systè- 
mes de  droites 

-  =  -  cos  ç  qp  sin  ©, 

7=-sino±cos9. 

Le  même  calcul  s'applique  à  l'ellipsoïde  et  à  rhyperboloîde  i 
deux  nappes;  mais  alors  les  droites  sont  imaginaires  ;  on  peut 
remarquer  que  par  chaque  point  de  la  surface  passent  deux 
droites,  dont  le  plan,  toujours  réel,  est  le  plan  tangent 

Enfin  l'on  trouvera  facilement,  par  ce  même  calcul,  les 
droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  ordre  ayant  pour 
équation 
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CHAPITRE  V 

Des   parabololdes» 

Les  surfaces  da  second  degré  dépourvues  de  centre  sont  re- 
présentées par  réquation 
(i)  Sy  +  S'z»+Pj:=o. 

Cette  seconde  classe  se  subdivise  en  deux  genres,  suivant 
que  les  coefficients  S',  S''  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires. 


PARABOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 

tt53.  Considérons  le  cas  où  les  deux  racines  S'  et  S''  ont 

lo  môme  signe,  par  exemple 
le  signe  +•  On  peut  suppo- 
ser P  négatif;  si  Ton  pose 


^P=—â'n^9=—xr^ 


/>> 


l'équation  devient 

(a)        —  -^ —  =  aar. 
P       9 

La  surface  passe  à  Tori- 
*"»»•  310.  gine;  les  sections  faites  par 

les  plans  principaux  YOX,  ZOX  sont  deux  paraboles  P  et  Q, 
qui  ont  pour  axe  commun  la  droite  OX  (âg.  5io). 

Coupons  la  surface  par  des  plans  perpendiculaires  à  la  droite 
OX.  Pour  a? = 0,  la  section  se  réduit  au  point  0  ;  en  attribuant 
à  X  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes,  on  obtient 
des  ellipses  homothétiques  qui  ont  leur  centre  sur  la  droite  OX 
et  qui  augmentent  indéfiniment.  Les  plans  situés  à  gauche  du 
plan  YOZ  ne  coupent  pas  la  surface.  Ainsi,  la  surface  est  une 
nappe  indéfinie  située  tout  entière  à  droite  du  plan  YOZ;  on 
lui  a  donné  le  nom  de  paraboloîde  elliptique,  La  droite  OX  est 
un  axe  de  la  surface;  lo  point  0  en  est  le  sommet. 
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Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOT 
sont  des  paraboles  égales  à  la  parabole  P,  ayant  leurs  sommets 
sur  la  parabole  Q  et  leurs  axes  parallèles  à  OX.  Il  en  résulta 
que  Ion  peut  regarder  la  surface  comme  engendrée  par  la  ps- 
rabole  P  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  son  somict; 
décriyant  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par  des  pla::i 
parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles  égaies  i 
la  parabole  Q,  et  Ton  peut  regarder  la  surface  comme  engea- 
drée  par  la  parabole  Q  se  mouvant  parallèlement  à  elle-mèEg, 
son  sommet  décrivant  la  parabole  P. 

BS4.  Les  sections  de  la  surface  par  des  plans 

Ax  +  By  +  Cz=l 

non  parallèles  à  Taxe,  sont  des  ellipses,  dont  les  projectiori 
sur  le  plan  YOZ  ont  pour  équations 

y»      z«_2(/-By-Cz) 

p'^q-  A  •  l 

Ces  projections  sont  des  ellipses  homothétiques  entra  ete 
quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant  By + C2  =  /  est  parallèle  à  l'aie  à 
paraboloïde,  la  section,  dont  la  projection  sur  le  plan  XOÎi 
pour  équation 

P  C  9 

est  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  Taxe  du  parabolo«i«' 
Le  paramètre  de  cette  parabole  étant  indépendant  de  /,  il  ^^ 
résulte  que  des  plans  parallèles  entre  eux  et  parallèles  àla^^ 
coupent  la  surface  suivant  des  paraboles  égales. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  /3=y  ;  l'équation  de» 
surface  devient  y*  +  *'  =  ^px;  les  sections  par  les  plans  pe^ 
pendiculaires  à  Taxe  OX  sont  des  cercles  ;  ainsi,  la  surface  es^ 
de  révolution  ;  elle  est  engendrée  par  la  parabole  P  tournant 
autour  de  son  axe  OX.  Les  sections  par  des  plans  non  P*' 
rallèles  à  Taxe  sont  des  ellipses,  qui  se  projettent  sur  le  p'*^ 
YOZ  suivant  des  cercles.  Toutes  les  sections  par  des  pl^ 
parallèles  à  l'axe  sont  des  paraboles  égales. 


-^ 


DES  PARABOLOIDES.  0o3 


PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMilTRES. 

8îS5.  Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 

or         p        t 

a  pour  équation  (n®  491) 

(3)  ^+^-^=a; 

P       9 

c'est  un  plan  parallèle  à  Taxe.  Ce  plan  coupe  la  surface  sulyant 
une  parabole  ;  cette  parabole  est  la  courbe  de  contact  du  para- 
boloïde  et  d'un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  génératrices  pa- 
rallèles à  la  direction  des  cordes.  Réciproquement,  tout  plan 
parallèle  à  Taxe  est  un  plan  diamétral. 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles  à  l'axe,  chacune  d'elles 
ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  point,  et  il  n'y  a  plus  de 
plan  diamétral  ;  le  plan  diamétral  s'est  éloigné  à  l'injfini. 

Le  lieu  du  centre  de  la  section  faite  par  le  plan  représenté 
par  l'équation  Aar + By + C« = /,  dans  laquelle  /  est  un  para- 
mètre variable,  a  pour  équations  (n®  495) 

(4)  JL=^=:_i; 

c*est  une  droite  parallèle  à  l'axe.  Ainsi,  les  projections  des 
sections  parallèles  sur  le  plan  YOZ  sont  des  ellipses  homo- 
thétiques  et  concentriques.  Réciproquement,  toute  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  est  un  diamètre. 

880.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point  quel- 
conque M  de  la  surface,  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe 
en  ce  point,  et  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  mené  par 
la  droite  MX;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  parabole; 
nous  prendrons  pour  axe  des  y  la  tangente  à  la  parabole  au 
point  M,  et  pour  axe  des  z  la  parallèle  menée  par  le  point  M 
à  la  direction  conjuguée  du  plan  XMY.  L'équation  de  la  surface, 
ne  contenant  pas  de  termes  du  premier  degré  en  z,  et  devant  se 
réduire,  quand  on  y  fait«=o,  à  celle  d'une  parabole  rapportée 
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a  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  rextrémité«  sera  de  la  fa» 

les  deux  paramétres//  et  ^  auront  le  même  signe,  par  exemple 
le  signe  -{-,  sans  quoi  les  sections  par  des  plans  .quelconques 
seraient  des  hyperboles.  On  voit  par  là  que  le  plan  XMZ  est 
conjugué  de  la  direction  MY.  Les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  au  plan  YMZ  sont  des  ellipses  rapportées  à  deux 
diamètres  conjugués. 

On  peut  obtenir  d'une  autre  manière  les  axes  des  coordoo- 
nées  auxquels  nous  venons  de  rapporter  la  surface.  Considé- 
rons un  plan  quelconque  non  parallèle  à  Taxe  du  parabololde; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  ;  par  le  centre  è 
l'eUipse,  menons  une  parallèle  à  l'axe  jusqu*i  la  rencontre  de 
la  surface,  et,  par  ce  point,  des  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse,  l'équation  de  la  surface  relative  à  eei 
trois  droites  aura  la  forme  précédente. 

SECTIONS  CIRCULAIRES 

t(tt7.  Les  sections  faites  par  un  même  plan  dan.H  le  pan 
boloïde 

et  dans  le  cylindre  représenté  par  l'équation 
(5)  2L+L=x, 

où  X  est  une  longueur  arbitraire,  étant  homothétiques,  il  sofiBt 
de  chercher  les  sections  circulaires  du  cylindre.  On  verra, 
comme  au  n*  617,  que  les  plans  de  ces  sections  sont  perpendi- 
culaires à  l'un  des  plans  principaux  ZOX,  ZOY  (fig.  3i  i).  L^ 
demi-a]kes  de  la  section  droite  du  cylindre  sont  égaux  à  \Ji^ 
et  à  V^  ;  supposons  p  >  q;  les  plans  cycliques  menés  par 
l'origine  doivent  passer  par  le  grand  axe  OB;  un  cercle 
décrit  du  point  0  comme  centre  dans  le  plan  ZOX»  avec  ua 
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rctyoQ  ëgal  à  OB,  coupe  la  génératrice  DE  en  deux  points  D  et 

E;  les  denx  plans  BOD,  BOB 
coupent  le  cylindre  suivant 
des  cercles.  Ainsi  leparabo- 
lotde  elliptique  admet  ietix  sé^ 
ries  de  sections  circulaires^  qui 
sont  perpendiculaires  à  la  sec- 
tion principale  de  moindre  pa^ 
ramètre  et  qui  font  avec  l'au- 
tre plan  principal  un  même 
angle  0  donné  par  la  formule 


Fig.  su. 


(«) 


sin  0 


=v/^- 


La  courbe  dlntersection  du  cylindre  et  d*une  sphère  ayant 
pour  centre  Torîgine,  est  située  sur  le  cône 

qui  se  réduit  à  deux  plans,  quand  on  a  R*  =  \p  ou  R*  =  Xy.  On 
obtient  ainsi  quatre  plans  cycliques  ;  mais  les  deux  premiers 
seulement  sont  réels. 


PARABOLOIDB  HYPERBOLIQUE. 


v=-s' 


(ttS8.  Considérons  maintenant  le  cas  où  S'  et  S'  sont  de 
signes  contraires.  Supposons  que  le  coefficient  P  ait  le  même 
signe  que  S'  et  posons 

P  P 

réquation  derient 

(7)  2 =  2X. 

P  i 

Les  sections  faites  par  les  plans  principaux  XOY,  XOZ  sont 
deux  paraboles  P  et  Q  (fig.  3ia),  dont  les  axes  sont  dirigés  en 
sens  contraires.  Le  plan  YOZ  coupe  la  surface  suivant  deux 
droites  OÂ,  OB,  qui  font  avec  OZ  on  angle  dont  la  tangente 
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a  pour  valeur  y -.  Les  sections  faites  par  des  plans  parallèle 

au  plan  YOZ  sont  fe 
hyp  erboles  homotL- 
tiques,  mais  dont  L 
disposition  varie;  î' 
le  plan  est  du  ce'? 
OX,  l'axe  réeldell:; 

perbole  est  paralfâ 
àOY;s'ilestderâ> 

tre  côté.  Taxe  r^i 
est  parallèle  àOZ.li 
surface  est  fom» 
d'une  seule  i^W- 
qui  s'étend  inàétr 
Fig.  31Î.  ment  à  droite  et  i 

gauche  du  plan  YOZ  ;  on  lui  a  donné  le  nom  de  parM»^ 
hyperbolique.  La  droite  OX  est  un  axe  de  la  surface  ;  le  point  t 
en  est  le  sommet. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  ÏOI 
sont  des  paraboles  égales  à  la  parabole  P  et  ayant  leurs  son- 
mets  sur  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par  des  pto* 
parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles  égales  ai 
parabole  Q  et  ayant  leurs  sommets  sur  la  parabole  P  ;  de  soriÉ 
qu'on  peut  concevoir  la  surface  comme  engendrée  par  «d^ 
parabole  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  son  sommet 
décrivant  une  autre  parabole. 
889.  Les  sections  par  des  plans 

Ax  +  By  +  Cz  =  /, 

non  parallèles  à  l'axe,  sont  des  hyperboles  dont  les  proj^ 
tiens  sur  le  plan  YOZ  sont  représentées  par  l'équation 

yl      g*_a(/— By  — Cz) 

P     q~         A 

Ces  hyperboles  sont  homothétiques  entre  elles,  quelle  ^ 
soit  la  direction  du  plan  sécant. 


J 
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Lorsque  le  plan  sécant 

By  +  Gz  =  l 
est  parallèle  à  Taxe  du  paraboloïde,  la  section,  dont  la  projec- 
tion sur  le  plan  XOY  a  pour  équation 

y«      {l-Byy_ 

est  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  du  parabo- 
loïde ;  les  sections  parallèles  sont  des  paraboles  égales.  On 
peut  écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

/i       B«\    ,  ,  2Bly       P 

c        /: 

quand  on  a  — = ±  y  ->  cette  équation  se  réduit  au  premier 

degré  ;  ainsi,  il  y  a  deux  séries  de  plans  qui  coupent  la  sur- 
face chacun  suivant  une  droite.  Ces  plans  sont  respective- 
ment parallèles  aux  plans  ÂOX ,  BOX  définis  par  l'équation 

^ =0, 

P       9 
et  qui  passent  par  l'axe  OX  et  les  droites  OA,  OB,  suivant 
lesquelles  le  plan  tangent  au  sommet  0  coupe  la  surface. 


PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. 


tS60.  Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction 

a       p       Y 

a  pour  équation 

(8)  ?y-Ii  =  .; 

P       9 

il  est  parallèle  à  l'axe.  Lorsque  les  droites  deviennent  paral- 
lèles à  l'axe,  elles  ne  rencontrent  la  surface  qu'en  un  point,  et 
le  plan  diamétral  s'éloigne  à  l'infini.  Une  droite  parallèle  i 
l'un  des  deux  plans  AOX,  BOX  ne  rencontre  aussi  la  surface 
qu'en  un  point  ;  car  le  plan,  mené  par  cette  droite  parallèlement 

eiOM.  ARALTT.  12 
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A  l'un  de  ces  deux  plans,  coupe  la  surface  suivant  une  drak. 
Si  Ton  considère  une  direction  parallèle  au  plan  AOX,  im 
non  parallèle  h  Yaxe,  l'équation  (8)  représente  un  plan  panù* 
lèle  à  l'axe  et  coupant  la  surface  suivant  une  parallèle  à  m/ 
direction. 

Tout  plan  parallèle  à  l'axe  est  un  plan  diamétral,  excepi: 
les  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  AOX,  BOX. 

On  verrait,  comme  pour  le  paraboloïde  elliptique,  qneb 
diamètre  ou  le  lieu  des  centres  d'une  série  de  sections  paral- 
lèles est  une  droite  parallèle  à  l'axe. 

S6t.  Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  un  pok: 
quelconque  M  de  la  surface,  pour  axe  des  x  le  diamètre  (fi 
passe  en  ce  point,  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  meu 
par  la  droite  MX,  pour  axe  des  y  la  tangente  a  la  parakl^ 
au  point  M,  et  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  la  direction  cis- 
juguée  du  plan  XMY,  l'équation  de  la  surface  prendra  la  fon&  i 

P        Ç 
Ceci  nous  permet  de  compléter  l'étude  des  sections  planes; 

le  plan  YMZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  ;  les  plafis 
parallèles  à  ce  plan  coupent  la  surface  suivant  des  hyperbole 
homothétiques,  mais  dont  la  disposition  change  suivant  que 
le  plan  sécant  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan  YMZ.  Si  l'os 
prenait  pour  axes  des  y  et  des  z  les  deux  droites  qui  passent  i 
par  le  point  M,  l'équation  de  la  surface  se  réduirait  à  la  forme 

yz  =  kx. 

g£n£iUTR]CES  RECHLIGNBS  du  PÀRABOLOÏDB  HTPERB0LJQr& 

S62.  Il  est  impossible  de  placer  une  droite  réelle  sur  le  pa- 
raboloïde elliptique  ;  car,  si  par  cette  droite  on  mène  un  plan» 
ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole. 
Mais  la  même  impossibilité  n'existe  pas  pour  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Nous  avons  vu  que  tout  plan  parallèle  à  l'un  des 
deux  plans  AOX,  BOX  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 
Par  un  point  quelconque  M  de  la  surface,  menons  un  plan  ps* 


I 
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rallèle  au  plan  AOX  ;  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une 
droite  passant  par  le  point  M  ;  un  pian  parallèle  au  plan  BOX 
donnera  une  seconde  droite  passant  aussi  par  le  point  M. 
Ainsi,  par  tout  point  du  parabolotde  hyperbolique  passent  deux 
droites  situées  sur  la  surface. 

Le  plan  de  ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  au  point  M. 
Il  est  impossible  de  mener  par  le  point  M  une  troisième  droite 
située  sur  la  surface  ;  car  elle  serait  aussi  contenue  dans  le 
plan  tangent,  et  ce  plan  ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux 
droites.  Les  droites  situées  sur  la  surface  du  paraboloïde  hy- 
perbolique peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont  cha- 
cune constitue  toute  la  surface.  La  pr^ière  série  se  compose 
des  droites  parallèles  au  plan  AOX,  la  seconde  série  des  droites 
parallèles  au  plan  BOX  ;  ces  deux  plans  ont  reçu  le  nom  de 
plans  directeurs, 

n  résulte  de  là  que  les  projections  sur  le  plan  YOZ  des  droi- 
tes d*un  même  système  sont  parallèles  ;  car  les  plans  proje- 
tants des  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 
directeur  AOX,  et,  par  conséquent,  leurs  projections  sont  pa- 
rallèles à  la  droite  OA.  De  même,  les  projections  des  droites 
du  second  système  sont  parallèles  à  OB. 

Projetons  maintenant  les  droites  sur  Tun  des  plans  princi- 
paux, par  exemple  sur  le  plan  XOY.  Nous  remarquons  d'abord 
qu'une  droite  DG  située  sur  la  surface  (fig.  3i3J  ne  peut  être 
parallèle  à  ce  plan  ;  car  la  section  faite  par  un  plan  parallèle 
au  plan  XOY  est  une  parabole  égale  à  la  parabole  P.  La  droite 
perce  donc  le  plan  principal  en  un  point  D  de  la  parabole  P  ; 
le  plan  tangent  en  D  contient  la  droite  DG  et  la  tangente  DS 
à  la  parabole  P  ;  ce  plan  étant  perpendiculaire  au  plan  prin- 
cipal XOY,  on  en  conclut  que  la  tangente  DS  à  la  parabole  P 
est  la  projection  de  la  droite  DG.  Ainsi,  les  projections  des  gé* 
nératrices  rectilignes  sur  les  plans  principaux  sont  tangentes  aux 
sections  principales. 

Deux  génératrices  dumême  système  étant  situées  dans  deux 
plans  parallèles  au  même  plan  directeur,  et,  par  conséquent,  ' 
parallèles  entre  eux,  ne  peuvent  se  rencontrer.  Elles  ne  sont 
pas  ûon  plus  parallèles  ;  car  leurs  projections  sur  le  plan  prin- 
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cipal  XOY,  ^tant  tangentes  à  la  parabole  P,  ne  sont  pas  pi- 
rallèles.  Ainsi,  deux  droites  du  même  système  ne  sont  jamaa  kn 
un  même  plan. 

Considérons  maintenant  deux  génératrices  de  systèmes  dif- 
férents; leurs  projections  sur  le  plan  YOZ  étant  respectiTe- 
ment  parallèles  aux  droites  OA  et  OB  se  rencontrent;  si,  pi- 
le point  d'intersection  des  projections,  on  mène  une  parallèle 
à  l'axe  OX,  cette  parallèle  ne  perce  la  surface  qu'en  un  point, 
et,  par  conséquent,  rencontre  tes  deux  droites  données  ai 
même  point.  On  en  conclut  que  deux  génératrices  de  sj/ilèma 
différents  se  rencontrent  toujours. 
863.  Puisque  par  teut  point  de  la  surface  passent  im 
droites,  il  est  clair  que  partoci 
pointDdelaparaboleprincipalt  , 
P(flg.5i3),passentdeuxdroiiK  1 
DG,  DH  situées  sur  la  surftct.  j 
Si  l'on  prend  pour  axes  i« 
coordonnées  le  diamètre Dî',  li 
tangente  DS  à  la  parabole  prin- 
cipale, et  la  perpendiculaitt 
i  DZ'auplan  principal,  etsil'M 

Fig.  313.  désigne  par  fl  l'angle  SDÏ>  ^ 

Burface  aura  pour  équation  (n"  ai  i) 

y'*  sin*0      i"* , 

P  q~'^' 

Le  plan  Z'DS  a  pour  trace,  sur  le  plan  principal,  la  tangente 

ST  à  la  parabole  principale;  ce  plana;'=o  coupe  la  surfa» 

■uiTant  les  deux  droites  DG,  DH  représentées  par  réquati"" 

y'*si[i'a      !*■_ 

etqui  se  projettent  florleplan  principal  suivantla  tangente  ST. 
I^es  deux  droites  DG,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le  pla^ 
principal,  ou  avec  la  perpendiculaire  DZ'à  co  plan;  «l"' 
appelle  i  ce  dernier  angle,  on  a 
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Quand  le  point  D,  partant  du  sommet  0,  parcourt  la  parabole 
principale  P,  Tangle  y,  que  font  les  deux  droites  DG  et  DH 
avec  la  verticale  BZ',  augmente  de  plus  en  plus,  et  tend  vers 
un  angle  droit. 

Les  deux  droites  DH,  DG  percent  le  plan  principal  XOZ  aux 
points  H  et  K  appartenant  à  la  parabole  principale  Q,  et  situés 
sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  OX,  au  point  T,  où  il  est 
rencontré  par  la  tangente  DS  ;  les  projections  HD',  KD'  de 
ces  deux  droites  sur  le  plan  principal  XOZ  sont  tangentes  à 
la  parabole  Q,  et  passent  par  le  point  D',  projection  du  point 
D.  Le  point  D  se  projette  en  D'sur  le  plan  YOZ  ;  les  points  H 
et  K  se  projettent  en  H'  et  K*'  ;  on  a  ainsi  les  projections 
D"H",  D"G"  des  deux  droites  DH,  DG  sur  le  plan  YOZ.  Les 
points  D  et  H  appartenant  aux  paraboles  principales,  on  a 

DD'*= ap  X  OD',  HT'  =  2y  X  OT;  les  deux  longueurs  OD'  et 
OT  étant  égales  entre  elles,  il  en  résulte 

OD-'      DD'     ./p 


OH'      HT      ^  q 

On  reconnaît  ainsi  de  nouveau  que  la  projection  D"H"  de  la 
droite  DH  sur  le  plan  YOZ  conserve  une  direction  constante  ; 
de  même  la  projection  K"D"G"  de  la  droite  DG  conserve  une 
direction  constante. 

Si  le  point  D  parcourt  la  parabole  principale  P  dans  un  sens 
déterminé  OD,  les  droites  dont  les  parties  supérieures  au  plan 
principal  XOY  font  avec  les  tangentes  prises  dans  le  sens  du 
mouvement  des  angles  aigus,  percent  l'autre  plan  principal 
XOZ  au-dessous  du  premier,  leurs  prqj  ections  sur  le  plan  YOZ 
sont  parallèles  à  OA  et  ces  droites  forment  le  premier  sys- 
tème de  génératrices.  Les  droites,  dont  les  parties  supérieu- 
res font  avec  les  tangentes  des  angles  obtus,  ont  leurs  pro- 
jections parallèles  à  OB  et  forment  le  second  système. 

Les  deux  droites  DD",  HH"  étant  égales  et  parallèles,  la 
figure  DD"HH"  est  un  parallélogramme,  et,  par  conséquent,  les 
diagonales  DH,  D"H"  se  coupent  mutuellement  en  deux  par- 
ties égales  ;  ainsi  le  point  I,  où  la  génératrice  DH  perce  le 
plan  YOZ,  est  le  milieu  de  la  portion  DH  de  cette  droite  com- 
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prise  entre  les  deux  plans  principaux;  le  lieu  du  point  1 1?. 
la  droite  OA  du  premier  système. 

tt64.  Nous  savons  qu'il  faut  trois  directrices  pour  défini: 
le  mouyement  d'une  droite.  Prenons  comme  directrices  tté 
droites  fixes  A,  B,  C  appartenant  à  l'un  des  systèmes,  pa: 
exemple  au  second  ;  ces  droites  seront  parallèles  au  secoi: 
plan  directeur  ;une  droite  mobile  glissant  sur  ces  trois  dim^ 
trices  coïncidera  successivement  avec  chacune  des  droites  c 
premier  système,  et,  par  conséquent,  engendrera  le  parabc- 
loïde  hyperbolique. 

On  peut  aussi  définir  le  mouvement  d'une  droite  en  rassQj>i- 
tissant  à  glisser  sur  deux  droites  fixes  et  à  rester  parallèle  iz 
plan  fixe.  Si  l'on  prend  pour  directrices  deux  droites  A  et  3 
du  second  système,  et  pour  plan  fixe  le  premier  plan  dim 
teur,  il  est  évident  que  la  droite  mobile  coïncidera  succesi 
vement  avec  chacune  des  droites  du  premier  système,  et  es- 
gendrera  encore  le  paraboloïde. 

868.  Les  réciproques  sont  vraies.  Considérons  d'abord  db? 

droite  mobile  assujettie  à  glisser  sar 
deux  droites  fixes  OZ  et  AB  (fig.  3i4 
en  restant  parallèle  à  un  même  f^' 
Prenons  pour  axe  des  y  une  position 
particulière  OA  delà  génératrice, pûnr 
axe  des  z  la  directrice  OZ,  pour  p^ 
des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  àirec- 
Fig.  814.  teur,  et  pour  plan  des  a:zunplanparallèl« 

i  la  droite  AB.  Cette  seconde  directrice  AB  aura  pour  éxp^ 
tiens  if=zb,x=az.  Soit  MN  une  position  quelconque  de  la  g^ 
nératrice  ;  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan  XOY  ^^  ^^ 
contrant  l'axe  OZ,  a  des  équations  de  la  forme 

(9)  '=Pf    y=»wr» 
avec  deux  paramètres  variables  m  et  p.  Pour  qu  elle  rencon- 
tre la  seconde  directrice  AB,  il  faut  que  l'équation  de  couàitio^ 

(10)  amp=zb 
soit  vérifiée.  Si  l'on  élimine  les  deux  paramètrAA  »ùtp  ®^^ 
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les  équations  (g)  et  (lo),  on  obtient  l'équation  du  lieu 
(il)  ayz — bx=o. 

La  surface  est  du  second  degré  ;  elle  est  dépourvue  de  cen- 
tre ;  ce  n'est  pas  un  cylindre  parabolique,  puisque  les  droites 
OZ  et  AB,  non  parallèles,  sont  situées  sur  la  surface  ;  c'est 
donc  un  paraboloïde  hyperbolique. 

tt06.    Considérons   maintenant  une  droite  assujettie   à 

glisser  sur  trois  droites  fixes  OZ, 
ABi  A'B'  (fig.  5i5),  parallèles  à  un 
même  plan.  Prenons  pour  axe  des 
z  la  directrice  OZ,  pour  axe  des  y 
une  position  particulière  de  la  gé- 
nératrice, pour  plan  des  «a?  un  plan 
parallèle  aux  trois  directrices,  et 
dans  ce  plan  une  droite  quelconque 
menée  par  le  point  0  pour  axe  des 
X.  Les  deux  directrices  ÂB,  A'B' 
sontreprésentéespar  les  équations 


Fig.  tift. 


y=*f 


^i  I 


ax, 


A'B'  (  y=*;' 


Une  droite  MM'  qui  rencontre  ces  deux  droites  peut  être 
regardée  comme  l'intersection  de  deux  plans  menés,  l'un  par 
la  droite  AB,  l'autre  par  la  droite  A'B'  ;  ces  deux  plans  ont 
des  équations  de  la  forme 

i  «  — (u:+X(y  — *)  =  o, 
^"J  U-a'a:+V(y-*')  =  o, 

dans  lesquelles  X  et  X'  désignent  des  paramètres  arbitraires. 
La  droite  MM'  devant  rencontrer  le  droite  OZ,  on  a,  entre  les 
deux  paramètres,  la  relation 
(i3)  iX  =  *'X', 

On  obtient  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite 
MM'  en  éliminant  les  deux  paramètres  X  et  X'  entre  les  trois 
équations  (12)  et  (i5),  ce  qui  donne  l'équation 
04)         *(y  — »')(«  — aor)  — i'(y  — *)(2  — a'a?)  =  o. 
La  surface  est  du  second  degré  ;  on  reconnaît  aisément  qu'elle 
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est  dépourvue  de  centre  ;  d'ailleurs  elle  contient  des  droites 
non  parallèles  ;  c'est  donc  un  paraboloïde  hyperboîAque. 

B67.  Nous  avons  trouvé  (n^  548)  la  relation  qui  existe,  dans 

rhyperboloïde  à  une  nappe,  entre  les  deui 
longueurs  décrites  sur  deux  droites  fixes 
AB,  CD  de  l'un  des  systèmes  par  une  droite 
mobile  de  l'autre  système.  La  relation  est 
beaucoup  plus  simple  dans  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Soient  MN,  MW,  MTî' 
(fig.  3 16)  trois  positions  quelconques  de  la 
Fig.  316.  droite  mobile  ;  si  par  chacune  d'elles  on 

mène  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  on  aura  trois  plans 
parallèles  entre  eux;  or  on  sait  que  trois  plans  parallèles 
déterminent  sur  deux  droites  ÂB»  CD  des  segments  propor- 
tionnels ;  on  a  donc  la  relation 

MM'      MM' 


NN'  ~  NN*' 

Ainsi,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique,  une  droite  mobile  de  fw» 
des  systèmes  décrit  sur  deux  droites  fixes  de  tautre  système  des 
longueurs  proportionnelles. 

Réciproquement,  lorsqu'une  droite  mobile  glisse  sur  deni 
droites  fixes  AB,  CD,  en  décrivant  sur  ces  droites  des  lon- 
gueurs proportionnelles,  elle  engendre  un  paraboloïde  hype^ 
bolique.  Soient  MN,  M'N'  deux  positions  particulières  de  la 
génératrice;  concevons  le  plan  parallèle  à  ces  deux  droites. 
Soit  maintenant  WN'  une  position  quelconque  de  la  généra- 
trice; on  a  la  relation 

MM^_MM' 

NN'""NN'' 

Si  par  chacune  des  deux  droites  MN,  M'N'  on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  défini  précédemment,  et  que  par  le  point  M' 
on  mène  un  plan  parallèle  au  même  plan,  on  aura  trois  plans 
parallèles  qui  détermineront  sur  les  deux  droites  AB,  CD  des 
segments  proportionnels;  le  plan  mené  parle  point  M' pas- 
sera donc  par  le  point  N'  et  contiendra  la  droite  M'N";  on  eu 


^^ 
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conclut  que  la  génératrice  mobile  MT^'  reste  constamment 
parallèle  à  un  même  plan  ;  elle  engendre  donc  un  paraboloïde 
hyperbolique- 

868.  C'est  d'après  cette  propriété  remarquable  que  l'on 
construit  des  modèles  en  fil  représentant  le  paraboloïde  hy- 
perbolique. Imaginons  que  l'on  ait  fait  un  cadre  en  bois  ÂCDB, 
ayant  la  forme  d'un  quadrilatère  gauche,  si  l'on  divise  les 
deux  côtés  opposés  AB,  CD  en  un  même  nombre  de  parties 
égales,  et  que  l'on  joigne  par  des  fils  tendus  les  points  de 
division  correspondants,  ces  fils  représenteront  l'un  des  sys- 
tèmes de  génératrices  rectilignes  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique. Si  l'on  divise  de  même  les  deux  côtés  opposés  AC,  BD 
en  un  même  nombre  de  parties  égales,  et  que  l'on  joigne  par 
des  fils  les  points  correspondants,  on  obtiendra  le  second  sys- 
tème de  génératrices. 

569.  Il  est  facile  de  déduire  de  l'équation  du  paraboloïde 
hyperbolique 

P       9 
les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices.  En  effet,  on 
peut  mettre  l'équation  (7)  sous  la  forme 


\\fp    s/qjW?    \/q) 


Les  deux  équations  du  premier  degré 

\/p     Vç      '    \/p     Vi      ^' 

dans  lesquelles  le  paramètre  X  est  arbitraire,  représentent  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface;  car,  en  multipliant 
ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  retrouve  l'équa- 
tion (7),  Les  deux  équations 

Vp    Vç      '  Vp    s/q     ^' 

dans  lesquelles  le  paramètre  {*  est  arbitraire,  représentent  un 
•econd  système  de  droites  situées  sur  la  surface.  Il  est  clair  que 
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à  Tun  de  ces  deux  plans,  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 
Si  Ton  considère  une  direction  parallèle  au  plan  AOX,  mais 
non  parallèle  h  Taxe,  l'équation  (8)  représente  un  plan  paral- 
lèle à  Taxe  et  coupant  la  surface  suivant  une  parallèle  à  cette 
direction. 

Tout  plan  parallèle  à  l'axe  est  un  plan  diamétral,  excepté 
les  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  AOX,  BOX. 

On  verrait,  comme  pour  le  paraboloïde  elliptique,  que  le 
diamètre  ou  le  lieu  des  centres  d'une  série  de  sections  paral- 
lèles est  une  droite  parallèle  à  l'axe. 

561.  Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  un  point 
quelconque  M  de  la  surface,  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui 
passe  en  ce  point,  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  mené 
par  la  droite  MX,  pour  axe  des  y  la  tangente  à  la  parabole 
au  point  M,  et  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  la  direction  con- 
juguée du  plan  XMY,  l'équation  de  la  surface  prendra  la  forme 

^ }=^X. 

p     q 

Ceci  nous  permet  de  compléter  l'étude  des  sections  planes  ; 
le  plan  YMZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  ;  les  plans 
parallèles  à  ce  plan  coupent  la  surface  suivant  des  hyperboles 
homothétiques,  mais  dont  la  disposition  change  suivant  que 
le  plan  sécant  est  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan  YMZ.  Si  Ton 
prenait  pour  axes  des  y  et  des  z  les  deux  droites  qui  passent 
par  le  point  M,  l'équation  de  la  surface  se  réduirait  à  la  forme 

yz  =  kx, 

*  GiNillATRICES  RBCnLIGNES  DU  PÀRÂBOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

tt62.  Il  est  impossible  de  placer  une  droite  réelle  sur  le  pa- 
raboloïde elliptique  ;  car,  si  par  cette  droite  on  mène  un  plan, 
ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole. 
Mais  la  même  impossibilité  n'existe  pas  pour  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Nous  avons  vu  que  tout  plan  parallèle  à  l'un  des 
deux  plans  AOX,  BOX  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 
Par  un  point  quelconque  M  de  la  surface,  menons  un  plan  pa« 
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rallàle  au  plan  AOX  ;  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une 
droite  passant  par  le  point  M  ;  un  plan  parallèle  au  plan  BOX 
donnera  une  seconde  droite  passant  aussi  par  le  point  M. 
Ainsi,  par  tout  point  du  parabohtde  hyperbolique  passent  deux 
droites  situées  sur  la  surface. 

Le  plan  de  ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  au  point  M. 
Il  est  impossible  de  mener  par  le  point  M  une  troisième  droite 
située  sur  la  surface  ;  car  elle  serait  aussi  contenue  dans  le 
plan  tangent,  et  ce  plan  ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux 
droites.  Les  droites  situées  sur  la  surface  du  paraboloïde  hy- 
perbolique peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont  cha- 
cune constitue  toute  la  surface.  La  pr^^iière  série  se  compose 
des  droites  parallèles  au  plan  AOX,  la  seconde  série  des  droites 
parallèles  au  plan  BOX  ;  ces  deux  plans  ont  reçu  le  nom  de 
plans  directeurs. 

Il  résulte  de  là  que  les  projections  sur  le  plan  YOZ  des  droi- 
tes d'un  même  système  sont  parallèles  ;  car  les  plans  proje- 
tants des  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 
directeur  AOX,  et,  par  conséquent,  leurs  projections  sont  pa- 
rallèles à  la  droite  OA.  De  même,  les  projections  des  droites 
du  second  système  sont  parallèles  à  OB. 

Pi'ojetons  maintenant  les  droites  sur  Tun  des  plans  princi- 
paux, par  exemple  sur  le  plan  XOY.  Nous  remarquons  d'abord 
qu'une  droite  DG  située  sur  la  surface  (fig.  3i3)  ne  peut  être 
parallèle  à  ce  plan  ;  car  la  section  faite  par  un  plan  parallèle 
au  plan  XOY  est  une  parabole  égale  à  la  parabole  P.  La  droite 
perce  donc  le  plan  principal  en  un  point  D  de  la  parabole  F  ; 
le  plan  tangent  en  D  contient  la  droite  DG  et  la  tangente  DS 
à  la  parabole  F  ;  ce  plan  étant  perpendiculaire  au  plan  prin- 
cipal XOY,  on  en  conclut  que  la  tangente  DS  à  la  parabole  F 
est  la  projection  de  la  droite  DG.  Ainsi,  les  projections  des  gé* 
nératrices  rectilignes  sur  les  plans  principaux  sont  tangentes  aux 
sections  principales. 

Deux  génératrices  du  même  système  étant  situées  dans  deux 
plans  parallèles  au  même  plan  directeur,  et,  par  conséquent,  ' 
parallèles  entre  eux,  ne  peuvent  se  rencontrer.  Elles  ne  sont 
pas  non  plus  parallèles  ;  car  leurs  projections  sur  le  plan  prin- 
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Lorsque  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  est  nu  parsp 
fcoloïde,  elliptique  si  S' et  S*  ont  le  même  signe,  hyperbolique 
si  S' et  S"  ont  des  signes  contraires.  Lorsque  le  lieu  admet  une 
infinité  de  centres,  ce  lieu  est  un  cylindre,  dont  on  détenniae 
la  nature  par  une  section  non  parallèle  à  l'axe.  Si  les  deux 
racines  S' et  S"  étaient  égales,  la  surface  serait  de  révolution. 
5^  Lorsque  Téquation  du  troisième  degré  a  deux  racines 
BuUes,  l'équation  peut  être  réduite  à  Tune  des  formes  (a"*  509) 

.    SV  +  Pa:  =  o, 
SV  +  H  =0. 

La  première  représente  une  surface  dépourvue  de  contre,  et  la 
seconde  une  surface  qui  admet  pour  centres  tous  les  points 
d'un  plan.  On  aura  encore  recours  aux  équations  qui  détermi- 
nent le  centre.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  esc 
un  cylindre  parabolique.  Si  elles  se  réduisent  à  une  seule,  le 
lieu  est  l'ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan  unique, 
ou  l'équation  n'a  pas  de  solution  réelle  ;  une  section  non  pa- 
rallèle au  plan  des  centres  déterminera  la  nature  du  lieu. 

Bemarque.  La  réduction  expliquée  au  chapitre  n  suppose 
les  axes  primitifs  rectangulaires.  Or  il  est  évident  que  si  Ton 
construit,  avec  deux  systèmes  d'axes  différents,  les  lieux  repré- 
sentés par  une  même  équation  du  second  degré,  ces  lieux  seront 
toujours  de  même  espèce  ;  cependant  l'une  des  surfaces  pourra 
être  de  révolution  sans  que  l'autre  le  soit.  Les  conclusions  pré- 
cédentes s'appliquent  donc  à  un  système  d'axes  quelconques. 

tt72.  La  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant  : 

/     Les    trois    ra-/     u    a  un  signe  | 
iw  CLASSE.     ^ ''-"    " .— l ----.-  X  ^-1--. 


L'éqaation  du 
troisième  degré 
|i'a  pas  de  racine 


cines    de  même  i  contraire  à  celui  j     Ellipsoïde. 
signe.  1  des  racines.  ( 

Genre  ellip-  j     H  =  o Un  point 

solde.  1     H     de    mème^     r^ 

—  [  signe.  ( 

9^^^'  {     Deux     racines/     H   a  un  signe/ 

de  même  signe,  1  contraire  à  celui  j     Hyperbololde  à 
une  de  signe  con- 1  des  deux  premiè-  j  une  nappe, 
traire.                  <  res  racines.          ( 
Surfaces  ayanti  —  1     H  =0 •  Cône. 

un  centre  unique.  I     Genre    hyper- [    H     de    méme(     Hyperbololdei 

bololde.  \  signe.  { deux  nappes. 
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/     Une  seule  ra-/     Les    deux  au-i 
cine  nulle  et  pas  1  très   racines    de 
de  centre.  1  même  sij?ue 


a*  CLASSE. 

I  L'équation  du 
troisième  degré  a 
une  ou  deux  ra- 
cines nulles. 


Parabo!oIde  el- 
liptique. 


Genre  parabo-f     De  signes  coa-C    Paraboloîde  hy- 

lolde.                    Vtraires.  ;  perbolique. 

.        ,  (   Cylindre  ellip- 

Les   deux  au-\,.,-^                '^ 

i  A              .  ,1  lique. 

Une  seule  ra- 1  ™s    racmes  de  j    ^^^  ^^.^ 

cine  nulle  et  une  )  m^^ne  signe.  j    j^^^^ 
/infinité   de   cen< 


8nrfacct  n'ayant 
pas  de  centre,  ou 
une  iofiailé  de 
centres. 


très     en 
droite. 


ligne 


Deux  racines 
nulles  et  pas  de 
centre. 

Deux  racines 
nulles  et  une  in- 
finité de  centres 
V  dans  un  plan. 


I   Cylindre  hyper- 
bolique. 
Deux  plans  qui 
se  coupent. 

Cylindre  parabolique. 

Deux  plans  parallèles. 

Un  plao. 

Rien. 


Exemple.  Quelles  sont  les  surfaces  représentées  par  Téquation 
a(«*  +  2y«)  +  6(y'  +  2Jft»)  4-  c(«*  +  nxy)  =  i," 

dans  laquelle  a,  6,  c  désignent  des  paramètres  arbitraires? 

Quelles  que  soient  les  yaleurs  attribuées  aux  paramètres,  l'origine- 
est  un  centre  de  la  surfeuse;  ainsi  Téquation  ne  comprend  que  des  suiv 
faces  &  centre.  L'équation  du  troisième  degré  en  S  est 

(S— a)  (S-6)  (S-c)— a«  (S-a}-6«  (S-6)— c«(S—  c)-'2ahc  =  o, 

ou 

S*— (a-hô+c)S»— (a«+6>+c»^ôc— ca— aô)S+a»-|-ft'+c'— 3a6c=o. 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  m  et  n  les  deux  sommes  a  +  6  +  c  et 
bc  +  ia  -jr  ah,  on  a  identiquement 

a"  H-  ô*  +  c*  —  ôc  —  ca^ab^m*-^  3n, 
a*  +  6*  4-  c'— 3o6c  =  m(m*  — 3n), 

et  Téquation  en  S  prend  la  forme 

S^-mS»— (m«— 3n)S  +  m(m«— 5n)  =  (S— in)[S«— (m»— 3n)]r3a» 

La  quantité  m'  —  Su  étant  égale  à 


(-^)%!(»-* 


oe  devient  jamais  négative;  elle  ne  se  réduit  à  zéro  que  lorfqv*oilt 
•  =  6  SB  c.  Dans  ce  cas,  l'équation  proposée  devient 


(»  +  y  +  i)«=î; 
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elle  représente  deux  plans  parallèles,  réels  on  imaginaires^  snÎTaiit'qN 
îo  coeflîcient  a  est  positif  on  négatif. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  coefficients  a,  6,  c  ne  soient  pas 
égaux  entre  eux,  et  représentons  par  k*  la  quantité  positiTc  m* — 3»; 
les  trois  racines  de  i'éqnation  en  S  sont  m  et  db  jk,  et  Fé^aation  pro- 
posée peat  être  ramenée  à  la  forme 

par  une  transformation  de  coordonnées.  La  surface  est  an  hjperbo- 
lolde  à  une  ou  à  deux  nappes,  suivant  que  le  coefficient  m  est  positif 
ou  négatif.  Lorsque  ce  coefficient  est  nul,  l'équation  représente  us 
cylindre  dont  la  section  droite  est  une  hyperbole  équilatère. 

L*hyperboloIde  sera  de  révolution,  si  Ton  a  m  =  di  it,  oa  m*  =  i*, 
c'est-à-dire  n  =  o  ou  6c  +  ca  +  a&  =  o.  Alors  la  direction  de  l'axe  est 
déterminée  par  les  formules  {n9  5o8) 

aa=  &p  =  CY, 
si  les  trois  nombres  a,  h,  e  sont  différents  de  zéro,  et  par  les  foimuto 

a  =  o,    P=Yf 
ti  les  deux  coefficients  6  et  c  sont  nuls. 


DEUXIEME  MÂTHODS. 

tt73.  On  forme  les  équations  qui  déterminent  le  centre  de 
la  surface  (n®  487);  il  7  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

i"*  La  surface  admet  un  centre  unique.  Dans  ce  cas,  pour 
simplifier,  on  transporte  les  axes  au  centre,  et  Téquation  se 
réduit  à 
(i)      Aa?« + AY + A,V  +  aByz  -f  aB'«x  +  2B'xy  +  H  =  0. 

Lorsque  le  terme  constant  H  est  nul,  le  lieu  est  un  point 
unique  ou  un  cône.  Pour  décider  la  question,  on  fait  une  sec- 
tion par  un  plan  parallèle  à  Tun  des  plans  coordonnés;  si  la 
section  est  imaginaire,  le  lieu  est  un  point. 

Examinons  le  cas  où  le  terme  constant  H  est  différent  de 
zéro.  Supposons  que  l'équation  renferme  les  carrés  des  trois 
variables;  en  résolvant  par  rapport  à  z,  et  posant,  pour  abréger 

A'A'-B»  =  Ai,  A'A— B'*=A;,  BB'-A'B'^B', 
on  a 

A"j5=-  (B'o:  +  By)  ±  V^-  a;  «•  +  aBJary  -  A,y»-  A^H . 
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Le  plan 

(a)  A'a=— (B'x+By) 

est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à  OZ.  La  section  de 
la  surface  par  ce  plan  diamétral  se  projette  sur  le  plan  XOY 
suivant  la  courbe  définie  par  Téquation 

(3)  —  A>,  +  a  B>y  —  Aiy,  —  A"H = o. 

Cette  courbe  admet  un  centre  unique  ;  car  on  a 

a,a;— b:*=aa, 

A  étant  le  déterminant  relatif  aux  équations  du  centre.  Bn 
outre,  le  terme  constant  —  A"H  est  différent  du  zéro. 

Supposons  que  le  lieu  défini  par  Téquation  (3)  soit  du  genre 
ellipse;  ce  lieu  sera  une  ellipse  réelle  ou  une  ellipse  imagi- 
naire, mais  pas  un  point.  Si  le  lieu  est  une  ellipse  réelle,  la 
courbe  a  pour  centre  l'origine,  et  l'on  sait  que  le  polynôme. 

-  A>,  +  aB>y  -  A,y,  -  A"H 

iconaerre  un  signe  invariable,  lorsqu'on  remplace  x  ety  par  les 
coordonnées  d'un  point  intérieur  (ce  signe  est  celui  du  terme 
—  A"H)  ;  pour  tous  les  points  extérieurs,  le  polynôme  a  un 
signe  contraire.  Si  la  quantité  —  A"H  est  positive,  tous  les 
points  de  la  surface  se  projettent  à  l'intérieur  de  rellipse  ;  la 
surface  est  donc  un  ellipsoïde.  Si  la  quantité  —  A"H  est  néga- 
tive, les  points  de  la  surface  se  projettent  en  dehors  de  l'ellipse, 
et  Ton  a  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Lorsque  le  lieu  (3)  est 
imaginaire,  la  fonction. 

—  A>«  +  a  B\xy  —  A,y*  —  A"H 

conserve  un  signe  invariable  pour  tous  les  points  du  plan  XOY 
(ce  signe  est  celui  du  terme  —  A'^H)  et  ne  s'annule  pas  ;  si  la 
quantité  —  A'H  est  positive,  la  surface  se  compose  de  deux 
nappes  indéfinies  séparées  par  le  plan  diamétral  ;  c'est  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes  ;  si  la  quantité  —  A"H  est  néga- 
tive, la  valeur  de  x  étant  toujours  imaginaire,  l'équation  (i) 
n'a  paS  de  solution  réelle. 

Supposons  actuellement  que  l'équation  (3)  définisse  un  lien 
du  genre  hyperbole  ;  le  terme  —  A"H  étant  difiérent  de  zéro» 
le  lieu  est  toujours  une  hyperbole,  et  non  le  système  de  deux 
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droites.  Si  la  quantité  —  A'H  est  positive,  tous  les  points  â» 
la  surface  se  projettent  entre  les  deux  branches  de  ^'hyperbole: 
la  surface  est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  la  quan 
tité  —  A^H  est  négative,  la  surface  est  un  hyperboloîde  i 
deux  nappes. 

On  peut  remarquer  que  le  signe  de  la  quantité  —  A'H  indi- 
que si  le  diamètre  OZ  est  réel  ou  imaginaire.  Ce  diamètre,  joiii 
à  deux  diamètres  conjugués  de  la  section,  forme  un  système 
de  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface,  qui  permettent  de 
reconnaître  immédiatement  Tespèce  de  cette  surface.  Suppo- 
sons que  la  section  diamétrale  soit  une  ellipse  réelle,  cette  el- 
lipse admet  deux  diamètres  conj  ugués  réels  ;  si  la  quantité 
— A'^H  est  positive,  le  troisième  diamètre  étant  aussi  réel,  la 
surface  est  un  ellipsoïde;  si  cette  quantité  est  négative,  k 
troisième  diamètre  étant  imaginaire,  la  surface  est  un  hJpe^ 
boloïde  à  une  nappe.  Lorsque  la  section  est  une  ellipse  imagi- 
naire, elle  admet  deux  diamètres  conjugués  imaginaires;  s; 
le  troisième  diamètre  est  réel,  le  lieu  est  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes  ;  s*il  est  aussi  imaginaire,  le  lieu  est  un  ellipsoïde 
imaginaire.  Supposons  maintenant  que  la  section  soit  une 
hyperbole  ;  de  deux  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole, 
l'un  est  réel,  l'autre  imaginaire  ;  si  le  troisième  diamètre 
est  réel,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ;  s*il  est 
imaginaire,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  la  section  diamétrale  est 
la  courbe  de  contact  d*un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  et 
ayant  ses  arrêtes  parallèles  à  Taxe  des  z. 

Lorsque  deux  des  coefficients  A,  A',  A',  par  exemple  A  ei 
A^  sont  de  signes  contraires,  la  surface  est  un  hyperboloïde  ; 
car  la  section  faite  par  le  plan  z=o  est  une  hyperbole. 

Supposons  maintenant  que  l'un  des  coefficients  des  carrés^ 
A'  par  exemple,  soit  nul  ;  Féquation 

(4)  2{By  +  B'x)x  +  Ax^+Ay+2B'xy+E=o  ^ 

étant  flu  premier  degré  par  rapport  à  s,  i  tout  système  de 
valeurs  réelles  de  â?  et  de  ^  correspond  une  valeur  réelle  de  z; 
ainsi  la  surface  s*étend  à  l'infini  ;  c'est  donc  l'un  des  deux  hy- 
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perboloïdes.  Le  cône  asymptote  est  roprésenté  par  Téquation 

!i(By+B'j?)z+Ax«+Ay  +  2B'ary=o; 
la  droite  OZ  est  une  arête  de  ce  cône.  Si  la  surface  est  un  hj- 
perboloïde  à  une  nappe,  deux  droites  parallèles  à  OZ  sont 
situées  sur  la  surface  ;  or  les  équations  d*une  droite  paral- 
lèle à  OZ  sont  x^a,y=zp;  la  coordonnée  z  du  point 
d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  surface  est  donnée  par 
l'équation 

2(BP  +  B'a)z  +  Aa«+Ay+2B*'ap  +  H  =  o. 

Pour  que  la  droite  appartienne  à  la  surface,  il  faut  que  l'on 
puisse  choisir  a  et  P  de  manière  que  l'équation  précédente  soit 
yérifiée  quelle  que  soit  z,  c'est-à-dire  de  manière  que  l'on  ait 
simultanément 

BP  +  B'a  =  o    ,    A««+A'P«+2B"ap  +  H  =  o; 
d'oi\ 

B'a      ,  B«H 


B  '  AB»+A'B'»— aBB'B' 

La  surface  est  un  hjperboloïde  à  une  nappe,  si  la  valeur 
de  «•  est  positive  ;  un  hjperboloïde  à  deux  nappes,  si  cette 
valeur  est  négative. 

a'  La  surface  est  dépourvue  du  centre.  Cette  surface  ne  peut 
être  que  l'un  des  paraboloïdes  ou  un  cylindre  parabolique.  Si 
c'est  un  paraboloïde,  l'un  au  moins  des  trois  plans  coordonnés 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe,  et  donnera  une  section  elliptique  ou 
hyperbolique,  suivant  que  le  paraboloïde  est  elliptique  ou 
hyperbolique.  Si  la  surface  est  un  cylindre  parabolique,  les 
sections  par  les  trois  plans  coordonnés  sont  des  paraboles. 

Lorsque  la  surface  est  un  paraboloïde,  les  plans  diamétraux 
représentés  par  les  équations  /J=  o,  /jJ=o,  /i'  =  o  se  coupent 
suivant  des  droites  parallèles  à  l'axe  de  la  surface  ;  de  deux  de 
ces  équations  on  déduira  les  coefficients  angulaires  a  et  i  de 
l'axe.  Les  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  définis  par  l'équa- 
tion ax'\'by'\'  1=/;  le  lieu  des  centres  de  ces  sections  paral- 
lèles, ou  l'axe  de  la  surface,  est  donné  parles  équations  (n*^5o6} 

a      0      1 

GÉOM.   ANALYT.  ^3 
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S*  La  surface  a  pour  centres  tous  les  points  d'une  dnriteb 
La  surface  est  un  cylindre;  Tun  au  moins  des  trois  plani 
coordonnée  n*est  pas  parallèle  à  son  axe  ;  la  section  du  cylin- 
dre par  ce  plan  détermine  son  espèce. 

4**  La  surface  a  pour  centres  tous  les  points  d*un  plaa.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  est  l'ensemble  de  deux  plans  parallèles^  on  plan 
unique,  ou  l'équation  ne  représente  rien.  Pour  décider  la 
question,  on  fera  une  section  par  l'un  des  plans  coordonnés 
non  parallèle  au  plan  des  centres. 

ExBMPL«!  I.  4aî*  +  3y*  +  gs*  +  Sxs  +  4^  +  4y  +  8x  +  9  =  ©. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

a»  +  y  +  az  =  o,    ao?  +  3y  +  a  =  o,    4a;  +  92  +  4  =:  o. 

Ces  équations  n'admettent  qu'une  solution  0;  =  ?,  y= — 3,  z=— a. 

Si  Ton  transporte  rorigine  au  centre,  le  terme  constant  prend  la  râ- 
leur —  5,  et  réquation  se  réduit  à 

4®'  +  3y*  +  9s,*  +  Sxz  +  ixy  —  5  =  0. 
En  résolvant  par  rapport  à  a;,  on  a 

255=  —  y  —  ai  d=  j/—  ay*  — 5z*  +  4yz  +  5. 

L'équation  —  ay*  —  5z*  +  4yz  +  5  =  o 

représente  une  ellipse  réelle;  le  terme  constant  sous  le  signe  radical 
étant  positif,  la  surface  se  projette  sur  le  plan  des  yz  à  l'intérieur  de 
l'ellipse;  c'est  donc  un  ellipsoïde. 

Si  l'on  remplaçait^  dans  l'équation  donnée,  le  terme  constant  9  par  ij 
la  nouvelle  équation  ainsi  obtenue  ne  représenterait  plus  qu'un  point. 
Si  l'on  remplaçait  le  terme  constant  par  un  nombre  plus  grand  que  1 4 
l'équation  n'admettrait  plus  de  solutions  réelles. 

Exemple  H.  4»* — i5y"  +  i4y«  +  4*» — ixy  +  4x9— 34y  +  a4x — 18 =0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

a»  —  y  +  «  +  X  =  o,    ax  +  i5y  —  7Z  +  17  =  o,    as  +  7y  +  is  =  o. 

3  3 

Elles   n'admettent   qu'une  solution  x  =  —  -,  y  = ,  x  =  —  1. 

Lorsqu'on  transporte  l'origine  au  centre,  Téquation  de  la  surface  denrat 

4«>—  i5y*+  i4yx  +  4^— 4^— 6=0* 
Celle-ci  résolue  par  rapport  à  x  donne 

a«  =  y  — jr±v/-8'  +  iGy^— i6y2  +  e. 
L'équation  «*  +  iGy^  -^  i6y2  -f  6 :9  o 
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représente  une  hyperbole  ;  le  terme  constant  sons  le  signe  radical  étant 
positif,  la  surface  est  un  hyperbololde  à  ane  nappe. 

Lorsqu'on  remplace  dans  Féipiation  proposée  le  terme  —  x8  par — xa, 
on  obtient  nne  nouyelle  éqnation  qni représente  un  cône;  si  Ton  rem- 
place le  terme  constant  par  an  nombre  plus  gran<]i  qae— xa,  on  a  on 
hyperbololde  à  denx  nappes. 

ExBMPLB  m.  4a*  +  4y*  +  ia«*—  i2y«  +  4^  +  4«  +  ay  +  3«  =  o. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

a»-f-y  +  x  =  o,    2X  +  4y  — 6j5  + x  =  o,    4y  — 8z  — x  =  o. 

1^  Ton  retranche  la  première  de  la  seconde,  on  obtient  Téquation 

y  — 22  =  0,    ou    4y  — 8z  =  o, 

incompatible  avec  la  troisième.  L'équation  proposée  représente  done 
une  surface  dépourrue  de  centre.  L'équation  de  la  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  des  xy  est 

4»*  +  4y'  +  4^  +  4®  +  ay  =  o; 

cette  section  étant  une  ellipse,  la  surface  est  un  parabololde  elliptique. 
L'axe,  ayant  pour  coefficients  angulaires — x  et  a,  est  représenté  par 
les  équations 

—(8»  +  4y  +  4) =2«  +  4y — 6^  + 1  =  24*  —  "y  +  5. 

Exemple  IV.  4»«—  ay*  —  i2x«  +  x2yz  +  ^  +  4»  +  2y  +  Sxsso* 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

2X  +  y  +  i  =  o,    20?— 2y +  6*  +  1=0,    4y  — 8;5  +  x  =  o. 

Si  Von  retranche  la  seconde  de  la  première,  on  obtient  l'équation 
y— 2Z  =  o,  incompatible  avec  la  troisième;  ainsi  la  surface  n'a  pat 
de  centre.  Le  plan  des  osy  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole 

4aî*  —  ay*  + 1^  +  405  +  2^  =  0, 

la  surface  est  un  parabololde  hyperbolique,  dont  Taxe  a  pour  équations 

— (8œ  +  4y  +  4)  =  —  ay  +  6«  +  20?  +  I  =  —  24z  +  i2y  +  3. 

Exemple  V.  ac*  +  2y*  +  4j5«  —  4yx  —  2a?y  +  20?  —  2y  —  4  =  o. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

Jc  — y+i  =  o,    2y  — 2j  —  x— 1  =  0,    y  —  2z  =  o. 

fin  ajoutant  les  deux  premières,  membre  à  membre,  on  obtient  la  troi- 
sième ;  donc  la  surface  admet  pour  centres  tous  les  points  de  la  droite 
•=  22—1,  y  =  2Z.  Sa  trace  sur  le  plan  XOY  est  Tellipse  réelle 

«■  +  ay*  —  2aDy  +  2X  —  2y  —  4  =  o« 
JUnsi  la  surface  est  un  cylindre  elliptique. 
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TROISIEME  MÉTHODE 

m  A.  Cette  méthode,  déjà  appliquée  au  n®  laS,  repose  sur  la 
décomposition  du  polynôme  du  second  degré  en  une  somme  de 
carrés  de  fonctions  linéaires  des  variables  ;  l'un  des  carrés 
étant  remplacé,  dans  certains  cas,  par  une  fonction  du  premier 
degré.  Montrons  d'abord  comment  se  fait  la  décomposition 
quelque  soit  le  nombre  des  variables.  Dans  ce  qui  suit,  les  lettres 
ab  ck  désigneront  des  quantités  constantes,  et  les  lettres  a  p  y 
des  fonctions  linéaires  d'une  ou  de  plusieurs  des  variables  j;  y  i. 

Considérons  en  premier  lieu  un  polynôme  du  second  degré 
à  une  seule  variable  x^ 
(i)  Aa:«  +  2B«  +  C  ; 

le  coefficient  A  étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire  le  po- 
lynôme 

et,  par  conséquent,  le  ramener  à  la  forme 
(a)  aa«  +  k. 

Soit  maintenant  un  polynôme  du  second  degré  à  deux  va* 
riables 
(5)  Ax*  +  2Qxy  +  Cy*  +  aDa?  -J-  aEy  +  F, 

dans  lequel  nous  supposerons  d'abord  que  Tun  des  coefficients 
de  X*  et  de  y*,  G  par  exemple,  n'est  pas  nul.  Le  polynôme  (3) 
est  du  second  degré  par  rapport  à  y  ;  en  l'ordonnant  par  rap^ 
port  à  cette  variable,  on  a 

Cy*  +  2  (Bo:  +  E)y  +  Aar*  +  aDa?  +  F  = 

0  (,  +  5î±î)'+ A,. + .D«+ F  -  <2î±SÎ . 

La  seconde  partie  Ar*  4-î^Da:-[-F — ^ — ~— ^ est  un  polynôme 

•en  X  du  second  ou  du  premier  degré,  ou  une  constante.  Si 
elle  est  du  second  degré,  on  la  mettra  sous  la  form'^'^P  +  '^i 
ainsi,  lorsque  le  coefficient  G  n'est  pas  nul,  on  peut  ramener 
le  polynôme  (3)  à  l'une  des  formes 

(4)  a««  4-  b^^  +  *, 

(5)  ûa«  +  p, 
i8)                                    aa«  +  *. 


J 
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Lorsque  les  deux  coefficients  A  et  C  sont  nuls  ià  la  fois, 
B  est  nécessairement  différent  de  zéro,  et  Ton  a 

aBary  +  aDar  +  aEy  +  F  =  aa?  (By  +  D)  +  aEy  4-F 
=  g(Ba:  +  E)(By  +  D)-l(aDE-BF); 

le  polynôme  prend  la  forme 

{7)  ap+*. 

n  est  bon  de  remarquer  que  la  forme  (7)  se  ramène  à  la  forme 

(4)  ;  car  on  a  identiquement 


■'=C4-T-C-^T- 


Mais  les  polynômes  -^, contiennent  les  deux  variables 

X  et  y,  tandis  que  dans  le  polynôme  (4)  la  fonction  p  ne  ren* 
ferme  que  la  variable  x. 
Considérons  enfin  un  polynôme  à  trois  variables 

(8)  Ax« + A'y* + A'z»  +  aByz  +  aB'za?  +  zB'xy 

+  aCa?  +  aCy  +  aC'z  +  F, 

et  supposons  que  l'un  des  carrés,  z*  par  exemple,  ait  son  coef- 
ficient différent  de  zéro.  En  ordonnant  par  rapport  à  z,  on  a 

A'z*+a(By+B'a:+COa?+Ar»+A'y*+aB''ary+.aCa:+aC'y+F= 
A^(z+^^  +  ^^  +  ^y+A3g'  +  Ay  +  aB-^y+aCa?+aay 

"^  A" 

La  seconde  partie  est  nn  polynôme  du  second  ou  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  variables  x  et  y,  ou  une  con- 
stante; si  elle  est  du  second  degré,  on  la  mettra  sous  Tune 
des  formes  (4),  (5),  (6);  ainsi  le  polynôme  (8)  prendra  Tune 
des  formes 

(9)  aa«+iB«-t-CY»-|-*,      (10)  aa»+ip»+Y,      (11)   aa«+*p«+ft, 

(la)  aa»+p,       (i3)  aa»-f  jfc. 

Lorsque  les  trois  coefficients  A,  A',  A'  sont  nuls  à  la  fois, 
l'un  au  moins  des  coefficients  B,  B',  B%  par  exemple  B,  est 
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différent  de  zéro;  alors  on  a 

a3yz  +  aB'xar + aB'a:y  +  aCar  +  C'y  +  aCTz  +  F 
'      =  a(aBy  +  aB'ar  +  aO)  +  aB'ary  +  aCa?  +  aC'y  +  F 

=  («  +  g^x+g)(aBy  +  aB'a:  +  a(r)  +  aCj?  +  F 
aB'B' 


X»  — 


aB'C        aB'C        aC'CT 
X =r— a:  — 


B    "^  B    "^        B    "^        B 

La  seconde  partie  étant  un  polynôme  en  x  du  second  degré 
au  plus,  le  polynôme  proposé  peut  être  ramené  à  Tune  des 
formes 

(i4)  ap+CY'+*» 

(i5)  «p+T, 

(i6)  ap+*. 

Si  Ton  remplace  le  produit  «p  par  (--^)  —  ("~^  )  »  ^^^ 

formes  (14),  (i5),  (16)  se  ramènent  aux  formes  (9),  (10),  (n). 

S7S.  Gela  posé,  lorsqu'on  donne  une  équation  numérique 
du  second  degré,  on  commence  par  ramener  le  premier 
membre  de  cette  équation  à  l'une  des  formes  précédentes,  et 
il  est  facile  d'en  déduire  l'espèce  de  la  surface.  Considérons, 
par  exemple,  le  cas  où  l'équation  est  de  la  forme 

(9)  aa»  +  *p«  +  CY*+*=o. 

Imaginons  que  l'on  effectue  une  transformation  de  coordonnées 

en  prenant  pour  plans  des  y^if,  des 
/a/,  et  des  x^y^  les  plans  défiais  par 
les  équations  a  =  o,  p=o,  7=0. 
D'un  point  quelconque  M  de  l'espace 
(flg.  317)  abaissons  une  perpendicu* 
laire  MN  sur  le  plan  X'OT'  et  menons 
MI  parallèle  à  OT;  désignons  par 
X,  y,  z  les  anciennes  coordonnées  du 
point  M,  par  x',  y',  z*  les  coordonnées 
nouvelles,  par  0  l'angle  des  deux  droites  MN,  MI,  angle  qui 
est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace,  et  soit  enfin 
T=  »»"?  +  «y  +p«  +  y.  La  perpendiculaire  MN  a  pour  expres- 


pig.  «7. 
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sien  dans  le  premier  système  de  coordonnées  (n*  438) 

et  dans  le  second 

MN  =  ita'cos  d. 

Dans  chacune  des  formules,  le  signe  du  second,  membre 
change  lorsque  le  point  M  passe  d'un  côté  du  plan  X'OT'  i 

l'autre  ;  si  donc  on  appelle  A  le  produit  v/wi*+n*  4-p*  X  cos  0, 
affecté  d'un  signe  conyenable,  on  aura  pour  tous  les  points  de 
l'espace  la  relation  y  =  Az*.  On  démontrerait  de  même  les  re- 
lations p=i^y',  «:=/x'.  Il  en  résulte  que  l'équation  de  la  sur- 
face, par  rapport  aux  nouveaux  axes,  est 
(  1 7)  a/ V»  +  ô^»y'«  +  cAV»  +  *  =  o. 

La  surface  est  une  surface  à  centre  unique,  et  les  nouveaux 
plans  des  coordonnées  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués. 
L'espèce  de  la  surface  est  indiquée  immédiatement  par  les 
signes  des  coefScients  a,  ft,  Cy  A. 

576.  Remarque  I.  Cette  transformation  des  coordonnées 
supposequelesplans  définis  par  les  équations  a=o,  p=o,  y=o 
se  coupent  en  un  point  unique.  Cette  condition  peut  n'être  pas 
remplie,  lorsque  les  fonctions  linéaires  a,  p,  y  sont  prises  ar- 
bitrairement; mais  elle  l'est  toujours,  lorsque  ces  polynômes 
proviennent  de  la  transformation  d'une  fonction  du  second 
degré  d'après  la  méthode  indiquée  ;  car,  alors,  chaque  poly- 
nôme contient  une  variable  de  moins  que  le  précédent. 

Remarque  II.  Lorsque  les  trois  coefficients  a,  ô,  c,  n'ont 
pas  le  même  signe,  la  surface  est  un  hyperboloïde  ;  si,  dans 
réquation  (17),  on  supprime  le  terme  constant  A,  on  obtient 
l'équation  du  cône  asymptote  par  rapport  aux  nouveaux  axes  ; 
on  en  conclut  qu'en  supprimant  la  même  constante  A  dans 
l'équation  (9),  on  obtiendra  l'équation  du  cône  asymptote  par 
rapport  aux  axes  primitifs. 

.  Remarque  III.  Lorsque  a  et  i  sont  positifs,  c  et  A  négatifs, 
la  surface  est  un  hyperboloïde  aune  nappe.  Si  Ton  pose  e=^C|9 
i  =  —  A|,  réquation  devient 

oa»  —  c,Y»  =  Al  —  Ap*. 
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Les  deux  systèmes  de  génératrices  rectiligoes  sont  donnés 
par  les  éqaations 

otv^+YV^c7=x(v/Â7+Pv^*),  («v/5+T\/c;=i*(v/*',-?v/j), 

A  \  p. 

dans  lesquelles  X  et  (i  sont  des  paramètres  arbitraires. 

877.  Lorsque  le  premier  membre  de  Téquation  se  réduit 
à  la  forme  (lo),  on  reconnaît  par  la  même  transformation  que 
la  surface  est  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique,  sui- 
vant que  les  coefficients  a  et  A  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires.  Dans  ce  dernier  cas,  si  l'on  suppose  a  positif,  ônè- 
gatit  et  égal  à — ij,  les  deux  systèmes  de  génératrices  recii- 
lignes  sont  définis  par  les  équations 

A  \  (A 

les  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 

av/a"+PV^Â7=0t 
celles  du  second  système  au  plan 

«»/â— Pt/*r=o; 
Tensemble  des  deux  plans  directeurs  est  représenté  par  U- 
quation  aa* — ftp*=o,  ce  qui  est  conforme  à  la  remarque  à 
n*  570. 

Lorsque  le  premier  membre  se  réduit  à  la  forme  (u)i  ^û 
prenant  pour  nouveaux  plans  des  coordonnées  les  deux  plans 
«=o,  p=o,  et  un  troisième  plan  non  parallèle  à  la  droite  d'in- 
tersection des  deux  premiers,  on  reconnaît  que  la  surface  est 
un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique.  La  forme  (la)  corres- 
pond au  cylmdre  parabolique,  et  la  forme  (i3)  au  système  àe 
deux  plans  parallèles. 

Les  formes  (14),  (i5,)  (16)  se  ramènent  aux  précédentes; 
mais  cette  réduction  n'est  pas  nécessaire.  On  voit  directement 
que  la  forme  (14)  donne  un  hyperboloïde  aune  nappe,  sic  et i 
ont  des  signes  contraires;  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  s'ils 
ont  le  même  signe.  Dans  le  premier  cas,  soit  c  positif,  *  négatif 
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et  égal  à—*,  ;  les  équations  des  deux  systèmes  de  génératri- 
ces rectilignes  de  la  surface  sont 


La  forme  (i5)  correspond  au  paraboloïde  hyperbolique;  les 
deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  sont  représentés 
par  les  équations 

&  =  — -,  Î   «=  — ï. 

Enfin  la  forme  (16)  donne  un  cylindre  hyperbolique. 

878.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  les  axes  rec- 
tangulaires. On  peut  employer  la  même  méthode  de  transfor- 
mation quand  les  coordonnées  sont  obliques,  et  Ton  recon- 
naît aisément  que  Ton  a 

6  et  0'  étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  y=o  fait  avec 
les  axes  OZ  et  O'Z';  il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  y=Az',  h  étant  une  constante. 

Exemple  I.  4aî*  +  3y*  +  9**  +  Soîz  +  ixy  +  4y  +  8-ï  +  9  =  o.  Le 
premier  membre  de  réquation,  ordonnée  .par  rapport  à  a?,  est 

\a^  +  4a?(y  +  2*)  +  3y«  +  9««  +  4^+82  +  9, 
ou  (ax  +  y  +  22)*  —  (y  +  az)^  +  Zy^  +  9«*  +  4y  +  8z  +  9, 

€t,  en  faisant  les  réductions  dans  la  seconde  partie, 

{2X+y  +  2z)«  +  a.v»  +  5i«  —  4yi  +  4y  +  8z  +  9, 
La  seconde  partie,  ordonnée  par  rapport  à  y,  devient 

ay*— 4y(«— i)  +  5s«  +  8z  +  9  =  a{y— z+i)«— 2(z— i)«  +  5z«+8z  +  9. 

Enfin  la  dernière  partie  de  ce  nouveau  polynôme  est 

3z»  +  itz  +  7  =  3  (z  +  a)«  —  5. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  proposée  peut  se  mettre 
tous  la  forme 

(ta?  +  y  +  az]a  +  afy-  z  +  i)'  +  5(z  +  2)^-5  =  o. 
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GBite  éqaatioii  représente  an  ellipsoïde,  et  les  trou  plans  définis  pa 
les  équations 

a»-fy  +  az  =  o,    y— z  +  i  =  o,    «  +  a  =  o, 

s  ont  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface.  Ces  plans  se 

coupent  au  point  x  =  ^,y=— 3,  x=: — a,  qui  est  le  centre  de  la  sur- 

face. 

Exemple  IL  4»*— i5y*+i4yx+4ïap— 4a?y + 4ap— 34y  +  a4s— iSse^ 
On  a  successivement 

4x*  — 152/*+  i^yz  +420; — 4a?y  +  4®— 34y+  245  —  18 
=  4aj*  +  ^x{3  —  y  4- 1)  —  i5y*  +  i^yz  —  34?^  +  a4*  —  *8 
=  (aœ  —  y  +  z  +  i)*  —  iGy'  +  i6y*— z*  -'  S^y  +  asz— 19; 

puis 

—  i6y^+i6y(z— 2)— z*4-flaz  — 19=— 4(ay— z  +  aj«  +  5z«+6i-3 

et  enOn  3z^  +  6z  —  3  =3 (z  + 1)*  — 6. 

L'équation  proposée  prend  la  forme 

(aœ  — y-f  z+i)*— 4(2y— z  +  2)«  +  3(z+  i)«  — 6=0; 
elle  représente  un  hyperbololdc  à  une  nappe.  Les  équations  des  ta 
systèmes  de  génératrices  rectiligues  de  la  surface  sont 

aoî  +  Sy— z  +  5  =  x[v^+(z+  i)v/3]f 
ax— 5y  +  3z— 3=  i  [v/6  — {z+ 1)4/3]; 

ax  +  3y-.z  +  5  =  ii  [v^—  (z  +  i)  v/s], 
aar  — 5yH-3z  — 3  =  -  [v/6+ (z+ i)/3]. 

L*équation  du  cône  asymptote  est 

(aa;  — 2/4.z  +  i)2  — 4(ay  — z  +  a)*  +  3(z+  i)a=ro. 
Exemple  III.  4a?^  +  4y>  +  laz*  —  layz  +  4ajy  +  4»  +  ay  +  3i=* 
On  a  4ic«  +  4x(y  +  i)  +  4y5  +  iaz«  —  layz  +  ay  +  3z 

=  (ax  +  y  +  i)'  -f  3y'  +  laz*  —  layz  +  3z  —  i, 
3y«  +  iaz«—  layz  +  3z—  i  =3(y  —  az)'  +  3z  — i, 
et  Téquation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(aa?  +  y  +  i)«  +  3(y  —  az)«  +  3z  —  i  =  o; 
elle  représente  un  parabololde  elliptique. 

Exemple  IV.  ix^ — ay*  —  i2z>  +  i2yz  +  4xy  +  4»  +  ay  +  5< ^^ 
L'équation  se  met  sous  la  forme 

(2»  +  y  +  i)'  —  3(y  —  az)*  +  (3z—  i)  =0; 
•Ue  représente  un  parabololde  hyperbolique. 
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Les  deux  systèmes  de  génératrices  rcctilignes  de  la  surface  sont 
donnés  par  les  équations 

M»  +  y  + 1  — (y— «*)  i^= j  U  —5*); 
t»  4-  y  + 1  +  (y — m)  v/5  =  I*  (i  —  3z), 

a«  +  y+  X  — (y  — a«)  i/3=:î- 

Exemple  V.  ac*  +  4y*  +  z*  —  4yz— azx  +  4»y  +  6x  +  4y  —  5z  +  S=o. 
Ordonné  par  rapport  à  x^  le  premier  membre  3*écrit 

«*  +  a«(ay — JB  +  5)  +  4y*  +  «*— 4y^  +  4y— 5-»  +  6 
=  («  +  ay  — z  +  5)*— 8y  +  * — 6, 

0t  réqnation  proposée  prend  la  forme 

(oî  +  ay  — «  +  5)>  +  («— 8y  — 6)  =  o; 

elle  représente  un  cylindre  parabolique  ;  les  arêtes  du  cylindre  sont 
parallèles  à  la  droite  déterminée  par  les  deux  équations 

aî+ay— a  +  3  =  o,    z  —  8y  —  6  =  o. 

Exemple  VI.  Indiquer  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équation 

œ*  +  (am*  +  i)(y*  +  z*)  — a(ys  +  2x  +  xy)  =  am*  — 3m+  i, 

dans  laquelle  ta  est  un  paramètre  rariable.  Le  second  membre  est  un 

polynôme  da  troisième  degré  dont  les  racines  sont  z  et  ITi — L.  ;  si 

a 

l'on  pose  «'=-V^±i,  m'=  V^JLi,  on  écrira  ce  polyn&me  .ou. 

9  a 

la  forme 

a(m — m')  («i  —  m')  («1— x). 

Lorsque  le  paramètre  m  est  différent  de  zéro,  si  l'on  transforme  le 
premier  membre  en  une  somme  de  carrés,  Téquation  devient 

(x-y-x)"+  am«  (y  -^)*+  a  (m«-  -^ 

=  a(m  — m')  {m—m')  (wi— x). 
Lorsque  le  paramètre  m  est  égal  à  zéro,  Téquation  se  réduit  à 

(»— y— z)*— 4y'«f  =  i* 

La  racine  m!*  est  plus  petite  que  l'unité,  la  valeur  absolue  de  m' est  au 
contraire  plus  grande  que  l'unité. 
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i«  Qaand  le  paramètre  m  a  une  valeur  comprise  entre— od  etn', 
les  coefficients  c/es  carrés  étant  positifs  et  le  second  membre  négatif 
on  a  un  ellipsoïde  imaginaire.  Lorsque  m  acquiert  la  valeur  m\  le 
lieu  est  un  point. 

a*  Quand  m  est  compris  entre  m'  et — i,  les  coefficients  des  carrés 
étant  positifs,  ainsi  que  le  second  membre,  la  surface  est  un  ellipsoïde. 
Pour  fn=—  I,  Tellipsolde  se  change  en  un  cylindre  elliptique. 

30  Quand  m  est  compris  entre  —  i  et  m',  le  lieu  est  un  hjperboloîde 
à  une  nappe.  Cet  intervalle  comprend  la  valeur  m  ^  o,  à  laquelle  oe 
convient  pas  la  première  forme  ;  mais  la  seconde  forme  montre  qo« 
dans  ce  cas  la  surface  est  toujours  un  hyperbololde  à  une  nappe.  Pour 
m:=r.m''f  rhjperboloîde  se  change  en  un  cône. 

4^  Lorsque  m  est  compris  entre  m'  et-f  i,  le  second  membre  déte- 
nant négatif,  on  a  un  hyperbololde  à  deux  nappes.  Pour  m=  i,  oni 
une  droite. 

5<>  Enfin  quand  m  est  compris  entre  i  et  +  00 ,  on  a  de  nourean  qji 
ellipsoïde. 

Pour  que  la  surface  soit  de  révolution,  conmie  les  trois  coeffideots 
BfB'fh"  sont  différents  de  zéro,  il  faut  que  Ton  ait  les  relations 

B'B'__    ,      B-'B^  BB' 

qui  se  réduisent  ici  à  m  =  o.  Dans  ce  cas,  Téquation  peut  être  miN 
BOUS  la  forme 

a  («*  +  y*  +  «*)  -  («  +  y  +  x)»  =  I  ; 
«t  l'on  voit  par  cette  forme  même  que  la  surface  est  de  révotaU 


.^ 
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CHAPITRE  VII 

Xliéor^mes  §p^néraux  «ur  le»  «urAices  du  second 


570.  L'équation  générale  du  second  degré 

(i)  Ax*  +  Ay  +  A^'z*  +  2Byz  +  nB'zx  +  2B''xy 

+  2Cx+  2C'y  +  2C*z+  F  =  o, 

entre  les  trois  variables  x,  y,  z,  renferme  dix  termes,  et  la 
surface  définie  par  cette  équation  dépend  de  neuf  paramètres 
arbitraires,  les  rapports  de  neuf  coefficients  au  dixième.  Il  faut 
donc  neuf  conditions  géométriques  pour  définir  une  surface 
du  second  degré,  en  supposant  que  chaque  condition  géomé- 
trique s'exprime  par  une  seule  relation  entre  les  coefficients. 
Ainsi,  par  exemple,  une  surface  du  second  degré  est  déter- 
minée par  neuf  points. 

La  ligne  d'intersection  d'une  surface  du  second  degré  et 
d'un  plan  tangent  se  compose  de  deux  droites,  ou  se  réduit  à 
un  point,  c'est-à-dire  à  deux  droites  imaginaires  conjuguées. 
Pour  exprimer  qu*un  plan  est  tangent  à  la  surface,  il  suffira 
donc  d'écrire  la  condition  pour  que  la  ligne  d'intersection  se 
réduise  à  deux  droites.  Ainsi  neuf  plans  tangents  déterminent 
une  surface  du  second  degré. 

On  voit  facilement  qu'un  plan  tangent  avec  le  point  de  con- 
tact équivaut  à  trois  conditions. 

La  surface  est  un  paraboloïde,  lorsque  le  déterminant  des 
équations  du  centre 

AA'A''—  AB» — A'B'»  —  A^*»  +  aBB'B' 

est  nul.  Ainsi  huit  points  suffisent  pour  déterminer  un  para- 
boloïde. 

La  surface  est  un  cône  lorsque  le  centre  est  situé  sur  la 
•orface.  Si  l'on  rend  l'équation  homogène,  on  a  les  équations 


em 
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i  f.  =B'«+  By  +  A'a  +C'/=  o, 
a 

1 /î  =  C«+ Cy  +  C'a  +  F/ =o. 


dont  la  dernière,  en  vertu  de  la  relation  (8)  du  n*  489,  expriite 
que  le  centre  est  sur  la  surface.  Pour  que  ces  quatre  ëqcs- 
tiens  homogènes  et  du  premier  degré  admettent  une  solu- 
tion, dans  laquelle  l'une  des  inconnues  au  moins  soit  diffé- 
rente de  zéro,  il  est  nécessaire  que  le  déterminant 


D  = 


A  B»F  C 

B"  A'  B    C 

B'  B   A."  C" 

C  (y  CF 


soit  nul. 


580.  On  arrive  aux  mêmes  conséquences  par  la  dÀ^mpo- 
sition  en  carrés.  Pour  que  la  surface  soit  un  cône,  il  fact 
qu'après  avoir  formé  les  trois  carrés  variables  on  obtienne 
une  partie  constante  nulle.  Pour  que  la  surface  soit  on  parr 
boloïde,  il  faut  qu'après  avoir  formé  les  deux  premiers  carrés 
la  partie  restante  soit  une  fonction  du  premier  degré  à  une 
seule  variable  ;  on  égalera  à  zéro  le  coefficient  du  terme  da 
second  degré.  Pour  que  la  surface  soit  un  cylindre,  il  faut  que 
cette  partie  restante  soit  une  constante  ;  on  égalera  à  zéro  les 
coefficients  des  termes  du  premier  et  du  second  degré;  sept 
points  déterminent  un  cylindre.  Pour  que  la  surface  soit  un 
cylindre  parabolique,  il  faut  qu'après  avoir  formé  le  premier 
carré,  la  partie  restante  soit  une  fonction  du  premier  degré 
à  deux  variables;  ceci  revient  à  dire  que  la  partie  du  second 
degré  dans  l'équation  proposée  est  un  carré  parfait,  ce  qui 
exige  que  1  on  ait 
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.       B'B'   •    ,     B*B      „     BF 
A--3-=A'— 5,=A-^=r«. 

Ces  relations  expriment  que  l'équation  du  troisième  degré 
en  S  a  une  racine  double  égale  à  zéro.  Six  noints  déterminent 
un  cylindre  parabolique. 

S80  bis.  II  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  précédemment 
{n?  5io)  que  le  signe  du  discriminant  D  reste  le  même  quel 
que  soit  le  système  d'axes  auquel  on  rapporte  la  surface,  et 
quel  que  soit  le  facteur  par  lequel  on  multiplie  tous  les  coef- 
ficients de  réquation  de  la  surface.  La  signification  géomé- 
trique de  ce  signe  est  la  suivante  : 

Si  D  >  0,  la  surface  est  entièrement  imaginaire  ou  admet 
deux  systèmes  de  génératrices  (ellipsoïde  imaginaire,  hyper- 
boloïde  à  une  nappe,  paraboloïde  hyperbolique). 

Si  D  <o,  la  surface  est  convexe  (ellipsoïde  réel,  hyperbo- 
ioïde  à  deux  nappes,  paraboloïde  elliptique). 

SiD  =  o,  la  surface  est  développable  (cône,  cylindre  ou 
système  de  plans). 

En  effet,  supposons  la  surface  réelle  et  prenons  pour  origine 
un  point  quelconque  de  la  surface,  pour  plan  des  xy  le  plan 
tangent,  pour  axe  des  z  la  normale  :  alors  l'équation  devient 

Ax*  +  xy  +  k'z*  +  aByr  +  aB'xz  +  aB^ary  +  2C*z  =  o 

et  l'on  a 

D  =  C'«(B''»  — AA'). 

D'autre  part  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent 
jB  r=  0  se  compose  des  deux  droites  ayant  pour  équation 

Aa?«  +  A'y»  +  iiWxy  =  o. 

Si  donc  D  est  positif,  ces  droites  sont  réelles  et  distinctes  et, 
par  chaque  point  de  la  surface,  il  passe  deux  génératrices  ; 
SI,  au  contraire,  D  est  négatif,  ces  droites  sont  imagi- 
naires et  la  surface  n'admet  pas  de  génératrices  ;  elle  est 
convexe. 

Nous  avons  supposé  la  surface  réelle  ;  si  elle  est  imaginaire 
son  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (n»  Su) 

Sa:«  +  Sy-}-SV  +  H  =  o 


688  LIVRE  VI,  CHAPITRE  VIL 

OÙ  s,  S',  S^  H  ont  le  même  signe  ;  alors  le  discriminant  D= 
SS'S'^H  est  positif.  Donc,  lorsque  D  est  positif  ou  bien  la  sur- 
face est  entièrement  imaginaire,  ou  bien  elle  est  réelle  et, 
dans  ce  cas,  elle  admet  deux  systèmes  de  génératrices. 

SOI.  Pour  qu'une  droite  soit  située  entièrement  sur  une 
surface  de  Tordre  m,  il  faut,  comme  nous  Tarons  vu  an  n*  55i 
que  Téquation  résultant  de  l'élimination  de  â?  et  y  entre  I^ 
équations  de  la  droite  et  celle  de  la  surface  soityérifléequelir 
que  soit  2,  ce  qui  donne  m-|- 1  relations  entre  les  paramètres 
variables  de  la  surface.  On  arrive  à  la  même  conclusion,  d'os^ 
autre  manière,  en  observant  que,  pour  que  la  droite  appar- 
tienne à  la  surface,  il  faut  et  il  suffît  que  les  coordonoées 
de  m  4-  1  de  ses  points  vérifient  Téquation  de  cette  surface. 
Bn  particulier,  si  la  surface  est  du  second  degré,  une  droite! 
équivaut  à  trois  points  et  trois  droites  déterminent  la  surface. 
Si,  parmi  les  points  donnés,  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
sont  sur  une  même  droite,  ces  points  ne  devront  être  compta 
que  pour  trois. 

Trois  droites  quelconques  définissent  un  hjperboloïde  a 
une  nappe.  Deux  droites  quelconques  et  deux  points  deb* 
nissent  un  paraboloïde  hyperbolique.  Cinq  droites  passant 
par  un  même  point  définissent  un  cône  du  second  degré; 
car  les  points  où  ces  cinq  droites  percent  un  plan  détermi- 
nent une  courbe  du  second  degré  qui,  avec  le  sommet,  dé- 
finit le  cône. 

582.  Théorème  I.  Par  neuf  points  donnés^  non  situés  dm^ 
même  plan,  on  peut  toujours  faire  passer  au  moins  une  swrfa^^^ 
second  ordre. 

Il  suffit  de  répéter  ici  le  raisonnement  du  n*  a^S.  En  ^^' 
vant  que  la  surface  représentée  par  Téquation  (i)  passe  parle* 
neuf  points  donnés,  on  a  neuf  équations  homogènes  et  du  pr^ 
mier  degré  entre  les  dix  coefficients  inconnus  A,  A't  A',  B,  B*» 
B',  C,  C,  C,  F;  d'après  le  principe  établi  au  n<»  274,  ^  ^^^' 
tions  sont  vérifiées  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs d^* 


^ 
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Inconnues,  dont  Tune  au  moins  est  différente  de  zéro.  Dans  au- 
cune de  ces  solutions,  les  huit  premières  inconnues  no  sont 
nulles  à  la  fois  ;  car  alors  on  aurait  aussi  F  =  o.  Nous  remar- 
quons en  outre  que  les  six  premières  inconnues  ne  peuvent  être 
nulles  à  la  fois;  car  Téquation  (i)  se  réduirait  au  premier  de- 
gré et  représenterait  un  plan  passant  par  les  neuf  points  don- 
nés.  En  attribuant  aux  dix  coefficients  les  valeurs  qui  consti- 
tuent Tune  des  solutions  précédentes,  on  a  une  surface  du 
second  degré  passant  par  les  neuf  points  donnés. 

On  obtient  immédiatement  l'équation  de  la  surface  à  l'aide 
d'un  déterminant  (n*  270). 

583.  TnéoRÈME  II.  Par  la  ligne  d'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre ^  et  un  points  on  peut  faire  passer  une  surface 
du  second  ordre  et  une  seule. 

Soient  S  =  0,  S,  =0  les  équations  de  deux  surfaces  du  se* 
cond  ordre;  l'équation  S— A  S|=o,  dans  laquelle  k  est  un  pa- 
ramètre arbitraire,  représente  une  surface  du  second  ordre 
passant  par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  intersec- 
tlon  des  deux  premières  ;  or  on  peut  déterminer  le  paramè- 
tre k  de  manière  que  cette  surface  passe  par  un  point  M  pris 
à  volonté  dans  l'espace.  Ainsi,  par  la  ligne  d'intersection  des 
deux  surfaces  données  et  le  point  M,  on  peut  toujours  faire 
passer  uno  surface  du  second  degré. 

D'ailleurs  il  est  facile  de  démontrer  qu'on  n'en  peut  faire 
passer  qu'une.  En  effet,  un  plan  quelconque  passant  par  le 
point  M  coupe  les  deux  surfaces  S  et  S^  suivant  deux  coniques; 
ces  deux  coniques,  situées  dans  un  même  plan,  ont  quatre 
points  communs  ;  ces  quatre  points  et  le  point  M  déterminent 
une  conique  qui  doit  appartenir  à  la  surface  cherchée  ;  puisque 
chacun  des  plans  menés  par  le  point  M  coupe  les  surfaces 
cherchées  suivant  une  même  conique,  il  ne  peut  y  avoir  deux 
surfaces  différentes  remplissant  les  conditions  énoncées. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  regarder  l'équation 

(a)  S— AS|=o 

comme  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  qui 

UEOM.   ANALYT.  41 
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passent  par  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  S=<», 

tt84.  CiOROLLÀiRE.  Considérons  les  deux  coniques  suivant 
lesquelles  une  surface  du  second  ordre  S  =  o  est  coupée  par 
deux  plans  a=oetp=:o;  l'équation  ap  r=  o  définissant  une 
surface  du  second  ordre,  l'équation 

(3)  S— *ap=o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent 
par  ces  deux  coniques. 
De  même  l'équation 

(4)  «p— *y5=o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par 
les  quatre  droites  d'intersection  des  deux  systèmes  de  plans 
ap  =  o,  7^=0.  Ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère 
gauche. 

885.  TH^ORiMB  III.  Lorsqtœ  deux  coniques  situées  dam  i» 

plans  différents  ont  deux  points  cùmmunSy  on  peut  par  ce%  deux 
coniques  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre. 

Si  l'on  prend  sur  chacune  des  deux  coniques  trois  autres 
points,  on  a  en  tout  huit  points  par  lesquels,  d'après  le  théo- 
rème I,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second 
ordre.  Considérons  l'une  de  ces  surfaces;  les  plans  des  deux 
coniques  coupent  cette  surface  suivant  deux  coniques  ajant 
chacune  cinq  points  communs  avec  l'une  des  coniques  don- 
nées, et,  par  conséquent,  coïncidant  avec  celles-ci.  Il  résulte 
d'ailleurs  de  ce  qui  précède  qu'un  point  extérieur  suffit  pour 

déterminer  la  surface. 

886.  Théobêbie  IV.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  ordrt 
ont  cinq  points  communs  situés  dans  un  même  plan^  la  ligne  din- 
terseetion  des  deux  surfaces  se  compose  de  deux  courbes  planes. 

Supposons  que  les  deux  surfaces  S  et  Si  aient  cinq  poin*^ 
communs  situés  dans  un  même  plan  P  ;  ces  cinq  points  déter- 
minent une  conique  C  qui  appartient  aux  deux  surfaces.  P^^ 
nons  trois  autres  points  communs  non  situés  dans  le  plan  Pi 
le  plan  F  qui  passe  par  ces  trois  points  coupe  la  conique  C  en 
deux  points  qui,  avec  les  trois  précédents,  déterminent  un» 
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conique  G  appartenant  aussi  aux  deux  surfaces.  Les  deux 
surfaces  ne  peuvent  avoir  un  point  commun  non  situe  sur  les 
coniques  G  et  C,  sans  quoi  elles  coïncideraient,  en  vertu  du 
théorème  précédent.  La  ligne  d'intersection  se  compose  donc 
des  deux  coniques  G  et  G'. 

B&7.  Corollaire.  Une  sphère  passant  par  une  section  circu' 
taire  d'une  surface  du  second  ordre  coupe  la  surface  suivant  un 
second  cercle.  Car»  dans  ce  cas,  la  ligne  d*intersectioD  de  la 
surface  et  de  la  sphère  se  compose  de  deux  courbes  planes. 

D'après  cela,  toute  section  circulaire  dont  le  plan  passe  par 
le  centre  de  la  surface  appartient  à  une  sphère  concentrique 
coupant  la  surface  suivant  deux  courbes  planes.  On  obtient 
donc  tous  les  plans  cycliques  passant  par  le  centre,  en  cher- 
chant les  sphères  concentriques  qui  coupent  la  surface  suivant 
deux  courbes  planes.  C*est  la  méthode  analytique  suivie  au 
n^  517.  Pour  chaque  sphère,  le  système  des  deux  plans  cycli- 
ques est  représenté  par  une  équation  homogène  et  du  second 
degré  en  Xj  y,  z. 

tf88.  Théorbhb  y.  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  se 
touche^it  en  detix  points,  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes j  sauf  dans  un  cas  exceptionnel. 

Considérons  deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se  touchent 
en  deux  points  a  et  6.  Soit  c,  un  troisième  point  c  ommun  aux 
deux  surfaces  ;  par  les  trois  points  a,  b,  c  faisons  passer  un 
plan  P,  ce  plan  coupera  chacune  des  surfaces  suivant  une 
conique  ;  ces  deux  coniques  ont  trois  points  communs  a,  b,  c 
et  les  mêmes  tangentes  en  deux  points  a  et  b;  donc  elles  se 
confondent  (n?  280).  Puisque  le  plan  P  coupe  les  deux  sur- 
faces suivant  la  même  courbe,  il  résulte  du  théorème  IV 
que  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  est  formée  de 
deux  coniques. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  plans  tan 
gents  en  a  et  en  fr  ne  se  coupent  pas  suivant  la  droite  ab.  Si 
ce  cas  exceptionnel  se  présente,  la  droite  ab  fait  partie  de 
l'intersection,  car  elle  coupe  chacune  des  surfaces  en  quatre 
points,  deux  confondus  en  a  et  deux  en  b;  elle  est  donc  tout 
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entière  sur  chacune  des  deux  surfaces.  L'intersection  totale 
des  deux  surfaces,  devant  être  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  se  compose  alors  de  la  droite  ab  et  d*une  courbe 
gauche  du  troisième  ordre  nommée  cubique  gauche  qui  ren- 
contre ab  en  a  et  b. 

Dans  des  cas  plus  particuliers  encore,  cette  cubique  gau- 
che peut  à  son  tour  se  décomposer  en  une  droite  et  uoe 
conique  ou  en  trois  droites.  Ainsi,  lorsque  les  deux  surfaces 
ont  en  commun  une  deuxième  génératrice  cd  de  système 
différent  de  ab,  c'est-à-dire  dans  un  même  plan  ave  ab,  elles 
se  coupent  suivant  une  première  courbe  plane  formée 
par  les  deux  droites  ab  etcd:  le  restant  de  l'intersection  est 
alors  une  deuxième  courbe  plane,  c'est-à-dire  une  conique 
qui  peut  d'ailleurs  être  décomposée  en  droites  (th.  IV). 

Lorsque  les  deux  surfaces  ont  en  commun,  outre  ab,  uce 
génératrice  a'V  du  même  système  que  ab^  le  restant  de  Fia- 
tersection  est  une  courbe  du  second  ordre  qui  ne  peut  pas 
être  plane,  car,  si  elle  L'était  (th.  IV),  les  deux  droites  ab  et  aé 
seraient  dans  un  même  plan  :  le  restant  de  l'intersection  est 
donc  formé  de  deux  droites  cd  et  &d^  non  situées  dans  on 
même  plan  :  ces  deux  génératrices  cd  et  dd'  appartiennent  à 
un  même  système  différent  de  celui  auquel  appartienneat 
ab  et  a'b\  car  deux  surfaces  ayant  quatre  et  même  trois  géné- 
ratrices communes  d'un  même  système  coïncident  (546, 566 
et58i). 

589.  THioRÈuE  VI.  Lorsque  deux  surfaces  de  second  ordre  » 
touchent  en  ttois points  non  situas  en  ligne  droite,  elles  se  raccor- 
dent le  long  d'une  ligne  plane,  sauf  dans  un  cas  exceptionnel. 

Considérons  deux  surfaces  de  second  ordre  qui  se  touchent 

en  trois  points  a,  b,  c;  ces  surfaces  n'ont  pas  de  point  commun 

en  dehors  du  plan  P  déterminé  par  les  points  a,  b,  c;  car,  si 

'  elles  avaient  un  point  commun  d  en  dehors  du  plan,  P 

'  d'après  le  théorème  V,  chacun  des  trois  plans  dab,  die, 

1  dca  couperait  les  deux  surfaces  suivant  la  même  conique, 

ce  qui  est  impossible.  Les  deux  surfaces  sont  coupées  p^' 

le  planP  suivant  une  même  conique  G;  il  est  aisé 
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voir  qu'elles  ont  le  même  plan  langent  en  chaque  point 
171  de  la  courbe.  En  effet,  le  plan  P  a  même  pôle  par 
rapport  aux  deux  surfaces  puisque  ce  pôle  p  est  à  Tinter- 
section  des  plans  tangents  en  a,  b  et  c.  En  un  point  quel- 
conque m  de  la  conique  C,  le  plan  langent  à  chacune  des 
deux  surfaces  doit  contenir  la  tangenle  en  m  à  C  et  passer 
par  le  point  p;  les  deux  surfaces  sont  donc  tangentes  en  m. 
On  dit  qu'elles  se  raccordent  le  long  de  la  conique  G. 

Cette  démonstration  suppose  qu*aucun  des  trois  plans 
tangents  communs  en  a,  6  etc  ne  coïncide  avec  le  plan  abc. 
Si  le  plan  tangent  en  un  point,  a  par  exemple,  coïncidait 
avec  abc,  les  deux  droites  ab  ei  ac  feraient  partie  de  l'inter- 
section, car  la  droite  ab,  couperait  chacune  des  surfaces 
en  trois  points,  deux  confondus  en  a  et  un  placé  en  b;  elle 
serait  donc  tout  entière  sur  chaque  surface  :  de  mème^  pour 
ac.  Les  deux  surfaces  ayant  alors  en  commun  la  conique 
formée  par  les  deux  droites  ab  et  ac  se  coupent  suivant  une 
deuxième  conique  G  qui  rencontre  la  première  ab,  ac  aux 
points  b  et  c. 

Ô90.  ConoLLAinB  I.  Nous  avons  vu  que  l'équation  S— tap=ro 
représente  une  surface  du  second  degré  qui  passe  par  les 
courbes  d'intersection  de  la  surface  S  =  o  avec  les  plans 
a=o,  p=:o.  n  en  résulte  que  les  surfaces  représentées  par 
l'équation 

(5)  S  -fta«=o 

sont  tangentes  à  la  surface  S  suivant  la  courbe  d'intersection 
G  de  cette  surface  'et  du  plan  a. 

L'équation  (5)  renferme  un  paramètre  arbitraire  k  qui  permet 
de  faire  passer  la  surface  par  un  point  arbitraire;  d'autre  part 
on  démontre,  comme  au  n»  583,  qu'une  surface  qui  doit  être 
tangente  aune  surface  du  second  ordre  en  tous  les  points  d'une 
courbe  plane  et  passer  par  un  point  donné  est  complètement 
déterminée.0upeutdoncregarderréquation(5)commeréqua- 
tion  générale  des  surfaces  du  second |ordre  qui  se  raccordent 
avecla  surface  S  le  long  delà  conique  déterminée  par  le  plan  a. 
SOI.  Corollaire  II.  Deux  coniques  C  et  C\  tracées  sur 
une  même  surface  du  second  ordre  S,  se  coupent  en  deux 
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points  a  et  i  ;  la  corde  ab  est  la  droite  d'intersection  des  plans 
des  deux  coniques;  il  en  résulte  que  deux  surfaces  du  second 
ordre,  qui  se  raccordent  avec  la  première  surface  suivant  deia 
coniques  C  et  C,  se  touchent  en  deux  points  a  et  b,  et  par  con- 
séquent, en  vertu  du  théorème  V,  se  coupent  suivant  deui 
courbes  planes.  Les  équations  des  deux  surfaces  étant  de  b 
forme 

S— Aa«=o,    S— *V«=o, 

les  deux  coniques  qui  composent  la  ligne  d'intersection  sont 
situées  dans  les  plans  Aa*  =  AV". 

892.  Cherchons,  comme  application,  Téquation  du  cône  drcoDsczit 
à  an  ellipsoïde 

(6)  S  +  F*  +  3-^  =  '>' 

et  ayant  pour  sommet  un  point  donné  p  dont  les  coordonnées  sont 
^o  Vi»  ^1-  Le  plan  de  contact  ayant  pour  équation 

iBiX     y^y     z^s 

l'équation  générale  des  sm'faces  du  second  degré  qui  se  raccordeat 
ayec  Tellipsolde  suivant  la  conique  déterminée  par  ce  plan  est 

Si  Ton  prend  h  de  manière  que  Téquation  précédente  soit  yérifiéc  par 
les  coordonnées  X|,  Vi,  jS|  du  point  p,  elle  représentera  le  cône  circoD* 
scrit,  puisqu'il  n'existe  qu'une  surface  du  second  degré  tangente  à  l'el- 
lipsoïde suivant  la  courhe  considérée  et  passant  par  le  point  p;  on  ob- 
tient ainsi  l'équation 

t$93.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

"       a»  ^  6»  ^  c»       '• 
l'équation  précédente,  développée,  devient 
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La  condition  (6)  du  n»  478,  donne  le  lieu  des  sommets  des  cAnet 
circonscrits  à  rellipsolde  (^)  et  capables  d*nn  angle  trièdre  trirectangia 
inscrit  ;  ce  lieu  est  Tellipsolde 
(9)       (6'+c»)aî;  +  (c«  f  a")t/î  +  (a«+6*)  z;=5«c»  +  c»a«  +  a«6*. 

La  condition  (7)  du  mâme  numéro  4781  donne  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  circonscrits  k  Tellipsolde  (6)  et  capables  d'un  angle  trièdre 
trirectangle  circonscrit  ;  ce  lieu  est  la  sphère 

<io)  «î+y;  +  *;=a»  +  6>  +  c», 

que  nous  avons  déjà  trouvée  au  n*'  5 18. 

Nous  ferons  remarquer  que  chacun  des  points  de  la  surface  de 
cette  sphère  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trirectangles  cir- 
conscrits à  rellipsolde;  c'est  pourquoi,  dans  le  calcul  du  n<>  5i8y  on 
a  pu  éliminer  les  neuf  cosinus  entre  les  équations  des  trois  plans 
tangents  et  les  six  relations  qui  existent  entre.ces  cosinus.  En  général, 
le  lieu  des  sommets  des  angles  trièdres  trirectangles  circonscrits  à 
une  surface  donnée  est  un  volume. 

De  même,  chacun  des  points  de  l'ellipsoïde  (9)  est  le  sommet  d'une 
infinité  d'angles  trièdres  trirectangles  ayant  leurs  arêtes  tangentes  à 
l'ellipsoïde  proposé. 

894,  Théorème  VII.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  ordre 
admettent  le  même  plan  diamétral  pour  une  certaine  série  de  cordes 
parallèles^  la  projection  de  la  ligne  d^ intersection  sur  ce  phm^  pc^ 
rallèlement  aux  cordes,  est  une  conique. 

On  sait  que  rélimination  de  z  entre  deux  équations  du  second 
degré  à  trois  inconnues  x,  y,  z  conduit,  en  général,  à  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  entre  x  et  y.  Ainsi  la  ligne  d'intersec- 
tion de  deux  surfaces  du  second  degré  se  projette  généralement 
sur  un  plan  suivant  une  courbe  du  quatrième  degré.  Certains 
<;as  font  exception.  Considérons  deux  surfaces  du  second  degré 
qui  ont  le  même  plan  diamétral  pour  une  môme  série  de 
cordes  ;  si  Ton  prend  ce  plan  diamétral  pour  plan  des  xy  et 
une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  2,  les  équations  des 
deux  surfaces  auront  la  forme  Az*4-C=o,  A'z*4-C'=o,  C  et 
€'  désignant  deux  polynômes  du  second  degré  qui  ne  renier^ 
ment  que  les  deux  variables  a?  et  y,  A  et  A'  deux  constantes, 
L'élim?nation  de  z  entre  les  deux  équations  précéaentes  donne 
une  équation  du  second  degré  A'C — AC'= 0.  C'est  l'équation 
de  la  projection  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces 
sur  le  plan  diamétral.  Lorsque  les  deux  surfaces  ont  une  droite 
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commune,  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  se  projette 
sur  un  plan  quelconque  suivant  une  ligne  droite  et  une  courbe 
du  troisième  degré, 

S9^  Théorème  VIII.  Par  la  Ggne  éCinienection  de  devx  sm^ 
faces  du  second  ordre  passent  quatre  cônes  du  second  degré. 

Soient 

les  équations  des  deux  surfaces,  rendues  homogènes.  L'éqasr 
tion 

dans  laquelle  k  est  un  paramètre  arbitraire,  représente  toa- 
tes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  la  ligne  d*ia- 
tersectioa  des  deux  premières.  On  exprime  que  cette  surface 
est  un  cône  (n«  679)  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  qusr 
tre  équations  homogènes  et  du  premier  degré 

*/x-|-  ?x  =  o, 
(15)  ll^V'^^"' 

On  obtient  ainsi  une  équation  du  quatrième  degré  en  k;  o& 
en  conclut  que  par  la  ligne  dlntersection  des  deux  surfaces 
données  passent  quatre  cônes,  réels  ou  imaginaires. 

ttOG.  Corollaire.  Par  deux  coniques  situées  dans  des  plans  dif- 
férents et  qui  se  coupent  en  deux  points,  passent  deux  cànsM  du  se- 
cond degré. 

On  peut  considérer  les  deux  coniques  comme  la  ligne  d'in- 
tersection d'une  surface  du  second  ordre  f=  0  et  du  sjstème 
de  deux  plans  f  :=xy=:o.  Les  deux  dernières  des  équations 
(i5)  se  réduisant  kkfi  =10,  kfi  =  Oy  le  déterminant  contient 
k*  en  facteur.  A  la  racine  double  i = o  correspond  le  sys- 
tème des  plans  des  deux  coniques.  Après  la  suppression 
de  ce  facteur,  Téquation  du  second  degré  en  k  donne  deux 
cônes. 


THÉORÈMES  SUR  LES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ.    697 

tS97.   L'intersection  de  deu-x  surfaces  de  second  ordre 
S  =  o  ,  S'=o  est,  en  général,  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  que  l'on  nomme  biquadratique  gauche.   Cette 
courbe  est  telle  que,  par  un  point  A  de  Tespace,  on  peut 
mener  deux   droites  (réelles  ou  imaginaires)   s'appuyant 
chacune  en  deux  points  sur  la  courbe.  En  effet,  parmi  les 
surfaces  du  second  ordre  S  -}-  ^  S' = o  qui  passent  par  la  biqua- 
dratique gauche,  il  s'en  trouve  une  qui  passe  par  le  point  Â; 
sur  cette  surface  particulière  on  peut  mener  deux  généra- 
trices réelles  ou  imaginaires  par  le  point  A  :  chacune  d'elles 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  sont  les  points  où  elle 
rencontre  Tune  ou  l'autre  des  deux  surfaces  S  =  o  ,  S'  =  o. 
n  est  important  de  remarquer  qu'il  existe  à'autres  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre;  ces  courbes  sont  unicursales  et 
s'obtiennent  comme  il  suit.  Sur  une  surface  de  troisième 
ordre  S«  prenons  deux  droites  G|  et  G,  non  situées  dans  un 
même  plan  et  faisons  passer  par  ces  deux  droites  une  surface 
du  second  ordre  S|.  L'intersection  des  deux  surfaces  S»  et  S, 
est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  formée  des  deux 
droites  Gp  et  G,  et  d*une  courbe  gauche  G  du  quatrième  ordre. 
Les  génératrices  G  de  la  surface  du  second  ordre  S,  qui  sont 
du  même  système  que  Gi  et  Gi  rencontrent  la  courbe  G  en 
trois  points  qui  sont  les  points  où  ces  génératrices  rencon- 
trent la  surface  S,  ;  les  génératrices  de  S,  de  l'autre  système 
rencontrent  la  courbe  G  en  un  seul  point,  car  elles  rencon- 
trent la  surface  Ss  en  trois  points  dont  deux  sont  situés  sur 
les  droites  G^  et  Gt.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe  G  n'est  pas 
une  biquadratique  gauche^  car  la  surface  S,  est  la  seule  sur- 
face du  second  ordre  passant  par  la  courbe.  En  effet,  soit  S', 
une  surface  du  second  ordre  passant  par  G,  toutes  les  géné- 
ratrices de  Sj  du  système  G  rencontrent  la  courbe,  c'est-à- 
dire  S',,  en  trois  points;  elles  appartiennent  dans  toute  leur 
étendue  à  la  surface  S'i  qui,  par  suite,  coïncide  avec  S|. 

808.  Noie   sur  les  sections  circulaires. 

Soit  une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  équation  en 
coordonnées  rectangulaires 
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f{^y  y>2)  =  ?(^.  y»  2)  +  2Car+  aC'y  +  vX7z  -|-  F  =  o 

où  ^{Xytf,  z)  désigne  l'ensemble  des  termes  da  second  degré 

(p  (ar,  y,  z)  =  Ax» + A'jr'  +  A'js* + 2Byz+ aB'xj:  -f  aB'^xy . 

Nous  allons  démontrer  que  cette  surface  admet  en  g^énéral 
six  plans  de  sections  circulaires  qui  sont  parallèles  aux  plani 
que  représente  Téquation 

quand  on  y  remplace  S  par  Tune  des  racines  de  Téquation  es 
S  ;  parmi  ces  six  plans  deux  seulement  sont  réels  à  savoir  o&si 
que  Ton  obtient  en  prenant  pour  S  la  racma  moyenne  de  Téqna- 
tion  en  S. 

En  effet»  considérons  un  cercle  situé  sur  une  surface  di 
second  ordre  ayant  pour  équation  f(x,  y,  z)  =0,  et  par  ce  cer- 
cle faisons  passer  une  sphère  ayant  pour  équation  2=r  o;  h 
surface  et  la  sphère  ayant  *en  commun  une  courbe  plan€ 
auront  en  commun  une  deuxième  courbe  plane,  qui  sera  né- 
cessairement un  cercle  comme  étant  une  section  plane  d'fce 
sphère.  Appelons 

lx  +  rnt/'\-nZ'\'p  =  o  r     /'x  +  m'y  +  n'^a: -J- p' =  o 

les  équations  des  plans  de  ces  deux  cercles  ;  on  aura  ideDtl- 
quement  pour  une  valeur  convenable  de  S 

A^.yi«)-'SS  =  (te  +  my  +  fa+p)(fa;  +  m'y-hn'z+p'), 

ou,  en  prenant  dans  cette  identité  les  termes  du  second  ordre 

(2)  ?(a?,y  ,z)  —  S  (r«  +  y  » + z*) — [Ix +fny-\'  nz)  (Fx  -\-  m'y + n'z\ 

La  valeur  de  S  doit  donc  être  choisie  de  façon  à  annuler  le 
discriminant  de  la  forme  quadratique 

T{^,y,«)-S(a:«+y>+z«), 

en  d'autres  termes  la  valeur  de  S  est  racine  de  l'équation  en  S. 
Réciproquement,  si  l'on  remplace  S  par  l'une  des  racines 
S',  S^jS^Lde  l'équation  en  S,  l'équation  (i)  renrésente  deux 
plans  qui  sont  des  plans  de  sections  circulaires.  En  effet  l'on 
aura  alors  Tideatité  (a)  qui  peut  s'écrire 

ç  (X,  y ,  2)  =  S  («»  +  y»  +  ï»)  +  (&  +  my -f  nx)  (f «  +  m'y + «•«) 
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et  en  ajoutant  aCx  -{-  aC'y  +  aC'z  4*  ^  ^^^  ^^^^  membres 

+  (te  +  my  +  ^^)  (^^  +  '^'y  +  **'*) 
identité  qui  montre  que  la  surface  f(x,  y,z)  =  o  passe  par  les 
deux  cercles  suivant  lesquels  les  plans 

te  +  '«y  +  nz=o,rx  +  m'y  4-n'«= o 

coupent  la  sphère 

<3)     *     S(ar«  +  y«  +  z»)  +  2Ca:+2C'y  +  aG''z  +  F  =  o; 

ces  plans  sont  donc  bien  des  plans  de  sections  circulaires. 

Enfin  les  plans  ainsi  obtenus  ne  sont  réels  que  si  Ton  rem- 
place S  par  la  racine  moyenne  de  Téquation  en  S.  En  effet,  si 
Ton  fait  tourner  les  axes  coordonnés  de  façon  à  prendre  pour 
axes  OX,  OY,  OZ  les  axes  du  cône  des  directions  asympto- 
tiques  ç  (x,  y,  z)  =  o ,  la  fonction  9  (x,  y,  z)  deviendra  S'X*  + 
S'Y«  +  S''Z«  (no  5o6)  et  l'équation  (1)  deviendra 

S'X«  +  S'T«  +  S''Z«-S(X«+Y»  +  Z«)  =  o 

qui  ne  représente  deux  plans  réels  que  si  Ton  fait  S  égal  à  la 
racine  moyenne  S"  en  supposant  S'>S''>S*'. 

On  appliquera  cette  méthode  pour  retrouver  les  plans  de 
section  circulaires  de  l'ellipsoïde,  des  deux  hyperboloïdes,  du 
paraboloïde  elliptique.  Si  on  l'appliquait  au  paraboloïde  hyper- 
bolique, on  trouverait  des  plans  parallèles  aux  plans  direc- 
teurs :  la  racine  moyenne  serait  alors  nulle,  la  sphère  (3)  se 
réduirait  à  un  plan,  et  les  section  à  des  droites. 

Enfin,  comme  exercice,  on  cherchera  les  sections  circu^ 
laires  de  la  surface  représentée  par  l'équation 

z*  +  2axy  =  o 

suivant  les  différentes  valeurs  de  la  constante  a. 
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EXERGZCBS. 


i«  On  mène  des  normales  à  un  ellipsoïde  par  les  différents  points 
d'nne  section  plane;  trouver  le  lieu  des  traces  de  ces  normales  sur 
Tun  des  plans  principaux.  Examiner  le  cas  où  le  plan  de  la  section  est 
perpendiculaire  à  un  plan  principal. 

3<^  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  mène  des  plans  diamétraux  qni 
coupent  le  solide  suivant  une  ellipse  d*aire  constante;  trouver  le  lien: 
i^  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  à  ce  plan;  a*  du  diamètre 
conjugué. 

3<>  L'œil  étant  placé  en  un  point  de  la  surface  d*un  ellipsoïde,  les 
perspectives  de  toutes  les  sections  planes  de  la  surface  sur  un  plan  dia- 
métral conjugué  du  rayon  qui  aboutit  à  l'o&il  sont  des  courbes  faomo- 
thétiques;  le  centre  de  cbacune  d'elles  est  la  perspective  du  sommet 
du  cône  circonscrit  à  Tellipsolde  suivant  la  section  plane  considérée. 

4^  Démontrer  que  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
rectangulaires,  menés  par  deux  droites  données,  est  un  liyperbololde 
à  une  nappe  dont  les  sections  circulaires  sont  perpendiculaires  à  cha- 
cune des  deux  droites  données. 

5^  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  d'un  hyperbololde  de  révolution 
à  une  nappe  engendré  par  une  hyperbole  équilatère,  et  pour  base  le 
cercle  de  gorge  ;  démontrer  que  les  sections  antiparalièles  de  ce  cône 
sont  perpendiculaires  au  plan  du  cercle  de  gorge. 

6*  Les  quatre  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  tétraèdre 
sur  les  faces  opposées  sont  situées  sur  un  hyperbololde  à  une  nappe. 
Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  le  centre  de  gravité 
du  tétraèdre  et  le  centre  de  l'hyperbololde  sont  en  ligne  droite. 

70  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de 
chacun  d'eux  à  deux  droites  données  soit  constant.  Déterminer  ensuite, 
pour  une  surface  du  second  degré  susceptible  de  ce  mode  de  généra- 
tion, les  divers  couples  de  droites  que  l'on  peut  employer. 

S^  Le  lieu  des  normales  à  une  surface  réglée  quelconque  le  long 
d'une  même  génératrice  est  un  parabololde  hyperbolique. 

9<>  Étant  donnés  un  point  et  deux  plans  rectangulaires,  trouTer  le 
lieu  des  points  tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  au  point  fixe  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  ses  distances  aux  deux  plans  fixes. 

io<*  Déterminer  la  ligne  de  striction  pour  chacun  des  systèmes  de 
génératrices  rectilignes  d'un  parabololde  hyperbolique. 

11^  Trouver  l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  centra  d'un 
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hyperbololdc  à  une  nappe  et  Door  directrices  les  lignes  de  strîctlon  des 
deux  systèmes  de  génératrices, 

12^  Par  un  point  0  pris  sur  Tarète  d'un  angle  dièdre,  on  mène  dans 
Turc  des  faces  une  droite  OA  et  dans  la  seconde  face  une  droite  OB 
perpendiculaire  à  OA;  trouver  le  lien  do  la  perpendiculaire  menée  par 
le  point  0  au  plan  AOB. 

i3®  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B  dans  Tespace, 
par  le  point  B  et  la  droite  des  contacts  relative  à  un  point  quelconque 
P  du  plan  du  cercle,  on  mèn?  un  plan;  trouver  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection de  ce  plan  avec  la  droite  AP. 

i4°  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  passent  par  deux  droites 
non  situées  dans  un  même  plan,  Tintersection  des  deux  surfaces  se 
compose  de  ces  droites  et  de  deux  autres  droites^  réelles  ou  imaginaires. 

i5^  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  raccordent  suivant 
une  même  génératrice,  il  y  a,  en  général,  sur  cette  génératrice  deux 
points  tels  que  la  seconde  génératrice  qui  passe  par  chacun  d'eux  est 
la  môme  sur  les  deux  surfaces. 

i6^  Les  perspectives  sur  un  même  plan  des  sections  planes  d'une 
surface  du  second  degré  ont  un  double  contact  réel  ou  imaginaire 
avec  le  contour  de  la  surface. 

170  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  les  mêmes  plans  prin- 
cipaux sont  dites  homofocales,  lorsque  leurs  sections  principales  admet- 
tent les  mêmes  foyers,  réels  ou  imaginaires  ;  ainsi  l'équation 

dans  laquelle  X  désigne  un  paramétre  arbitraire,  représente  toutes  les 

rgA  f#S  2^ 

surfaces  homofocales  à  la  surface  x  "^  R  "^  r  ^  ''  Démontrer  que  par 

UD  point  donné  passent  trois  surfaces  du  second  degré,  homofocales  à 
une  surface  donnée;  de  ces  trois  surfaces,  l'une  est  un  ellipsoïde,  la 
seconde  un  byperboloide  à  une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloîde 
à  deux  nappes. 

18®  Les  équations 

T-S  «/S  m% 


Qi — p2        12 — p2        ^.± — p 

X*             y-             z^     _ 
r  71      r^+  „2 i,2 —  *' 


a2_^2  •  62  —  ^^  '  c2  — g 

dans  lesquelles  on  suppose  a>ô>c,jp<c,  c<'g<6,  6 <r<a,  repré- 
sentent des  surfaces  homofocales  :  la  première  est  un  ellipsoïde,  la  se- 
conde xuir  hyperboloîde  à  une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloîde  à 
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deux  nappes.  Démontrer  :  i^  qae  ces  surfaces  se  coupent  deux  à  diux 
à  angle  droit;  2^  que  les  deux  coarbes  suivant  lesquelles  une  des  sar- 
faces  est  coupée  par  les  deux  autres  ont  pour  tangentes  en  leur  point 
d'intersection  des  droites  parallèles  aux  axes  de  la  section  faite  dans 
la  première  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point 

19®  A  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  un  c6ne  ayant  pour  sommet 
un  point  donné  ;  démontrer  que  les  trois  axes  de  ce  cône  sont  les  nor- 
males aux  surfaces  homofocales  à  l'ellipsoïde  proposé  et  passant  par 
le  point  donné. 

ao®  Étant  données  deux  surfaces  homofocales,  trouver  une  surface 
de  révolution  du  second  degré  ayant  pour  axe  l'un  des  axes  de  ces  sur 
faces  et  à  laquelle  appartienne  la  ligne  d'intersection. 

91*  Étant  donnés  les  parabololdes  homofocaux  représentés  par  l'é- 
quation 

p  —  X      q  —  X  ' 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire;  si  Ton  attribue  an  para- 
mètre X  deux  valeurs  telles  que  les  parabololdes  correspondants  se 
coupent,  ils  se  couperont  à  angle  droit.  Lorsqu'un  parabololde  est 
coupé  par  deux  autres  d'espèces  différentes,  les  tangentes  aux  deux  li- 
gnes d'intersection  au  point  commun  sont  parallèles  aux  axes  de  la 
section  faite  dans  la  première  surface  par  un  plan  parallèle  ao  plan 
tangent  en  ce  point. 

aa*  Étant  donnés  deux  parabololdes  homofocaux,  trouver  une  sur- 
face de  révolution  du  second  degré  ayant  pour  axe  l'axe  commun  des 
parabololdes  et  à  laquelle  appartienne  la  ligne  d'intersection. 

a3*>  Étant  données  une  surface  du  second  ordre  et  deux  droites  tan- 
gentes à  cette  surface,  trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qni 
glisse  sur  les  deux  droites  données  en  restant  tangente  à  la  sorface 
donnée. 

a4^  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  trièdre  circonscrit  à  on 
ellipsoïde,  et  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux 
conjugués  d'un  autre  ellipsoïde. 

aS*  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  cône  de  révolution  circonscrit 
à  un  ellipsoïde  donné. 

a6^  Par  les  divers  points  d'une  section  plane  d'un  cône  de  rérols- 
tion  on  mène  des  normales  à  la  surface;  trouver  le  lieu  du  second  point 
de  rencontre  de  chacune  des  normales  avec  la  surface. 

ay*  Une  droite  se  meut  de  telle  sorte  que  trois  de  ses  points  restent 
dans  trois  plans  lixes  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque 
de  la  droite  mobile  ? 

aS^  Un  cône  a  son  sommet  au  centre  d'un  ellipsoïde  et  pour  base  U 
courbe  d'intersection  de  l'ellipsoïde  et  d'une  sphère  coneeatriqoe;  tonl 
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plan  tangent  an  eftne  coope  Fellipsolde  suivant  une  ellipse  dont  J'arètc 
de  contact  est  l'an  des  axes. 

fR^  {/'  x' 

29®  On  coape  Tellipsolde  -i  +  ri^""î —  1  =  0  par  le  plan 

X  cos  a  +  y  cos  p  +  s  cos  f  =  o; 

démontrer  qoe  les  axes  de  la  section  sont  déterminés  par  Téquation 

g*  cos*  g  ,  6'  cos*  p       c'  cos*  r  _ 
fli_^j  "*■   6«^ri   +  c*  — r*  —  ®' 

dans  laquelle  or  désigne  la  longueur  de  Tun  des  axes. 

5o<>  Deux  snr&ces  du  second  degré  qui  se  touchent  en  deux  points 
peuTent  être  inscrites  dans  un  même  cône  du  second  degré. 

3io  Deux  ellipsoïdes  se  touchent  suirant  une  courbe  plane  ;  on  mène 
un  plan  tangent  à  l'un  des  ellipsoïdes  parallèlement  aux  sections  cir- 
culaires de  cet  ellipsoïde  ;  ce  plan  coupe  l'autre  ellipsoïde  suivant  une 
ellipse  dont  l'un  des  foyers  est  au  point  de  contact. 

Z^^  Étant  données  deux  coniques  concentriques  dont  les  axes  ont  les 
mêmes  directions»  trouver  le  lieu  d'un  point  tel  que  les  cônes  qui  ont 
ce  point  pour  sommet,  et  pour  directrices  les  deux  coniques,  soient 
égaux  entre  eux. 

33<>  Par  le  centre  G  d'un  ellipsoïde  on  fait  passer  un  plan  sécant 
quelconque  P,  qui  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse,  et  au  point  0 
on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  P  sur  laquelle  on  porte  des  lon- 
gueurs om,  Ofn',  égales  aux  deux  axes  de  l'ellipse  E  ;  trouver  l'équation 
de  la  surface  décrite  par  les  deux  points  m  et  m' et  étudier  la  forme  de 
cette  surface.  On  déterminera,  en  particulier,  les  points  par  lesquels 
passent  plusieurs  nappes  de  la  surface  et  les  cônes  tangents  à  la  sur- 
face en  ces  points,  les  plans  qui  touchent  la  surface  en  plusieurs  points 
et  les  cônes  qui  ont  leur  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde  et  dont  les 
directrices  sont  les  courbes  formées  par  les  points  de  contact  avec  un 
même  plan  tangent. 

34°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  tan- 
gentes à  sept  plans  donnés. 

35*^  Trouver  le  lien  des  centres  des  ellipsoïdes  tangentes  à  six  plans 
donnés  et  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  axes  soit  égale  à  une 
quantité  donnée. 

36<>  Une  courbe  située  sur  un  eUipsoIde  est  telle  que  la  surface  ré- 
glée formée  par  les  normales  en  ses  différents  points  coupe  un  plan 
principal  suivant  un  cercle  de  rayon  donné  ;  démontrer  que  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  le  plan  principal  est  une  ellipse  d'aira 
donnée. 

370  Les  deux  surfaces  z  —  xy  =  0  ,  2*  —  y*  =  o  se  coupent  suivant 
une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  qui  n'est  pas  une  biqnaarth 
tique  gauche.  Démontrer 
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I*  Qae  cette  courbe  est  anicursale. 

9»  Que  les  génératrices  de  Tun  des  systèmes  du  paraboloïdet-— i^ 
=  o  rencontrent  la  courbe  en  trois  points,  celles  du  second  sjstèms 
en  un  seul  point. 

38^  On  coupe  la  courle  de  l'exercice  précédent  par  un  plan  quel- 
conque; démontrer  que  les  abscisses  des  points  d'intersection  sont 
telles  que  la  somme  de  leurs  produits  deux  k  deux  est  nulle.  Former 
Téquation  du  plan  osculatcur  à  la  courbe  en  un  point  d'abscbse  x. 
Démontrer  que  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés  à  la 
courbe  par  un  point  P  de  Tespace  sont  sur  un  plan  passant  par  P. 

39*  Étant  données  deux  droites  D  et  D'  dans  l'espace  on  désigne 
par  8  et  à'  les  distances  d'un  même  point  M  &  ces  deux  droites. 
Trouver  le  lien  géométrique  des  points  M  pour  lesquels  on  a 

a,p,Y  désignant  des  constantes. 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  ordre.  Réciproquement^  une  sur- 
face du  second  ordre  étant  donnée,  cbercber  si  elle  peut  être  définie 
de  cette  façon  et,  dans  le  cas  de  raffirmative,  déterminer  les  droites 
D  et  D'  et  les  coefûcients  a,  p,  y. 

Pour  qu'une  surface  du  second  ordre  puisse  être  engendrée  de  celle 
façon,  il  faut  que  Tune  des  racines  de  l'équation  en  S  correspondante 
soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

4o^  Lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  qui  passent  par  une 
parabole  donnée  et  qui  admettent  un  système  de  plans  de  sections 
circulaires  rectangulaires. 

COMPLEXES  DE  DROITES 

S99.  Les  équations  d'une  droite  dans  Tespace  étant  mises 
sous  la  forme 
(i)  x  =  az-{-a'  ,  y  =  bz-\-b' 

on  peut  appeler  les  quatre  coefficients  a,  6,  a',  V  les  coordon- 
nées de  la  droite  :  à  chaque  système  de  valeurs  de  ces  quatre 
coefficients  répondra  une  seule  droite  et  inversement  à  chaque 
droite  répondra  un  seul  système  de  valeurs  des  quatre  coot' 
données  a,  6,  a',  b\ 
Si  Ton  établit  une  relation 

(a)  F(a,4,a',40=o 

entre  (^s  quatre  coordonnées,  les  droites  (1)  dont  les  coordon* 

uées  vérifient  cette  relation  forment  ce  que  Ton  appelle  aa 


\ 
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complexe  de  droites  et  réqaation  (3)  est  dite  Tëquation  du 
complexe. 

Exemple  :  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
droite  (1)  soit  tangente  à  la  sphère 

x«+y»+z»— R«  =  o 

s'exprimant  par  la  relation  unique 

(3)  (aa'  +  bby  —  (a«  +  *•  +  i  )  (a'"  +  i'»-R*)  =  o, 

on  dira  que  les  droites  tangentes  à  la  sphère  forment  un  com- 
plexe, et  réquation  (3)  sera  appelée  Téquation  de  ce  com- 
plexe. 

600.  Au  lieu  de  définir  une  droite  à  l'aide  de  quatre  coor- 
données a,  6,  a',  V  il  est  plus  commode  dlntroduire  avec 
Plûcker  le  système  suivant  de  coordonnées. 

Pour  définir  une  droite  prenons  sur  elle  deux  points 

M'(a:',y',*')etM'(a;^.y%0; 
les  équations  de  cette  droite  seront 

X  —  x' y  —  y' % — «* 

et  ses  projections  sur  les  plans  coordonnées  auront  pour 
équations 

(4)  JYar— az  =  g 

en  posant 

(5)  a  =  x'-x'    ,    ^=y'-y'    ,    y  =  «'-^' 

Les  six  coefficients 

«.  P»  Y»  P»  ?»  ^ 
seront  les  coordonnées  de  la  droite  d*après  Plûcker.  Ces  six 
coordonnées  sont  liées  par  la  relation  identique 

(6)  P«  +  «P  +  nf  =  o 
ainsi  qu'on  le  vérifie  immédiatement. 

Si  Ton  remplace  les  deux  points  M' et  M' par  deux  autres 

6EOM.  ANALTT.  45 
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points  pris  sur  la  môme  droite,  les  six  coordonnées  (5)  ne  font 
que  varier  proportionnellement.  Ce  fait  qu*il  serait  &cile  de 
vérifier  directement  résulte  de  ce  que  les  équatious  (4)  des 
projections  de  la  droite  sur  les  plans  de  coordonnées  ne  doi- 
vent pas  changer.  Inversement  si  Ton  a  six  nombres 

dont  les  trois  premiers  ne  sont  pas  tous  nuls  et  qui  vérifient 
la  relation  (6),  ces  six  nombres  définissent  une  droite  et  une 
seule  qui  reste  la  même  quand  les  six  nombres  varient  pro- 
portionnellement. En  effet,  si  la  condition  (6)  est  remplie 
sans  que  a,  p,  y  soient  nuls  tous  trois,  les  équations 

pz  —  yy=p 
yx —  <xzz=zq 
fiy—pi=r 

représentent  trois  plans  passant  par  une  même  droite,  car  en 
multipliant  la  première  de  ces  équations  par  a,  la  deuxième 
par  p,  la  troisième  par  y  et  ajoutant  on  obtient  une  identité. 
Ces  trois  équations  définissent  donc  une  droite  et  une  seule 
qui  ne  change  évidemment  pas  quand  a,  p,  y^p,  7,  r  varient 
proportionnellement. 

Au  lieu  de  définir  une  droite  par  deux  de  ses  points,  on 
peut  la  considérer  comme  l'intersection  de  deux  plans  P  et 
P"  ayant  pour  équation 

ux  •\-v*y  -\'Uf%  -\'i  =0 
vl'x-^-vfy  -|-  a;'z  +  1  =:o. 

Les  projections  de  la  droite  sur  les  plans  de  coordonnées 
auront  alors  pour  équations 

(uV  —  w'u")  z  —  (t/tt*  —  tt'v'O  y  =  u'  —  rf      - 
(t,V  —  ttV)  X  —  (tcV  —  t;  V)s  =  v'  —  t/ 
{u/v"  —  v'w'')y  —  (t^w' — ufu'')x  =  u/  —  w" 

En  comparant  avec  les  équations  (4)  on  voit  que  Ton  peut 

poser  aussi 
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On  a  ainsi  par  les  équations  (5)  et  C7)  deux  expressions  dif- 
férentes des  coordonnées  d'une  droite^suiyant  que  l*on  consi- 
dère la  droite  comme  définie  par  deux  points  pris  sur  elle  ou 
par  deux  plans  passant  par  elle. 

Rhuarque.  Si  Ton  rend  les  équations  (4]  de  la  droite  homo- 
gènes en  remplaçant  a?,  y,  «,ar',  y',  «'ja?',^',*' par  y  ,7,7, 

af       y'       !^       x"       y"       z" 
*j7»7>]?>*p»75^»pet  chassant  les  dénominateurs, 

ces  équations  prennent  la  forme 

^Z'-yy^spt    y     yx—az=zqt    ,     «y  — ^r=W 

et  les  coordonnées  de  la  droite  ont  pour  expressions 


De  même,  si  l'on  prend  les  équations  des  deux  plans  P'  et  P' 
qui  définissent  la  droite  sous  la  forme  homogène 

tt'ar+v'y  +  M^'z  +  A'l  —  o     ,    u'x  +  v'y  +  w'"*  +  A'V  =  0, 
on  aura 

(7)'  p  =  u'A^— AV    ,    q  =  v'h''—hV     ,    r  =  a/A"  — AV 

Ces  formules  permettent  de  supposer  que  l'un  des  points 

M',  M"  est  à  l'infini  ou  que  l'un  des  plans  P',  P'  passe  par 

l'origine.  Par  exemple,  si  le  point  M'  est  à  Tinflai  on  fera 
i' = 0 ,  et  si  le  plan  P'  passe  par  l'origine  on  fera  A.'  =  o. 

Complexes.  Gomme  les  équations  (4)  d'une  droite  sont 
homogènes  par  rapport  aux  coordonnées  a,  p,  y»  P^  ?>  ^>  toutes 
les  conditions  géométriques  imposées  à  une  droite  s'exprime* 
ront  par  des  relations  homogènes  entre  ses  six  coordonnées. 

L'ensemble  des  droites  dont  les  coordonnées  vérifient  une 
relation  homogène. 

(8)  ?KP,Y»P»y»'')  =  o    » 

constitue  un  compkxe  de  droites;  l'équation  (8)  est  l'équation 
du  complexe,  et  le  degré  de  cette  équation  s'appelle  l'ordre 
du  complexe 
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001.  ExBMPLB  I.  Les  droites  dont  les  coordonnées  véii- 
flent  l'équation  du  premier  degré 

(9)  Aa  +  Bp  +  Cr  +  D/>  +  Ey  +  Fr-=o, 

où  A,  B,  G,  D,  B,  F  sont  des  constantes,  forment  un  complexe 
du  premier  ordre. 

Par  un  point  de  r espace  il  pasH  ime  infinité  de  droites  appràrtê" 
nant  à  ce  complexe;  toutes  ces  droites  sont  situées  dans  un  même 
plan.  Ed  effet  appelons  M'(a;^»  /,  z',)  un  point  fixe  de  l'espace 
et  sur  une  droite  du  complexe  passant  par  ce  point  prenons 
un  point  M'  {af^  y",  z*)  ;  les  coordonnées  de  la  droite  seront 
alors  données  par  les  expressions  (5)  et  comme  cette  droite 
appartient  au  complexe,  ses  coordonnées  vérifient  l'équa- 
tion (9)  qui  devient 

+  E(«'a?'  — a/0  +  F(a/y'— yV)  =  o. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  en  aiff  /,  z*  et  étant 
évidemment  satisfaite  pour  a?" = a:'  ,  y*=y'  ,  z'-rz',  le  lieu 
du  point  M' et,  par  suite  de  la  droite  M'M'  est  un  plan  pas- 
sant  par  le  point  M',  ce  que  nous  voulions  établir. 

Inversement,  dans  un  plan  quelconque  il  existe  une  infinité  de 
droites  appartenant  au  complexe;  toutes  ces  droites  passent  par  un 
mime  point.  En  effet  appelons  (u'yv\w')  les  coordonnées  d*un 
plan  fixe  P'  et,  par  une  droite  du  complexe  située  dans  ce 
plan,  menons  un  plan  P'  de  coordonnées  (u',  v'^  w')  ;  les  coor- 
données de  la  droite  seront  alors  données  par  les  expres- 
sions (7)  et  réquation  (9)  deviendra 

A(a/tr  — t;'t£;*)+B(u'a;''  — «?V)+G(i;V  — t4V)+D(u'  — lO 

+  E{v'  —  vr)-\-F{u/^uf)  =  o. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  en  u",  v",  w'  et  étant 
vérifiée  pour  u!'=zu\  vf=^v',uf=u/,  l'enveloppe  du  plan  P* 
et,  par  suite,  de  la  droite  d'intersection  des  plans  F  et  P*  est 
un  point  situé  dans  le  plan  F. 

*  Exemple  D.  Étudions  le  complexe  formé  par  les  droites  D 
de  l'espace  qui  sont  perpendiculaires  d  leurs  conjuguées  par  rap- 
port i  un  ellipsoïde  donné 
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"1+ AÎ  +  "î^  1=0. 

Soit  D  une  droite  du  complexe  ayant  pour  coordonnées 
«>  P»  ï»  Pf  ?>  »••  Prenons  sur  cette  droite  deux  points  M'  (ar',y',  z') , 
M' («^,  y',  «0  î  1*^  droite  D'  conjuguée  de  D  par  rapport  à  Tellip- 
soïde  est  l'intersection  des  plans  polaires  des  deux  points  M' 
et  M',  c'est-à-dire  des  deux  plans 

a*        b*       (^ 
xnT     yy'     II' 

Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  D' sont  proportion- 
nels aux  quantités 

i/iT  —  zy       z'af  -^  3f:f       x^yf  —  y'x" 
^2  et        •        c'a*        '        ë^ 

c'est-à-dire  à 

P  9  r    . 


A"c*    '   c«a«    •    a»**' 

d'autre  part  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  D  sont  pro« 
portionnels  à 

c'est-à-dire  à 

«»  P>  Y- 
Comme  ces  droites  sont  rectangulaires,  on  a  la  condition 

(  I  o)  aV  +■  A*py  4-  c^yr = 0 

qui  élit  réquation  d'tm  complexe  du  second  ordre  formé  par  lea 

•droites  D. 

Le  lieu  de  celles  de  ces  droite»  D  qui  passent  par  un  point  fixe 
M'(ar',  y',  z')  de  l'espace  est  un  cône  du  second  ordre.  En  effet,  si 
par  le  point  fixe  M'  on  mène  une  droite  D  du  complexe  et  si 
l'on  prend  un  point  M'  (7f,  y',  z')  sur  cette  droite,  les  coor- 
données de  la  droite  D  seront  données  par  les  formules  (5)  et 
réquation  (lo)  deviendra 

(il)    at(a:^^arO(y'z'-zy')-f-6«(y'-îr)(zV-x'r)  + 

c«(s'-o(^y-y'^0=o. 
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Si  Ton  considère  aft/'z'  comme  coordonnées  coarantes, 
cette  équation  représente  un  cône  du  second  ordre  ayant 
pour  sommet  le  point  M'  :  ce  cône  passe  par  l'origine  et  par 
les  parallèles  aux  axes  menées  par  le  point  M".  Si  Ton  rap- 
porte le  cône  à  ces  trois  parallèles,  les  coordonnées  nouyelles 
du  point  M*'  seront  x*  —  ^,y'  —  y'i»' — ^  t  c'estrà-dire — «, 
—  p,  —  r  et  l'équation  du  cône  deviendra 

|i  i)      Py^?'  (*■  —  c^)  +  ray'  (c*  —  a")  +  aP«'  (û«  —  6*) = o. 

Il  est  facile  de  voir  sur  les  équations  précédentes  que  ce 
cÔDe  se  décomposera  en  deux  plans  quand  le  point  M'  (a/,  y',  f) 
sera  situé  dans  un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  ou  i 
rinflni. 

L enveloppe  de  celles  des  droites  D  du  cûmplexe  qui  sont  situées 
dans  un  plan  fixe  P  est  une  courbe  de  seconde  classe. 

En  effet  soient  (u',  t/,  w')  les  coordonnées  du  plan  F  dont 
réquation  sera 

tt' a?  +  v'y  +  w'z  4"  1=0. 

Prenons  dans  ce  plan  une  droite  D  du  complexe  et  faisons 
passer  par  cette  droite  un  plan  P'  ayant  pour  équation 

Wx  +  v'y  +  w'z  -{-1  =  0. 

Alors  les  coordonnées  de  la  droite  D  seront  données  par 
les  formules  (7)  et  Téquation  (9)  donnera 

(12)       a*  {w  —  u")  {w'if  —  v'W)  -f  éî  (î/  —  v")  {u'uf  —  w V) 

+  c^  {w'  —  uf)  (V'tt^  — 1«  V)  =  o . 

Si  l'on  considère  u^v^w"  comme  coordonnées  tangentielles 
courantes,  cette  équation  qui  est  homogène  et  du  second 
degré  en  t/  ^  t/  ,  v'  —  v\  w;'  —  u/  eat  l'équation  tangen- 
tielle  d'une  courbe  de  seconde  classe  située  dans  le  plan 
P'  (n*  505  bis).  L'équation  (la)  étant  vérifiée  quand  a',  tf,  «T 
tendent  vers  zéro,  c'est-à-dire  quand  le  plan  F  s'éloigne 
indéfiniment,  la  courbe  de  seconde  classe,  enveloppe  des 
droites  D,  a  une  tangente  éloignée  indéfiniment;  elle  est  donc 
une  parabole  si  elle  n'est  pas  décomposée,  en  deux  points. 

Formons  l'équation  tangentielle  du  cône  ayant  pour  sommet 
l'origine  et  passant  par  la  courbe  de  seconde  classe  enve- 
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loppée  par  les  droites  D  du  plan  F.  Cette  droite  D  est  Tinter- 
sectioQ  des  deux  plans 

u'x  +  î;'y  +  a?'z  +  1  =  o 
v^X'{-v''y'\-w''Z'\- 1  =o; 

donc  le  plan 

(m'  —  ti^  ar  4-  (v"  —  «')  y  +  ("'*  —  tr')  z  =  o 
OU  (i3)    pa:  +  ?y  +  ^*=o 

est  le  plan  passant  par  l'origine  et  la  droite  D.  Gomme  on  a 

ti'=:M' — p  ,  v*'  =  i;' — q  y  w"  =uf  —  r 
rëquation  (la)  donne  entre  p,  q^  r  la  relation 
(i4)      qru'  (il _  c>)  +  rpt;'  {c^  —  a^)  -\-pqu/  (a«  — *«)=  o. 

On  peut  dire  que  cette  équation  est  l'équation  tangentielle 
du  cône  enveloppé  par  le  plan  (i3).  Ce  cône  est  tangent  aux 
trois  plans  coordonnés^  car  Téquation  (i4)  est  vérifiée  quand 
deux  des  trois  quantités/),  q^  r  s'annulent.  Donc,  dans  le  plan, 
la  courbe  enveloppe  des  droites  D  est  une  parabole  tangente 
aux  trois  plans  coordonnés. 

n  est  facile  de  voir  que  cette  parabole  se  décompose  en 
deux  points  quand  le  plan  P  est  parallèle  à  l'un  des  deux  axes, 
ou  passe  par  l'origine. 

602.  On  verra  de  môme,  d'une  façon  générale,  que  si  ou  a 
un  complexe  d'ordre  m  défini  par  une  équation  homogène  de 
degré  m  en  a,  p,  y,  p,  q,  r, 

€e//e<  des  droites  de  ce  complexe  qui  passent  par  un  point  donné  de 
f  espace  formant  un  cône  (Tordre  m,  et  celles  de  ces  droites  qui  sont 
situées  dans  un  plan  donné  enveloppent  une  courbe  de  m}^^^  classe. 

Les  équations  ponctuelles  du  cône  et  les  équations  tangen- 
tielles  de  l'enveloppe  s'obtiendront  immédiatement  comme 
dans  l'exemple  précédent. 

L'ensemble  des  droites  appartenant  à  la  fois  à  deux  com- 
plexes d'ordres  m  et  n  forme  une  congruence.  Par  un  point  de 
l'espace,  il  passe  mn  droites  de  la  congruence,  et  dans  un 
plan  de  l'espace  il  y  a  mn  de  ces  droites. 
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603.  Signification  géométrique  des  coordonnées  d^une  droite.  — 
Soit  D  une  droite  :  prenons  sur  cette  droite  deux  points 
Mfiafs  y',  ^  et  W{cf,  y%  z'^;  les  coordonnées  appelées  ot,  p,  y 
sont  les  projections  du  vecteur  M'M"  sur  les  trois  axes  coor- 
données et  les  coordonnées  appelées  p,  q,  r  les  moments  de  ce 
vecteur  par  rapport  aux  trois  axes. 


EXERCICES 

1.  Exprimer  en  fonction  des  coordonnées  a,  P,  y,  p»  q,  r  d'une  droite 
la  plus  courte  distance  de  celte  droite  à  chacun  des  axes  coordonnés, 
la  distance  de  cette  droite  à  Forigine  et  les  angles  qu'elle  fait  arec 

les  axes. 

2.  Exprimer  en  fonction  des  coordonnées  (a,  p,  y>  P>  q*  ^)  («  »  P'»  r'» 
p\  q'f  r')  de  deux  droites  leur  angle,  leur  plus  courte  distance  et  les 
équations  de  la  perpendiculaire  commune. 

3.  Étant  donné  un  axe  fixe,  appelons  8  la  plus  courte  dislance 
d'une  droite  de  coordonnées  (a,  p,  Y,  p,  q,  r)  à  cet  axe  et  0  l'angle  de 
cette  droite  avec  l'axe.  Démontrer 

I*  Que  les  droites  satisfaisant  à  l'équation  2  tang  0  =  Ir,  dans 
laquelle  k  est  une  constante,  forment  un  complexe  du  premier  ordre. 

a*  Que  tout  complexe  du  premier  ordre  peut  être  défini  de  cetle 
façon.  L'axe  fixe  est  appelé  Vaxe  central  du  complexe, 

4.  Dans  un  complexe  du  premier  ordre,  les  droites  passant  par  un 
point  M  de  l'espace  engendrent  un  plan  P  passant  par  ce  point,  et 
les  droites  situées  dans  un  plan  P  enyeloppent  un  point  M  du  plan. 
On  appelle  le  point  M  le  foyer  du  plan  P.  Démontrer  que 

i<>  Lorsque  le  point  M  décrit  un  plan  H,  le  plan  P  passe  par  un 
point  fixe  (i  foyer  du  plan  H;  et  réciproquement; 

2®  Lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  D,  le  plan  P  tourne  autour 
d'une  droite  fixe  A  ;  et  réciproquement. 

5.  Étudier  le  complexe  formé  par  l'ensemble  de  celles  des  droites 
D  et  A  de  l'exercice  précédent  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

6.  On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  des  droites  D  telles  que 
si,  par  chacune  d'elles,  on  mène  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  les 
normales  aux  points  de  contacts  M  et  M'  soient  dans  un  même  plan. 
I®  Démontrer  que  la  droite  D  et  la  droite  des  contacts  MM'  sont  rec- 
tangulaires; a^  trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point 
donné  A  ;  S»  ce  lieu  est  un  cône  du  second  degré  ;  trouver  les  positions 
du  point  À  pour  lesquelles  ce  cône  est  de  révolution;  4*^  trouver  l'en 
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yeloppe  G  des  droiles  D  qui  sont  contenues  dans  un  plan  donné  P,  et 
trouver  la  surface  S  engendrée  par  G  quand  P  se  déplace  parallèle- 
ment &  un  plan  Q;  5^  trouyer  pour  quelle  direction  de  Q  la  surface  S 
est  de  réTolution.  (Agrégation  1881.) 
7.  Les  normales  aux  surfaces  homofocales 

+  is ^  +  t; — ^  —  X  =  o. 


les  droites  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  par  rapport  à  ces  sur- 
faces» et  les  axes  des  cônes  circonscrils  à  ces  surfaces  forment  un 
même  complexe  du  second  ordre. 

8.  Étant  donné  un  ellipsoïde  ayant  pour  équation  Arr^  +  Bj/'  +  C^' 
=:  I,  étudier  les  deux  complexes  formés: 

I®  Par  les  cordes  de  la  surface  qui  sont  vues  du  centre  sous  un 
angle  droit. 

a«  Par  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents rectangulaires  à  la  surface. 

Le  premier  de  ces  complexes  a  pour  équations 

a2  +  p«  +  Y»  =  (B  -f  G)p«  +  (G  +  A)g«  -KA  H-  B)r«, 
et  le  second 

p«  +  grJ  +  r»  =  (B'  +  G')  a"  -}-  (G'  4-  A')  p«  +  (A'  +  B')  yS 
li  l'on  pose  : 

A'  =  4  B'  =  i         G'r=^. 

A  D  I 

9.  Étant  donné  un  byperboloîde  à  une  nappe,  on  considère  toutes 
les  cordes  D  de  celte  surface  qui  sont  yues  du  centre  sous  un  angle 
droit  et  Ton  demande  : 

1^  L'équation  du  cône,  lieu  des  cordes  D  qui  passent  par  un  point 
donné  S>  ainsi  que  les  positions  du  point  S  pour  lesquelles  ce  cône 
est  de  révolution  ; 

a<^  La  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  droites  D  situées 
dans  un  plan  donné  P,  ainsi  que  les  positions  du  plan  P  pour  lesquelles 
cette  courbe  est  une  parabole  ou  une  circonférence  de  cercle.  (Gon- 
cours  général  i885.) 

10.  Étudier  le  complexe  formé  par  les  droites  qui  coupent  deux 
surfaces  données  du  second  degré  suivant  quatre  points  en  proportion 
harmonique. 

XI.  Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré,  on  considère  une 
droite  D  telle  que  les  deux  plans  tangents  que  Ton  peut  mener  par  D 
à  la  première  surface  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  plans  tangents  menés  par  D  à  la  seconde  surface.  Étudier  le 
complexe  formé  par  ces  droites. 
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la.  Etant  données  deux  sarfaees  du  second  degré,  étudier  le  com- 
plexe formé  par  les  droites  telles  que  les  deux  segments  déterminés 
par  les  deux  surfaces,  sur  chacune  de  ces  droites,  aient  le  m^me 
milieu. 

Que  devient  ce  complexe  lorsque  les  deux  surfaces  ont  an,  deux  ou 
trois  plans  de  symétrie  droite  ou  oblique  en  commun  ? 

i3.  On  considère  un  système  quelconque  de  forces  Fi,  F|,  .  .  .  Fm 
appliquées  à  un  corps  solide  et  on  appelle  droite  de  moment  nul  un 
axe  A  tel  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  A  soit 
nulle.  Démontrer  que  les  droites  de  moment  nul  forment  un  com- 
plexe du  premier  ordre  dont  l'axe  central  (Exercice  3)  est  Taxe  cen- 
tral du  système  de  forces  Fi,  F^,  .  .  .  Fn  d*après  Poînsot. 

i4.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'en 
puisse  diriger  suivant  six  droites  des  forces  se  faisant  équilibre  est 
que  ces  six  droites  appartiennent  &  un  même  complexe  du  premier 
ordre. 

i5.  Des  forces  appliquées  à  un  corps  solide  peuvent  d'une  infinité 
de  manières  être  réduites  à  deux  F  et  4>.  On  considère  seulement 
celles  de  ces  réductions  dans  lesquelles  les  forces  F  et  4>  sont  rectaur 
gulaires.  Démontrer  qu'alors  les  forces  F  et  o  appartiennent  à  un 
complexe  du  second  ordre.  (Exercice  identique  au  fond  à  Texercice  5). 

i6.  Lieu  géométrique  des  axes  centraux  des  complexes  de  premier 
ordre  passant  par  les  droites  communes  &  deux  complexes  du  pre- 
mier ordre  donné.  (L'axe  central  a  été  défini  dans  l'exercice  5.  On 
remarquera  que  si  9  =  o,  <|/  =  o  sont  les  équations  de  deux  complexes 
du  premier  ordre,  l'équation  générale  des  complexes  du  premier 
ordre  passant  par  les  droites  communes  à  ces  deux  complexes  est 
ç  +  X41  =  o.  Le  lieu  géométrique  demandé  est  le  conoîde  droit  qui  a 
été  appelé  cylindroide  par  Gayley,  et  dont  l'équation  peut,  par  un 
choix  convenable  des  axes,  être  écrite  z{x*  +  y*)  =  2axy.) 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  DIVERS  CONCOURS 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


4860.  On  donne  nne  parabole  P;  soient  À  et  B  deux  points  mobiles  sur 
•^Btte  courbe,  mais  tellement  choisis  que  les  normales  en  À  et  B  se  coupent 
en  un  point  G,  situé  sur  P.  La  tangente  en  C  et  la  droite  AB  se  coupent  en 
^n  point  M;  trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  et  construire  la  courbe. 

f  Sêl.  Déterminer  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équation 

lorsque  les  paramètres  a,  6, 9,  varient  de  —  oo  à  +  <=><>• 
Exprimer  que  ces  surfaces  sont  de  révolution. 

1862.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  Téquatioa 

x»  4-  y»  ~  z»  4-  ^pxz  +  2gyjs  —  Sax  —  26y  -|-  2«  =  0 , 

{a,  bt  Cf  étant  des  nombres  positifs  donnés;  p,  q  représentant  des  para- 
mètres variables)  :  1*  Lorsque  p  et  g  varient  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles; âo  lorsque  p  et  g  varient  de  manière  à  ce  que  l'équation  donnée 
représente  un  cône.  Distinguer  la  partie  du  lieu  qui  correspond  à  des 
hyperbololdes  à  une  nappe,  de  celle  qui  correspond  à  des  byperboloîdes  à 
deux  nappes. 

18113.  On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  0,  0';  d'un  point  A» 
pris  sur  0,  on  mène  des  tangentes  à  0'  et  Ton  joint  les  points  de  contact 
obtenus.  Cette  droite  coupe  la  tangente  à  0,  au  point  A,  en  M  ;  trouver  le 
lieu  décrit  par  M. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  la  grandeur  et  la  posi* 
tion  relatives  des  circonférences  0  et  O';  indiquer  le  cas  où  il  se  d^m«* 
pose.  Faire  voir  que  le  lieu  des  points  M  est  tangent  à  0  en  chacun  des 
points  qui  lui  sont  communs  avec  cette  circonférence. 

1864.  On  considère  le  cercle  qui  a  pour  équation 

x«  +  y»  =  1 , 
et  la  parabole  qui  est  représentée  par  Téquation 

a* 

où  a  et  P  désignent  des  paramètres  positifs  quelconques.  On  propose  d« 
déterminer  : 

io  Le  nombre  des  points  réels  communs  aux  denx  courbes»  pour  les 
différentes  valeurs  de  a  et  de  p. 
S"  Les  coordonnées  des  quatre  points  communs  quand  on  suppose  s 

«a  +  6«  =  l, 
ou  : 

«  =  1    et    «>0, 
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enfin,  lorsque  l'on  a  

i80S.  On  donne  dans  un  plan  une  parabole  P  et  Ton  considère  une 
circonférence  G  passant  par  le  foyer  de  P.  On  propose  d'indiquer  les  régions 
du  pian  où  doit  se  trouver  le  centre  de  G,  pour  que  cette  circonférence  ait 
successivement  avec  P  :  i^  quatre  points  réels;  9*  quatre  points  Imaginaires; 
8*  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires.  On  étudiera  la  forme  et 
les  propriétés  de  la  courbe  qui  sépare  les  deux  premières  régions  de  la 
troisième. 

1866.  On  considère  la  parabole  et  l'hyperbole  équilatère  qui  corres- 
pondent, respectivement,  aux  équations 

y'  —  2paj  =  0    ,    apy  —  m'  =  0. 
On  propose  : 

1»  De  former  l'équation  ayant  pour  racines  les  abscisses  ou  les  ordonnées 
des  pieds  des  normales  communes  à  ces  denx  courbes. 

Se  De  déduire  de  cette  équation  que  le  nombre  des  normales  communes 
est  au  moins  égal  à  un  et  au  plus  égal  à  troii. 

3*  De  démontrer  qu'en  supposant 

Il  n'y  a  qu'une  normale  commune  réelle. 

i86V.  Étant  donnés  un  triangle  BOA  rectangle  en  0  et  nne  droite  D, 

située  dans  le  plan  de  ce  triangle,  on  propose  : 

i«  De  former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
au  triangle  BOA;  2»  de  calculer  l'équation  du  lieu  L  des  points  oA  ces 
diiTérentes  hyperboles  ont  pour  tangentes  des  parallèles  à  D;  8*  d'examiner 
les  différentes  formes  du  lieu  L  qui  correspondent  aux  directions  diverses 
de  la  droite  D. 

1868.  Soient  deux  paraboles  P,,  P,,  ayant  toutes  deux  pour  foyer  le 
point  fixe  0  et,  pour  axes  respectifs,  les  droites  fixes  OX,  OT,  droites  qu'on 
suppose  rectangulaires.  On  mène  à  «ces  paraboles  une  tangente  commune  : 
soient  M,  et  M,  les  points  de  contact;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu 
de  M|  Ma»  sachant  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe. 

1869.  On  donne  un  triangle  rectangle  isocèle  AOB  et  on  demande  : 

4^  L'équation  générale  des  paraboles  P  tangentes  aux  trois  côtés  do 
liiaogleAOB; 

20  L'équation  de  l'axe  de  l'une  quelconque  de  ces  paraboles  ; 

3»  L'équation  et  la  forme  du  lieu  des  projections  du  point  0,  sommet  de 
l'angle  droit  AOB,  sur  les  axes  des  paraboles  P. 

18'72.  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  deux 
droites  (A)  et  (B)  respectivement  parallèles  aux  axes  et  l'on  demande  : 

i"  De  former  (*équation  générale  des  courbes  du  second  degré  qui  ont 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées  et  qui  admettent  comme  normales 
les  droites  données  (A)  et  (B); 

S*  De  démontrer  que  par  un  point  du  plan,  Il  passe  en  général  trois  d« 
ces  courbes,  à  savoir  deux  ellipses  et  une  hyperbole; 
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h  De  faire  connailre  les  points  da  plan  pour  lesquela  cette  règle  générale 
soulTre  une  exception. 

18V3.  On  donne  un  cercle  et  un  point  À,  et  l'on  demande  le  lieu  det 
centres  des  hyperboles  équilatéres  assujetties  à  passer  par  le  point  donné  À 
et  à  toucher  en  deux  points  le  cercle  donné. 

On  discutera  la  courbe  obtenue  pour  les  différentes  positions  du  point  À 
et  l'on  démontrera  que,  dans  le  cas  général,  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  an  lieu  par  le  point  A  sont  situés  sur  une  circon- 
ttrence  de  cercle. 

1894.  Étant  donné  un  triangle,  on  sait  que,  par  un  point  M  de  son 
plan,  il  passe,  en  général,  deux  paraboles  circonscrites  au  triangle. 

Gela  posé,  on  demande  de  construire  et  de  discuter  le  lieu  du  point  M 
pour  lequel  les  axes  des  deux  paraboles  correspondantes  forment  entre  eux 
un  angle  donné. 

f  8VS.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  Tintersection  des  deux  normales 
menées  à  la  parabole  aux  deux  extrémités  de  toutes  les  cordes  dont  les 
projections  orthogonales  sur  une  perpendiculaire  à  Taxe  ont  une  même 
valeur. 

Que  dire  du  cas  où  Ton  fait  tendre  vers  zéro  cette  valeur  de  la  pro- 
jection? 

Revenant  au  cas  général,  on  propose  de  mener  par  un  point  quelconque 
du  lieu  trois  normales  à  la  parabole. 

Application  particulière  an  point  maximum  du  lien. 

IS'VS*  {Quetiion  retirée.)  Une  conique  donnée  de  forme  et  de  grandent 
se  déplace  de  manière  que  chacun  de  ses  foyers  reste  sur  une  droite  donnée. 
A  cette  conique,  parallèlement  à  l'une  des  droites  données,  on  mène  une 
tangente;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

48V6*  4.  {AdmiisibiUté.)  i«  Expliquer  la  recherche  du  lieu  des  milieux 
des  cordes  parallèles  à  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  dont  les  coor- 
données sont  «  =  i,  y  =  i,  2  =  4,  pour  la  surface  représentée  par  l'équation 

x»  4-  2^2  —  3f2  -f  Jtey  +  5«  +  JK  =  0. 

9*  On  demande  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  varier  le  coef- 
ficient a  pour  que  l'équation 

ait  ses  quatre  racines  réelles. 

S.  (AdmUnon.)  On  considère  une  hyperbole  équilatère  fixe  et  une  infinité 
de  cercles  concentriques  à  cette  courbe.  A  chacun  des  cercles  on  mène  des 
tangentes  qui  soient,  en  même  temps,  normales  à  l'hyperbole.  On  prend  le 
milieu  de  la  distance  qui  sépare  le  point  de  contact  avec  le  cercle  variable, 
du  point  d'incidence  sur  l'hyperbole  une.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
ce  milieu.  —  Si  l'équation  du  lieu  se  présente  sous  une  forme  irrationnelle 
on  devra  la  rendre  rationnelle. 

1897.  i.  (Admit$ilnlité,)  4«  On  donne  une  surface  rapportée  à  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires 

3x3  _  3y3  ^  j;3  _  2y2  —  4jk«  +  dxy  —  8x  +  6y  +  22  =  0 , 

trouver  l'équation  de  la  même  sarface  par  rapport  à  un  même  système  de 
l^lans  principaux. 
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Oik  opérera  directement,  ea  supposant  connue  l'équation  da  nlan  dia- 
métral. 

2*  Démontrer  que,  dans  une  équation  k  coefficients  réels,  qui  a  ses  racines 
réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  variations 
du  premier  membre  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

On  supposera  connue  la  règle  des  signes  de  Descartes. 

S.  (Àdmistian.)  Soit,  -f  »  l^  ==  4,  l'équation  d'une  hyperlMie  rapportée  à 

ses  axes  ;  Ç,  ti,  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  l'hyperbole.  Par 
ce  point  M,  on  mène  deux  tangentes  à  l'hyperbole;  soient  A  et  B  les  points 
de  contact. 

Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  À,  B  et  le  centre  0  de  l'hyper- 
bole. 

Ce  cercle  rencontre  l'hyperbole  en  deux  points  G,  D,  distincts  de  A  et  B; 
trouver  l'équation  de  la  droite  CD. 

Si  H  décrit  une  ligne  droite,  aux  diverses  positions  du  point  M  corres- 
pondent diverses  positions  de  CD;  trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  de  l'hyperbole  sur  ces  droites. 

1898. 1.  (Admiiêibifité.)  1*  Méthode  de  Newton,  fondée  sur  la  considéra- 
tion des  dérivées  successives,  pour  trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  d'une  équation. 

S*  Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées  rectangnlairet  par 
les  deux  équations 

*  =  rrï5    '    y=    i-<»    ' 

9.  (iidmûiton.)  On  donne  une  droite  D  dont  l'équation  par  rapport  à  deax 
axes  rectangulaires  om  et  oy  est 

p    q 

On  considère  les  différentes  coniques  qui  ayant  pour  axes  o«  el  oy  sont 
normales  à  la  droite  D.  Chacune  d'elles  rencontre  cette  droite  en  deux 
points;  en  ces  points,  on  mène  les  tangentes  à  la  conique. 

Trouver  l'équation  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Démontrer  que  ce  lieu  est  une  parabole  et  que  la  distance  du  foyer  de 
oette  parabole  à  son  sommet  est  le  quart  de  la  distance  du  point  G  à  k 
droite  D. 

On  construira  géométriquement  l'axe  et  le  sommet  de  la  parabole. 

18V9.  4.  (ÂdmiiiibUité.)  4*  Gomment  déduit-on  du  théorème  de  Storm 
les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation  algébrique  de 
degré  donné. 

i»  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  eil 

__       sln» 
^■~î»  —  8cos«* 

9.  (Admiisioii.)  On  donne  une  conique  rapportée  à  set  asea 
et  un  poUit  M  cette^  conique.  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  quelconque 
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de  It  conique  et  le  point  M  on  fait  passer  un  cercle.  Proarw  que  le  llea 
décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  ane  conique  K  passant  par  l'origine  0 
des  axes. 

Si  autour  du  point  0,  on  fait  tourner  deux  droites  rectangulaires,  elles 
rencontrent  la  conique  K  en  deux  points,  prouver  que  le  lieu  des  points 
de  rencontre  des  tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpendicu- 
laire au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de  ce  segment. 

Par  le  point  0  on  peut  mener,  indépendamment  de  la  normale  ayant  son 
pied  en  0,  trois  autres  droites  normales  à  la  conique  K. 

i*  Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équi- 
iatère  etoùa  =  l,6  =  ^i,  montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est 
réelle  et  calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

2*  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales. 

Nota,  Le  pied  de  la  normale  est  le  point  de  la  courbe  d'où  part  la  normale. 

1880.  Soient  M  et  N  les  points  où  Taxe  des  x  rencontre  le  cercle 

considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les 
points  M  et  N;  menons  par  un  point  Q,  pris  arbitrairement  sur  le  cercle, 
des  tangentes  à  l'hyperbole;  soient  A  et  B  les  points  où  le  cercle  coupe  la 
droite  qui  joint  les  points  de  contact. 

Démontrer  que,  des  deux  droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle  à  une 
direction  fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspondante  qui  passe 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée.  On  construira  géométriquement  son 
centre,  ses  asymptotes  et  ses  sommets. 

Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  »,  quel  est  le  lieu  décrit  par  les  foyers 
de  l'hyperbole?  On  déterminera  son  équation  et  on  le  construira. 

4884^  1.  On  considère  une  parabole  P  et  une  droite  AB  normale  au 
point  A  à  cette  courbe  (ce  point  A  se  projetant,  d'ailleurs,  sur  l'axe  au  foyer 
même  de  la  courbe). 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans  le  cylindre  droit 
qui  a  pour  base  P,  par  des  plans  passant  par  AB. 

3.  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  et  un  point  P  de  la  courbe. 
Sachant  que  l'un  des  foyers  décrit  la  perpendiculaire  menée  du  point  P  sur 
l'asymptote  considérée,  on  demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de  la 
seconde  asymptote  avec  la  directrice  correspondant  au  foyer  donné. 

1888*  On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et  B.  Une 
conique  quelconque  passant  par  ces  points  et  tangente  aux  deux  cercles 
rencontre  l'hyperbole  équilatère  qui  a  ces  points  pour  sommets  en  deux 
antres  points  C  et  D. 

i*  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  des  centres  de  similitude 
des  deux  cercles  donnés. 

S*  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant  par  A  et  B,  sont  tan- 
gentes aux  deux  cercles,  démontrer  que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose 
de  deux  circonférences  E  et  P. 

3*  Soit  une  conique  satisfaisant  &  la  question  et  ayant  son  centre  sur 
l'une  des  circonférences,  E  ou  F;  démontrer  que  les  asymptotes  de  cette 
conique  rencontrent  cette  circonférence  en  deux  pdnts  £ces  situés  sur 
l'axe  radical  des  deux  circonférences  données. 
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1888.  Od  donne  une  parabole  et  une  droite.  Trouver  le  lieu  des  pointi 
tais  que  les  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  à  la  paratrale,  forment  areo 
la  droite  donnée  un  triangle  de  surface  donnée. 

1884.  On  donne  une  conique 

—  -4-       '^        —  4 
oa  T^  a»  -  c»  "  *• 

On  joint  un  point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers  F  et  F* 

i«  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  cercle  inscrit  dans  Tintériaor 
du  triangle  MFF',  au  moyen  des  coordonnées  du  point  M. 

Se  Dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  on  démontrera  que 
si  Ton  considère  les  cercles  inscrits  dans  deux  triangles  correspondant  à 
deux  points  M  et  M'  de  la  conique,  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  passe 
par  le  point  milieu  du  segment  MM'. 

3«  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon  vecteur  FM  touche  le  cercle 
correspondant  en  un  point  P.  On  déterminera,  en  coordonnées  polaires, 
l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  P.  On  )>rendra  le  foyer  F  pour  origine 
des  rayons,  et  l'axe  des  «  pour  origine  des  angles. 

t885.  Par  les  deux  foyers  d'une  ellipse  on  fait  passer  une  circonférence 
de  cercle  variable. 

i«  À  quelle  condition  doit  satisfaire  cette  ellipse  pour  que  la  circonférence 
du  cercle  puisse  la  rencontrer  en  quatre  points  réels  et  dans  quelle  portion 
du  petit  axe  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour  que  les  quatre  points 
d'intersection  soient  réels. 

3o  En  chacun  des  points  d'intersection  on  mène  les  tangentes  à  l'ellipse  ; 
trouver,  quand  le  cercle  varie,  le  lieu  des  sommets  du  quadrilatère  formé 
par  ces  tangentes. 

3*  Quel  est  le  lien  des  points  d'intersection  des  côtés  de  ce  quadrilatère 
avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère  symétrique  du  premier  par  rapport  ao 
centre  de  l'ellipse. 

4«  On  considère  les  tangentes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse;  trouver 
le  lieu  de  leurs  points  de  contact  avec  le  cercle. 

1886.  On  donne  un  rectangle  AJBÀ'B'.  Deux  hyperboles  équilatères  À  ei  B 
ayant  toutes  deux  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés  du  rectangle  pas- 
sent :  Tune  (A)  par  les  sommets  opposés  A  et  A',  l'autre  (B)  par  les  sommets 
opposés  B  et  F  du  rectangle. 

4«  Démontrer  que  le  centre  de  l'hyperbole  A  a  par  rapport  à  l'hyper- 
bole  B  la  môme  polaire  P  que  le  centre  de  l'hyperbole  B  par  rapport  à 
l'hyperbole  A. 

S*  Le  rectangle  restant  Gze,  on  fait  varier  en  même  temps  les  deux  hyper- 
boles de  manière  qu'elles  soient  égales  entre  elles  sans  être  symétriques  par 
rapport  à  l'un  des  axes  de  symétrie  du  rectangle.  Examiner  si  elles  se  cou- 
pent en  des  points  réels.  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  droite  qui  joint 
leurs  centres,  et  prouver  que  la  droite  P  est  constamment  tangente  à  ce 
lieu. 

3*  Si  l'on  prend  une  quelconque  des  hyperboles  (A)  et  une  quelconque 
des  hyperboles  (B),  il  existe  une  infinité  de  rectangles  ayant  comme  le  rec- 
tangle donné  deux  sommets  opposés  sur  chacune  de  ces  hyperboles  et  les 
côtés  parallèles  aux  asymptotes.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  oae  ro^ 
tangles. 

1889.  On  donne  dans  on  plan  un  point  »  fixe  et  deux  axes  rectangu- 
laires fixes  0»,  Oy,  Par  le  point  w  on  fait  passer  deux  droites  rectanga- 
laires  rencontrant  Ox  en  B  et  D,  Oy  en  A  et  G.  Par  les  points  A;'B,  on  fait 
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passer  une  parabole  P  tangente  aux  axes  Ox  et  Op  en  ces  points  ;  par  les 
points  C,  D,  on  fait  passer  une  parabole  P'  tangente  aux  axes  Ox  et  Oy 
en  ces  points. 

On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  ÂB,  CD  autour  du  point  cd,  et 
l'on  demande  : 

io  Les  équations  des  paraboles  P,  P'  de  leurs  axes  et  de  leurs  directrices; 

30  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et  des  directrices  ; 

3«  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs  axes,  qui  se  compose 
de  deux  cercles; 

40  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  constante. 

1888.  On  donne  un  quadrilatère  plan  OABG  et  deux  séries  de  para- 
boles :  les  unes  tangentes  en  À  à  AG  et  ayant  pour  diamètre  OA  ;  les  autres 
tangentes  en  B  à  BG  et  ayant  pour  diamètre  OB.  On  demande  : 

4<>  Le  lieu  du  point  de  contact  M  d'une  parabole  de  la  première  série 
avec  une  parabole  de  la  deuxième  série  ; 

âo  Indiquer,  en  laissant  le  triangle  OAB  invariable,  dans  quelle  région 
du  plan  il  faut  placer  le  point  G  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  et  pour 
qu'il  soit  une  hyperbole; 

30  Démontrer  que  dans  l'hypothèse  où  OABG  est  on  parallélogramme, 
la  tangente  commune  en  M  aux  deux  paraboles  pivote  autour  du  point  de 
concours  K  des  médianes  du  triangle  ABG; 

40  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du  point  d'intersection  P 
de  la  tangente  en  M  aux  deux  paraboles  avec  l'autre  tangente  commune 
DE  que  Ton  peut  mener  à  ces  deux  courbes. 

Nota.  On  pose  OA  =  a,  OB  =  6. 

1889.  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  et 
deux  séries  de  paraboles  :  les  unes  P,  de  paramètre  p,  tangentes  à  Oy  du 
côté  des  s  positifs,  et  ayant  leur  axe  parallèle  à  Ox;  les  autres  Q,  de  para- 
mètre q,  tangentes  à  Ox  du  côté  des  y  positifs  et  ayant  leur  axe  parallèle 
à  Oy.  On  demande  : 

10  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  G  qui  se  déplace  sans  changer  de 
grandeur  en  passant  constamment  par  les  points  communs  à  l'une  des 
paraboles  P  et  à  l'une  des  paraboles  Q. 

20  De  démontrer  que  si  l'on  associe  une  parabole  P  et  une  parabole  Q 
de  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  foyers  respectifs  reste  constam- 
ment parallèle  &  une  direction  donnée,  la  somme  des  angles  que  font  les 
tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  avec  un  axe  fixe,  Ox  par 
exemple,  demeure  constante,  et  de  trouver,  dans  ces  conditions,  le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles. 

80  De  placer  une  parabole  P  et  une  parabole  0»  de  façon  qu'elles  aient 
trois  points  communs  confondus  en  un  seul  et  de  calculer,  pour  cette  posi- 
tion des  deux  courbes,  les  coordonnées  de  leurs  points  communs  et  le 
coefficient  angulaire  de  leur  tangente  commune  en  ce  point. 

io  De  démontrer  que  tout  triangle  circonscrit  à  la  fois  à  l'une  quelconque 
dos  paraboles  P  et  à  l'une  quelconque  des  paraboles  Q  est  inscrit  dans  i^e 
conique  fixe  et  de  trouver  l'équation  de  celte  conique. 

1890.  On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H,  dont  l'équa- 
tion par  rapport  à  ses  axes,  pris  pour  axes  des  cordonnées,  est  : 

(I)  x2  — y^  =  a'. 

D'un  point  M  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x=pyy  =  qj  on  mène 
des  normales  à  cette  courbe. 
On  demande  : 

GÉOM.   ANALTT.  46 
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io  De  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales  une  nouvelle  hyperbole 
équilatère  dont  les  normales  en  ces  points  soient  concourantes  et  de  délc^ 
miner  leur  point  de  concours  ; 

2o  Rn  désignant  par  K  une  hyperbole  équilatère  satisfaisant  à  cette  cou* 
dition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être  placé  le  point  M  pour  qu'il } 
ait  une  hyperbole  K  correspondant  à  ce  point; 

3*  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'hyperbole  K  soit  égale 
à  l'hyperbole  H. 

N.  B,  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 

1891.  On  donne  une  parabole  P  et  on  porte  &  partir  de  chacun  de  ses 
points»  et  dans  les  deux  sens,  sur  une  parallèle  à  une  direction  fixe  A,  des 
longueurs  égales  à  la  distance  de  ce  point  au  foyer  de  la  parabole. 

lo  Lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs.  Il  se  compose  de  deux  para- 
boles P,  et  Pj  •  montrer  la  raison  do  ce  dédoublement. 

â«  Démontrer  que  les  axes  de  P|  et  P,  sont  perpendiculaires  l'un  à  Tautre, 
qu'ils  pivotent  autour  d'un  même  point  indépendant  de  A  et  que,  quelque 
soit  celte  direction,  la  somme  des  carrés  des  paramètres  de  ces  paraboles 
est  constante; 

80  Trouver  et  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  paraboles  P, 
et  Pj  quand  on  fait  varier  A.  On  prendra,  comme  axes.  Taxe  et  latan^cDti} 
au  sommet  de  la  parabole  donnée  de  paramètre  p.  On  désignera  par  t 
l'angle  de  A  avec  l'axe  des  x. 

1808.  On  donne  une  hyperbole  équilatère  V  et  une  circonférence  (C) 
décrite  sur  une  corde  DD'  de  cette  hyperbole  comme  diamètre. 

1*  On  mène  dans  la  circonférence  une  corde  perpendiculaire  à  DD  : 
démontrer  que  la  moitié  de  cette  corde  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  distances  de  son  milieu  aux  points  où  elle  rencontre  l'hyperbole; 

20  Indiquer  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  de  la  circonférence  et 
de  l'hyperbole  sont  réels; 

30  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes  à 
l'hyperbole  et  à  la  circonférence^  lorsque  la  corde  Dïf  se  déplace  en  res- 
tant parallèle  &  une  direction  fixe; 

40  Soit  H,  un  des  points  communs  à  l'hyperbole  et  aucercle  mobile,  A  le 
point  où  la  tangente  &  la  circonférence  en  H  coupe  l'hyperbole,  B  le  point 
où  la  tangente  à  l'hyperbole  en  H  coupe  la  circonférence  :  prouver  que  h 
droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

(Voyez  à  la  fin  les  compositions  do  1893.) 
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1833.  Couper  un  triangle  par  une  droite  de  manière  que  les  deux  par- 
ties de  ce  triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  et  qu'elles 
aient  leurs  centres  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  sécante. 
On  résoudra  le  même  problème  :  !•  lorsque  les  deux  côtés  sont  égaux; 
2*  lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux. 

i837.  Étant  données,  dans  un  plan,  deux  paraboles  égales  dont  les 
sommets  se  touchent  et  dont  les  axes  sont  tournés  en  sens  contraires;  on 
suppose  que  l'une  d'elles  roule  sur  l'autre  de  manière  que,  dans  dhacune 
des  positions  qu'elle  vient  occuper  successivement,  elle  lui  soit  toujours 
tangente  en  un  point  également  éloigné  du  sommet  de  la  parabole  fixe  et  du 
sommet  de  la  parabole  mobile.  Pendant  ce  mouvement,  le  sommet  de  cette 
dernière  courbe  décrit  un  lieu  dont  on  demande  l'équation. 

1844.  Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  l'ellipse,  on  décrit  un 
•cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  point  et  l'on  mène  au  cercle  et  à  l'ellipse 
les  deux  tangentes  communes,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux 
courbes  données  au  point  A.  On  demande  le  lieu  du  point  commun  à  ces 
deux  tangentes  quand  on  fait  varier  le  rayon  du  cercle. 

1845.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  situé  dans  son  intérieur,  on 
imagine  que  sur  chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  on  décrive  une  ellipse 
qui  ait  ce  diamètre  pour  grand  axe  et  qui  casse  par  le  point  donné.  On 
demande  : 

i*  L'équation  générale  de  ces  ellipses; 

î?  Le  lieu  géométrique  de  leurs  foyers; 

3*  Le  lieu  des  extrémités  de  leurs  petits  axes. 

1846.  Étant  donnée  une  ellipse,  si  on  lui  circonscrit  des  rectangles  telt 
que  ABCD,  on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés  sur  un  même  cercle 
concentrique  à  l'ellipse.  Cela  étant  admis,  des  points  de  contact  N  et  Q  de 
denx  côtés  opposés  de  chaque  rectangle,  on  mène  deux  droites  au  point  de 
contact  M  de  l'un  des  deux  autres  côtés  et  l'on  demande  de  prouver  : 

4«  Que  MN  et  MQ  sont  également  inclinées  sur  le  côté  AB; 
â>  Que  MN  +  MQ  est  constante; 

3*  9ue  ces  droites  MN,  MQ,  enveloppent  une  ellipse  homofocale  à  la  pro- 
posée. 

184*9.  Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  un  cercle,  on  forme  un  second 
triangle  dont  les  sommets  A,  B^  G,  sont  les  points  milieux  des  côtés  du 
premier.  Des  sommets  de  ce  second  triangle,  on  mène  au  cercle  les  tan- 
gentes Aa,  B&,  Ce,  qui  rencontrent  respectivement  en  abe,  les  côtés  opp</sés 
à  ces  sommets.  On  propose  de  démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

On  verra  si  le  théorème  a  également  lieu  lorsque,  à  la  place  du  cercle 
incrit,  on  prend  une  section  conique  quelconque  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  PQR. 
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1848.  Soit  dans  le  plan  d*ane  ellipse  donnée,  une  droite  quelconque 
TS;  par  le  centre  G  de  l'ellipse,  on  mène  le  diamètre  ACB  conjugné  à  I» 
direction  de  cette  droite  et  qui  va  la  couper  au  point  0.  On  prolonge  ensuit» 
la  ligne  OC  d'une  longueur  OM,  telle  que  OC.  CM  =  CA.'.  On  suppose  que  la 
droite  TS  se  meuve  de  manière  à  être  toujours  tangente  à  une  courbe  donnée 
et  l'on  demande  quelle  seta  la  courbe  décrite  par  le  point  M.  On  indiquera 
la  méthode  à  suivre  et  l'on  en  fera  l'application  au  cas  suivant  L*ellipse  » 

pour  équation  'ô'  +  V=  ^  t  et  la  droite  TS  reste  tangente  k  la  courbe  qui 

est  représentée  par  Téquation  x*=^ay, 

1849.  Soient,  dans  un  plan,  une  ellipse  et  une  droite  située  hors  de  cett» 
ellipse.  On  prend  sur  la  droite  deux  points  N,  N',  conjugués  par  rapport  à 
Tel  ipse  (c'est-à-dire  deux  points  tels  que  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre); 
cela  posé  : 

4«  Prouver  qu'il  existe  dans  le  plan  de  l'ellipse  deux  points  0,  0*,  desquels 
on  voit  chaque  segment  NN'  sous  un  angle  droit;  9*  On  demande  le  lieu  des 
points  0,  0',  quand  la  droite  se  meut  parallèlement  à  elle-même. 

t850.  Étant  donnés  deux  axes  fixes  ox,  oy;  autour  d'un  point  fixe  P,  on 
fait  tourner  un  angle  ÀBP  de  grandeur  constante  et  donnée  (A,  marquant 
le  point  où  l'on  des  côtés  de  l'angle  va  couper  ox,  et  B,  le  point  où  l'autre 
côté  coupe  l'axe  oy).  On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  ox  un  point 
fixe  A'  et  sur  oy  un  point  fixe  B'  tels  que  le  produit  AA  x  BB'  reste  cons- 
tant pour  toutes  les  positions  de  Tangle.  On  examinera  le  cas  particulier 
où  les  droites  ox,  oy,  coïncident. 

i8Si.  Étant  donnée  une  droite  L.  on  mène,  de  chacun  de  ces  points  H« 
deux  droites  à  deux  points  fixes  F  et  F.  Deux  autres  points  fixes  0,  et  O', 
sont  les  sommets  de  deux  angles  AOB,  A'OB',  de  grandeurs  données  et  con- 
stants, que  l'on  fait  tourner  autour  de  leurs  sommets  respectifs  de  manière 
que  leurs  côtés  OA,  O'A',  soient  respectivement  perpendiculaires  aux  deux 
droites  MF,  M'F.  On  demande  quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point 
d'intersection  N  des  deux  droites  OA,  O'A'  et  la  courbe  qui  est  décrite  par 
le  point  d'intersection  des  deux  autres  côtés  OB,  03*,  quand  le  point  M 
glisse  sur  la  droite  fixe  L. 

i8S4.  Si  l'on  prend  pour  diamètre  d'un  cercle  la  portion  de  l'axe  non 
transverse  comprise  entre  le  centre  et  la  normale  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  la  tangente  menée  au  cercle  par  ce  dernier  point  est  égale  au 
demi-axe  réel. 

Résoudre,  d'après  cela,  la  question  suivante  :  Étant  donnés  les  deux  som- 
mets et  un  troisième  point  quelconque  de  l'hyperbole,  construire  la  nor- 
male en  ce  point.  Indiquer  les  propriétés  et  les  constructions  analogues 
pour  l'ellipse. 

t857.  Étant  données  deux  coniques  C  et  C,  on  mène  dans  la  première 
tous  les  systèmes  possibles  de  diamètres  conjugués  et  par  un  point  de  la 
circonférence  de  l'autre  on  mène  des  paraboles  aux  diamètres  de  chaque 
système.  Faire  voir  que  la  droite  qui  joint  iea  seconds  points  d'intersection 
de  ces  parallèles  avec  la  courbe  passent  par  un  môme  point. 

1869.  Far  un  point  donné  sur  l'axe  d'un  paraboloïde  de  révolution  on 
mène  une  sécante  et  par  les  points  où  cette  sécante  rencontre  la  surface,  on 
mène  des  normales  à  la  section  méridienne  qui  la  contient;  ces  normales 
se  rencontrent  en  un  point  dont  on  demande  le  lieu.  On  examinera  si  tous 
les  points  de  la  surface  font  réellement  partie  du  lieu. 
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1860.  On  donne  deux  ellipsoïdes  À  et  B,  On  demande  le  lltu  dei  icm- 
nets  des  trièdres^dont  les  faces  sont  tangentes  à  i*ellii)toîde  À  et  parallèles 
à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  B. 

1861.  Un  ellipsoïde  étant  donné,  trouver  le  lien  des  centres  des  sectioni 
ftlanes  dont  Taire  est  égale  à  une  constante  donnée. 

1862.  Deux  paraboles  de  même  paramètre  ont  leurs  axes  à  angle  droit;  j 
Tune  d'elles  est  fixe,  Tautro  est  mobile.  Une  corde  commune  AB  passe  con-                             ! 
«tamment  par  le  pied  D  de  la  directrice  de  la  parabole  fixe;  on  demande 
le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  la  parabole  mobile. 

1863^  Une  surface  du  second  degré  de  révolution  pourvue  d'un  centre 
«e  meut  de  manière  que  dans  chacune  de  ses  positions  elle  rencontre,  suivant 
une  circonférence  de  cercle,  une  surface  du  second  degré  fixe  et  donnée. 
On  demande  le  lieu  du  centre  de  la  surface  mobile. 

1864.  On  donne  deux  coniques  ayant  un  môme  foyer  et  leurs  axes  pro- 
portionnels. Soient  FA,  FA,  leurs  rayons  vecteurs  minimums  ;  on  fait  tourner 
ces  rayons  vecteurs  autour  de  F,  en  conservant  leur  distance  angulaire, 
soit  FC.  FC,  une  position.  En  C  et  C  on  mène  les  tangentes  à  chacune  des 
coniques;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

1865.  Etant  données  deux  coniques  tangentes  en  un  point  0,  on  leur 
mène  une  tangente  commune  OR,  ainsi  que  les  tangentes  communes  ex  té- 
rieures  AA',  BB',  qui  se  coupent  en  M.  Gela  posé,  on  propose  de  démontrer 
que  : 

4*  La  droite  PF,  qui  joint  les  points  P  et  F  diamétralement  opposés  au 
point  0  dans  les  deux  coniques,  passe  par  le  point  M. 

â«  Les  droites  AB,  A'B',  qui  joignent  les  points  de  contact  de  chaque  conique 
avec  les  tangentes  extérieures  communes,  se  coupent  en  un  point  il  qui  est 
situé  sur  la  tangente  commune  OR. 

3»  Les  tangentes  menées  aux  deux  coniques  par  le  point  R  touchent  les 
courbes  en  des  points  qui  sont  situés  sur  la  droite  MC 

On  fera  voir  que,  généralement,  le  point  R  ne  partage  cette  propriété 
avec  un  autre  point  et  on  déterminera  la  condition  qui  doit  être  remplie 
pourquoi  existe  une  ligne  telle  que  les  tangentes  menées  par  chaque  point 
de  cette  ligne  aux  deux  coniqnes  donnent  quatre  points  de  contact  en  ligne 
droite. 

1866.  Démontrer  que  i«  les  quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques 
quelconques  inscrites  dans  un  rectangle  donné  sont  les  sommets  d'un  paral- 
lélogramme dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  directions  fixes. 

âo  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
du  pian  à  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  rectangle  donné;  ou  bien 
des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 

3»  Trouver  le  lieu  des  points  de  toutes  ces  coniques  où  la  tangente  fait 
un  angle  donné  avec  le  diamètre  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

1867.  Un  ellipsoïde  étant  donné,  on  propose  de  trouver  une  droite  L 
dans  l'espace,  et  un  point  P  sur  l'ellipsoïde,  de  façon  que  les  cônes  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  P,  et  pour  bases  les  sections  faites  dans 
Tellipsoïde  par  des  plans  contenant  L,  soient  de  révolution.  On  cherchera, 
en  outre,^uel  est  le  lieu  des  positions  occupées  par  la  droite  L,  lorsque  le 
pins  grand  et  le  plus  petit  axes  de  l'ellipsoïde  restant  invariables,  on  fait 
varier  la  longueur  de  l'axe  moyen. 

1868.  On  propose  : 
i*  De  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  divisant  dans  un  rapport 
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donné  les  portions  des  tangentes  à  une  conique  fixe  qui  sont  ocmpriiei 
entre  deax  droites  fixes  ; 

£•  De  classer  méthodiquement,  en  s'attachant  surtout  aux  cas  génénoi^ 
les  diverses  formes  que  ce  lien  géométrique  peut  afiecter; 

3<»  De  trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  la  conique  et  les  deux 
droites  fixes  pour  que  le  lieu  géométrique  demandé  se  décompose  en  lignes 
droites  ou  en  lignes  du  second  ordre* 

18tt9«  On  donne  un  cercle  dont  le  centre  est  en  0,  et  un  point  P  dans 
le  plan  de  ce  cercle,  en  dehors  de  la  circonférence;  trouver  le  lieu  décril 
l>ar  les  foyers  d*une  hyperbole  équilatère,  doublement  tangente  au  cercle 
et  passant  par  le  point  P. 

On  construira  le  lieu  en  supposant  la  distance  PO  égale  au  triple  da 
rayon  du  cercle. 

1870.  Deux  ellipses  ont  leur  centre  en  un  même  point  et  leurs  uei 
dirigés  suivant  les  mômes  droites.  Déterminer  le  lien  d'un  point  tel  que 
les  cônes  ayant  ce  point  pour  sommet  commun,  et  les  deux  ellipses  pour 
directrices,  soient  égaux. 

f  87S  ^.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire  droit  on  le  coupe  par  des 
plans  rencontrant  les  trois  arêtes,  de  telle  manière  que  les  volâmes  des 
troncs  de  prisme  obtenus  soient  dans  un  rapport  donné  : 

1»  Trouver  la  surface  engendrée  par  le  centre  de  gravité  de  l'un  des 
troncs  de  prisme,  quand  le  plan  sécant  se  déplace  sans  cesser  de  rencontrer 
les  trois  arêtes. 

99  Trouver  les  courbes  qui  forment  les  contours  de  ces  surfaces. 

On  examinera,  en  particulier,  le  cas  où  le  prisme  donné  a  pour  bases  des 
triangles  équiiatéraux. 

1873.  Une  surface  du  second  degré  étant  donnée,  ainsi  que  deux  points 
A,  B,  sur  cette  surface;  il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  Z 
qui  sont  tangentes  en  A  et  B,  à  S.  On  propose  de  trouver  i 

4*  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  2; 

2*  Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  surfaces  avec  les 
plans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  parallèlement  à  un  plan  donné; 

3*  Le  lieu  géométrique  des  pointa  de  contact  de  ces  surfaces  avec  les 
plans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  par  une  droite  donnée. 

1874  (Paris).  Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  polynôme 
entier  F  (x)  satisfaisant  aux  relations  : 

F(i-«)  =  F(x)   .    pgjz:^^ 
est  t 

F  {X)  z:  (xî  -  «)»'  («»  -  «  H-  4)»  [  Ao(x»  -  X  +  i)»"  +  A,  (x>  —  X  -h  4)'  '' '  *'  («•-' 

4-  Aj  (x»  -  X  +  4;»^»-»J  (x^  -  X)*  +  , . .  +  A„  (x«  -  a;)2"  j 

p,  9,  n  désignant  des  nombres  entiers,  et  A«,  Ap  A,,....  A„  des  constantes 
quelconques. 

1874  (Départementi),  9i  l'on  considère  la  fonction  ^***  de  la  variable  9 
et  que  l'on  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  reconnaît  que  la  dérivée 
de  l'ordre  n  est  égale  au  produit  de  la  fonction  4'*^  par  un  polynôme  entier 
en  X  que  l'on  représentera  par  9„  (x). 


ft.  11  B*y  ft  pat  «tt  de  coaeoart  général  ta  1871. 
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f*  Démontrer  qae  les  polynômes  9  (x)  satisfont  aux  relations  saivantes  s 
9„(«)::=:  — 2«ç„.i  (x)  —  3(n  —  4)  <p„.,  (X) , 

9»  (x)  ^  —  2x9;  (x)  +  2n9„  (x) . 

f*  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  9„  (x)  ordonné  suivant  les  puis- 
sances de  X» 

iSVS.  Étant  donnés  un  ellipsoïde,  un  plan  P,  et  un  point  A  dans  ce 
plan;  trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Teilipsoïde  et 
tels  que  la  section  de  chacun  de  ces  cônes,  par  le  plan  P,  admette  pour 
foyer  le  point  A. 

ISVtt.  Étant  donné  un  parallélipipède  on  considère  trois  arêtes,  qui 
n'ont  pas  d'extrémités  communes  et  les  deux  sommets  non  situés  sur  ces 
trois  arêtes  : 

i*  Trouver  l'équation  du  lieu  d'une  courbe  plane  du  second  degré,  pas- 
sant par  ces  deux  points  et  s'appuyant  sur  les  trois  arêtes. 

2*  Chercher  les  droites  réelles  situées  sur  la  surface. 

3*  Étudier  la  forme  des  sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  paral- 
lèles à  l'une  des  faces  du  parallélipipède. 

18*97.  Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré  sur  lesquelles  existe 
une  droite  D  telle  que  Thyperboloïde  de  révolution  H  qui  a  pour  axe  une 
génératrice  quelconque  G,  de  la  surface  S.  et  du  même  système  que  D,  et 
qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogonalement  la  surface  S  en  tous  les 
points  de  cette  droite. 

SI  l'on  considère  tous  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rapportent  à  une  même 
surface  S,  jouissant  de  la  propriété  énoncée  : 

i*  Trouver  le  lien  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F  des  hyperboloïdes 
fl'  conjugués  des  hyperboloïdes  H; 

â»  Par  Tun  des  foyers  F  de  l'hyperboloîde  H',  on  mène  un  point  P  paral- 
lèle à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  G  et  D,  et  faisant,  avec 
cette  dernière,  un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait,  avec  cette  même 
droite.  Taxe  G  de  l'hyperboloîde  H;  trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint 
le  point  où  le  plan  P  coupe  la  droite  D  à  l'un  des  points  où  ce  plan  coupe 
la  courbe  d'intersection  de  la  surface  S  et  de  l'hyperboloîde  H. 

1878.  Les  droites  A'OA,  FOB,  C'OC  sont  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires;  on  suppose  OA'  =  0\  =  a,  0B'  =  0B  =  6,  OC'  =  OC  =  c. 

i*  Le  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  de  révolution  du  second 
degré  qui  passent  par  les  six  points  A»  A',  B,  B',  G»  C  ; 

S»  Le  lieu  des  extrémités  D  de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  des  points  D  sur  le  plan  AOB,  en 
supposant  a>tf> 6  et  l'on  partagera  la  courbe  en  arcs  tels  que  chacun 
d'eux  corresponde  à  des  surfaces  de  même  espèce. 

1879.  On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  dans  le 
plan  du  cercle  de  gorge.  Par  ce  point  on  mène  une  droite  parallèle  à  une 
génératrice  de  la  surface.  Cette  droite  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution 
qui  passe  par  la  génératrice  de  l'hyperboloîde.  Trouver  l'équation  dâ  la 
projection  sur  le  plan  de  xy  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  La  pro- 
i^tion  a  nn  point  double  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  la  droite  varie. 

1880.  Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ayant  un  point  de 
Itebroussement  0,  on  C'Onsidère  une  suite  de  points 

A.J'i  A.(„.|)f  •  •  •  •  f  A.,,  A.| î  Af ,  A| ,  A,, .... ,  A.,,.  A,; 
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tels  que  la  tangente  en  chacan  de  ces  points  rencontre  la  ooQrb^  au  point 
suivant  : 

i*  Étant  données  les  coordonnées  du  point  Àq»  on  propose  de  troayer  les 
coordonnées  des  points  A.„,  A^,  et  de  déterminer  les  limites  vers  les- 
quelles tendent  ces  points  quand  Tindice  n  augmente  indéfiniment. 

â*  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point  limite,  lorsque  la 
courbe  du  troisième  degré  se  déforme  en  conservant  le  même  point  de 
rebroussement  0,  la  même  tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constam- 
ment par  trois  points  fixes  P,  Q,  R. 

S«  On  étudiera  comment  varient  les  points  d*intersêction  de  ce  Heu  et  les 
côtés  du  triangle  P  Q  R,  quand  les  sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur 
des  droites  passant  par  0. 

188ft.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six  normales 
qu*on  peut  mener  de  l'un  quelconque  d*entre  eux  à  un  ellipsoïde  donné, 
à  trois  axes  inégaux,  se  séparent  en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les 
plans  respectifs  soient  parallèles  entre  eux. 

l^lontrer  que,  si  Ton  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution  de  co  pro- 
blème <  mener  du  point  P  les  normales  à  l'ellipsoïde  »  dépend  de  la  réso- 
lution de  deux  équations  du  troisième  degré. 

Discuter  ces  équations. 

i88€.  Par  un  point  quelconque  P  pris  dans  le  plan  d'une  parabole 
donnée,  dont  le  sommet  est  en  0,  on  mène  à  cette  courbe  trois  normales 
qui  la  rencontrent  aux  points  A,  B,  C.  Les  longueurs  PA,  PB,  PC,  PO  étant 
représentées  respectivement  par  a,  6,  c,  I,  on  demande  de  former  Téquation 
du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  /,  —  a^,  l*  —b\  P  —  c\  et  d'indi- 
quer les  signes  des  racines  d'après  la  portion  du  point  P  dans  les  diverses 
régions  du  plan. 

1883«  D'un  point  P  pris  sur  une  normale  en  un  point  A  d'un  para!>o- 
loïde  elliptique  on  peut  mener  à  la  surface  quatre  autres  normales  ayant 
pour  pieds  B,  G,  D,  et  E  ;  io  on  demande  de  trouver  l'équation  de  la  spbère  S 
passant  par  les  quatre  points  B,  C,  D,  et  E;  So  de  trouver  le  lieu  des  cen- 
tres I  de  la  sphère  S  quand  le  point  P  se  déplace  sur  la  normale  au  point 
A,  ainsi  que  la  surface  engendrée  par  la  droite  PL 

i884*  Par  le  centre  d'un  ellipsoïde  donné,  on  mène  trois  diamètres 
conjugués  quelconques;  et  par  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la 
sphère  circonscrite  au  parallélépipède  formé  par  les  pians  tangents  au 
sommet  de  Tellipsoïde,  on  fait  passer  des  plans;  1«  trouver  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  donné  P  sur  ces  plans  variables; 
S*  ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  l'équation  peut  être 
ramenée  à  la  forme  suivante  : 

(»'  +  y^  +  iJ")'  H  iA»2  +  iAy  +  AATz^  +  8C»  +  SC'y  +  SC"*  +  4D  =  0; 

trouver  toutes  les  sphères  telles  que  chacune  d'elles  coupe  la  surface  sui- 
vant deux  cercles;  3<>  ces  sphères  forment  cinq  séries  parmi  lesquelles  deux 
ne  sont  pas  distinctes.  Démontrer  que  les  sphères  de  la  série  double  passent 
toutes  par  un  môme  point,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres.  Démontrer 
que  les  sphères  de  chacune  des  trois  autres  séries  coupent  respectivement 
à  angle  droit  des  sphères  fixes  S, ,  S,,  S^.  Trouver  le  lieu  des  centres  des 
sphères  de  ces  trois  séries. 

188S.  Voyez  fin  du  chap.  VIL  Exercice  9. 

i886.  Étant  donnée  une  surface  du  deuxième  ordre  S  et  deux  points  A,  B. 
on  mène  par  le  point  B  une  sécante  qui  rencontre  la  surface  S  aux  points  G 


20  Où  pose  ç,(x,  y)  = 
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ti  C  et  le  plan  polaire  de  À  au  point  D.  Soient  M  et  M'  les  points  où  la 
droite  AD  rencontre  les  plans  qui  tenchent  la  surface  S  aux  points  G  et  C. 

i»  La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  demande  le  lieu  décrit 
par  les  points  M  et  M'. 

^So  Ce  lieu  se  compose  de  deux  surfaces  du  deuxième  ordre  dont  Tune  est 
indépendante  de  la  position  du  point  B  et  dont  Tautre  2  dépend  de  la  posi- 
tion de  ce  point.  Chercher  ce  que  devient  la  surface  2  quand,  dans  la  con- 
struction qui  donne  les.  points  de  cette  surface,  on  fait  jouer  au  point  A  le 
rôle  du  point  B  et  inversement. 

3*  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions  occupées  par  le  point  B 
quand  la  surface  2  n'a  pas  un  centre  unique  à  distance  finie. 

4SS7.  L  On  représente  par  (x,,  y,),  (x^fy^-"  {x„,  y„)  les  coordonnées 
des  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques  dont  les  équations 
mises  sous  forme  entière  sont  f(x^,  y)  =  0,  F  (x,  y)  =  0.  On  suppose  que  les 
points  d*intersection  sont  simples  et  situés  d  distance  finie. 

io  Montrer  que^  pour  chaque  valeur  de  t,  on  peut  écrire  : 

f{x,  y)  =  (s^x,)  Oi  (x,  y)  +  (i^  — y.)  6<  [x,  y) 

(4=4,  2...  m) 
F  (a?.  *')  =  («  —  «.)  A,-  (X,  y)  +  (y  —  Vi)  Bi  {x,  y), 

l3S  coefficients  Oi,  ôi,  A«-,  B,-  étant  des  polynômes  en  x  et  y. 

Xi     Bi     I 

t=:  m 

et  *  («,  y)  =  2  G.-  çf  (x,  y), 

t=i 

et  Von  d3mande  de  déterminer  les  constantes  G^  de  manière  que  le 
polynôms  *  prenne  pour  x  =  Xf  et  y  =  yi  une  valeur  donnée  «,-., Montrer 
que  le  polynôme  «f»  ainsi  obtenu  comprend,  comme  cas  particulier,  la  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange. 

3^  Démontrer  que  tous  les  polynômes  en  x  et  y  qui,  pour  x  :=  Xf  et  y  =  y^ 
prennent  la  valeur  u*,  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

^H-M/'+NF 

M  et  N  étant  d3S  polynômes  en  x  et  y. 

II.  Soient  f=  0,  F  =  0  les  équations  de  deux  coniques  u  et  U,  et  >,,  Xj,  >;,, 
les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  &  zéro  le  discriminant  de  la 
fonction  f — XF;  trouver  la  relation  entre  X,,  X,*  \y  exprimant  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  inscrire,  dans  la  conique  u,  un 
quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  U. 

1888.  Soit  G  la  courbe,  lieu  géométrique  des  sommets  des  angles  de 
grandeur  constante  circonscrits  à  une  ellipse  donnée  E  ;  et  D  une  droite 
également  donnée.  !<>  Démontrer  qu'il  y  a  trois  coniques  tangentes  à  la 
droite  D  et  touchant  en  quatre  points  la  courbe  il.  Déterminer  la  nature 
de  ces  trois  coniques.  2°  Soit  a,,  aj,  a,,  ««  les  points  où  la  droite  D  rencontre 
la  courbe  G;  par  deux  de  ces  points,  a,  et  a,  par  exemple,  on  fait  passer 
une  série  de  cercles  coupant  la  courbe  G  en  deux  points  variables  M  et  M'  ; 
et  on  demande  de  trouver  la  courbe  enveloppe  des  droites  MM'.  3<>  On 
suppose  la  droite  D  tangente  à  l'ellipse  E,  et,  par  les  points  a,,  a,»  «s»  °^a 
où  cette  dangente  rencontre  la  courbe  G,  on  mène  à  Tellipse  des  tan- 
gentes autres  que  la  tangente  D  :  trouver  le  lieu  décrit  par  les  sommets 
du  quadrilatère  formé  par  ces  tangentes,  quand  la  droite  D  roule  sur 
l'ellipse  E. 

4889.  Étant  donnés  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  une  para* 
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bole  P,  on  considère  toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère  formé 
par  les  tangentes  communes  au  cercle  0  et  à  la  parabole  P. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver. 

io  (a)  L'enveloppe  des  polaires  Â,  du  point  0,  par  rapport  aux  coni- 
ques G;  (6)  l'enveloppe  des  tangentes  T  aux  coniques  G,  telles  que  les 
normales  aux  points  de  contact  passent  par  le  point  0  ;  («)  Tenveloppe  des 
axes  des  coniques  G. 

20  Les  lieux  géométriques  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  do 
point  0,  sur  les  polaires  A,  sur  les  tangentes  T  et  sur  les  axes  des  coniques  G. 

RÉSULTATS.  —  Pour  les  enveloppes  (a),  (6),  {e),  on  trouve  la  même  para- 
bole; pour  les  lieux  géométriques  (2)  une  stropholde,  podûre  de  la  para- 
bole par  rapport  à  un  point  de  sa  directrice. 

1800.  On  donne  une  surface  du  second  Ardre  S,  un  point  fixe  A  sur  celte 
surface  et  une  conique  G,  située  dans  un  plan  P.  Les  trois  droites  qui  joi- 
gnent le  point  A  aux  sommets  A,,  A,,  A,  d'un  triangle  T  situé  dans  le 
plan  P  rencontrent  respectivement  la  surface  S  en  des  points  A',  A',*  A  ^ 
autres  que  A,. 

10  Démontrer  que  le  plan  A',,  A',,  A',  passe  par  un  point  fixe  M  quand 
le  triangle  T  se  déplace  dans  le  plan  P  en  restant  conjugué  par  rapport  à 
la  conique  G  ; 

So  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  conique  G  varie  en 
restant  circonscrite  &  un  quadrilatère  donné  ; 

30  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  même  point  M  quand  la  conique  G  varie 
en  restant  inscrite  dans  un  quadrilatère  donné. 

1801.  On  donne  une  quadrique  Q  et  une  sphère  S,  de  rayon  nul,  ayant 
pour  centre  le  point  P  ;  soit  2  une  quelconque  des  quadriques  passant  par 
rintersection  de  la  quadrique  Q  et  de  la  sphère  S. 

10  Démontrer  que  le  cène  ayant  pour  sommet  le  point  P  et  pour  base 
la  section  de  la  surface  2  par  un  plan  touchant  la  quadrique  Q  en  un  point 
quelconque  M  a  pour  un  de  ses  axes  de  symétrie  la  droite  PM  ; 

S«  Trouver  le  nombre  des  quadriques  £  qui  se  réduisent  à  de  véritables 
cènes  et  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'un  de  ces 
cônes  devienne  un  véritable  cylindre  ou  un  système  de  deux  plans  réels. 

3"  La  quadrique  Q  et  le  point  P  étant  donnés,  examiner  si  la  propriété 
énoncée  au  1<>  peut  subsister  quand  on  remplace  la  sphère-point  S  par  une 
quadrique  convenablement  choisie. 

1892.  Une  quadrique  Q  est  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné  E. 

A  étant  le  pôle,  par  rapport  &  Tellipsolde,  du  plan  P  de  la  courbe  de 
contact  des  deux  surfaces  : 

1«  Démontrer  qu'en  général  il  y  a  trois  quadriques  Q,,  Q,,  Q,  homo* 
focales  avec  E  et  telles  que  les  plans  polaires  P,,  P,.  P,^,  du  point  A,  par 
rapport  aux  surfaces  Qi,  Q,,  Q^,  passent  par  le  centre  de  Q. 

3«  Les  plans  P|,  P,,  Pg  sont  les  plans  principaux  de  Q,  et  les  coniques 
G„  G,,  Gs  intersections  des  surfaces  (PiQi)  ;  (PsQj);  (PsQs)  ^^nt  les  focales 
de  cette  quadrique. 

9^  Les  projections  orthogonales  des  coniques  G,,  Co*  C,  sur  les  plans  prin  - 
cipaux  de  E  sont  des  coniques  homofocales.  En  particulier,  on  projettera 
sur  le  plan  principal  contenant  les  axes  majeur  et  moyen  de  Tellipsoîdc  E. 
Chercher  le  lieu  des  foyers  des  coniques  projetées,  quand  Q  varie,  en  restant 
circonscrite  à  E,  le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  ne  changeant  pas. 

(Voyez  à  la  fin  les  compositions  de  1893.) 
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1861.  D'un  point  P  extérieur  à  une  conique,  on  mène  une  sécante  PAB. 
Aux  points  A,  B,  où  elle  i*encontre  la  courbe,  on  mène  des  tangentes  qui 
se  coupent  en  M  et  Ton  projette  le  point  M  sur  la  droite  AB;  trouver  le 
lieu  de  ces  projections. 

Prouver:  i»  que  le  lieu  passe  au  point  P  :  tangente  en  ce  point;  2»  que 
le  lieu  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales  ;  3*»  que  le  lieu 
peut  être  considéré  comme  le  lieu  des  projections  du  point  P  sur  certaines 
droites  qui  sont  tangentes  à  une  courbe  dont  on  demande  Téquation. 

1863.  On  considère  les  hyperboles  équilatères  tangentes  à  une  droite  fixe 
AB  en  un  point  donné  G  et  passant  par  un  point  D.  D'un  point  P  pris  sur 
AB,  on  mène  des  tangentes  à  chacune  des  hyperboles  et  l'on  demande  le 
lieu  des  points  de  contact. 

Déterminer  la  nature  du  lieu  suivant  la  position  du  point  D. 

1864.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  droite  D  passant  par  le  point 
A,  il  y  a  une  infinité  de  coniques  passant  par  les  points  A,  B,  G  et  tan- 
gentes à  la  droite  AD. 

A  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  AD;  trou- 
ver le  lieu  des  points  de  contact. 

Ge  lieu  est  une  conique  ;  on  demande  la  courbe  décrite  par  ses  foyers 
lorsque,  les  points  A,  B,  G  restant  fixes,  la  droite  AD  tourne  autour  du 
point  A. 

1866.  Dans  une  ellipse  donnée,  on  inscrit  un  parallélogramme  ayant 
pour  diagonales  deux  diamètres  conjugués  quelconques  AA',  BB'.  Aux 
sommets  de  ce  parallélogramme  on  mène  les  normales  à  l'ellipse  ;  elles 
forment  un  second  parallélogramme  MN  M'N. 

i*  Démontrer  que  les  diagonales  de  chacun  des  deux  parallélogrammes 
AB  A'B'  MN  MN'  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  c6tés  de  l'autre» 

S*  Trouver  le  lieu  des  sommets  du  parallélogramme  MN  M'N'  quand  on 
fait  varier  les  diamètres  conjugués. 

3«  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  diagonale  NN'  et  de  la 
tangente  en  M  au  lieu  précédent. 

1867.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  AB,  CD,  et  l'on  considère 
les  hyperboles  ayant  la  droite  AB  pour  asymptote  et  touchant  la  droite  CD 
en  un  point  fixe  P.  On  demande  : 

{•  Le  lieu  des  foyers  de  toutes  ces  hyperboles  ;  2»  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  la  seconde  asymptote  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  fixe  sur  sa  direction;  3<»  le  lieu  des  points  d'intersection  de  la  seconde 
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asymptote  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  d'intersection  des  deax 
droites  données. 

1868.  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  situé  dans  le  plan  de  la 
courbe.  Déterminer  le  lieu  des  sommets  des  cônes  qui  ont  l'ellipse  pour 
directrice  et  dont  Tun  des  trois  axes  de  symétrie  passe  par  le  point  P. 

1869.  Étant  donnés  un  rectangle  et  un  point  P  dans  son  plan,  on  mène 
par  le  point  P  une  droite  quelconque  PQ  et  Ton  imagine  les  deux  coniques 
qui  passent  par  les  sommets  du  rectangle  et  touchent  la  droite  PQ.  Soient 
E,  B'  les  deux  points  de  contact  et  H  le  milieu  du  segment  EE'  ;  trouver  le 
Heu  décrit  par  le  point  M,  quand  on  fait  tourner  la  droite  PQ  autour  da 
point  P. 

On  construira  le  lieu  dans  les  hypothèses  suivantes  :  le  rectangle  se 
réduit  à  un  carré  dont  le  côté  est  âa,  et,  si  l'on  prend  pour  axes  des  coor- 
données les  parallèles  aux  côtés  du  carré  menées  par  son  centre,  les  coo^ 

données  du  point  P  sont  s  =  y  =  -  • 

18'VO.  Par  Taxe  transverse  d'une  hyperbole  donnée,  on  mène  un  plan  P 
faisant  un  angle  a  avec  le  plan  de  la  courbe,  puis  dans  le  plan  P,  une 
droite  OZ,  perpendiculaire  à  cet  axe  transverse. 

Trouver  l'équation  do  la  surface  de  révolution  décrite  par  la  rotation  de 
l'hyperbole  autour  de  OZ. 

Construire  la  section  méridienne  de  la  surrace,  en  supposant  A»  l'hyper- 
bole équilatère;  S*  la  droite  OZ  menée  par  l'un  des  sommets  de  la  courbe; 
3*  l'angle  a  égal  à  i5  degrés. 

187S^  Par  un  point  fixe  A,  pris  sur  une  surface  du  second  degré 
donnée,  on  mène  tous  les  pians  qui  coupent  la  surface  suiTant  des  courbes 
dont  l'un  des  sommets  est  en  A  : 

io  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui  passe  par  le  point  A; 

S*  Trouver  le  lieu  du  point  où  le  diamètre  conjugué  du  plan  sécant,  rela- 
tivement à  la  surface  donnée,  rencontre  le  plan  tangent  à  cette  surface  aa 
point  A  ; 

8*  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  où  le  plan  tangent  en  A  cooj 
la  surface  donnée  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

18V8.  Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son  plan,  de  ci 
point  P  on  mène  des  normales  à  l'ellipse  A  et  l'on  considère  la  conique  B 
qui  passe  par  le  point  P  et  les  pieds  des  quatre  normales  : 

i»  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique  B  et  celles  de  ses 
foyers. 

2o  Trouver  le  lieu  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers  de  la  conique  B,       1 
lorsque  l'ellipse  A  varie  de  manière  que  ses  foyers  restent  fixes. 

3*  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  du  lieu  D  et  de  la  droite  OP 
lorsque  le  point  P  décrit  un  cercle  de  rayon  donné  et  ayant  pour  centre  le 
centre  0  de  l'ellipse  A. 

1874.  io  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  rectangle  on  fait  passer  des 
paraboles.  On  mène  à  ces  paraboles  des  tangentes  parallèles  à  l'hypoténuse 
<lu  triangle  donné.  On  demande  le  lieu  des  points  de  contact. 

â*  Le  lieu  cherché  est  une  conique  qui  coupe  chacune  des  paraboles  en 
quatre  points.  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  les  sécantes  communes  qui  ne  passent  pas  par  l'origine. 

1875.  On  considère  une  infinité  d'ellipses  semblables  entre  elles  ayant 

i.  II  11*7  a  pas  ea  de  concourt  «a  1871 
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un  sommet  fixe  0  et  la  même  tangente  en  ce  point;  on  demande  le  lieu  des 
pieds  des  normales  menées,  d'un  point  fixe  P,  à  ces  ellipses. 

On  construira  le  lieu,  dans  le  cas  particulier  où  OP  est  incliné  de  45  de- 
grés sar  la  tangente  fixe  donnée  et  en  supposant,  successivement,  que  le 
rapport  des  axes  des  ellipses  considérées  est  égal  à  y/3  ou  égal  &  S. 

1876.  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  deux  droites  rec-^ 
tangulaires  ox,  oy,  et  telles  que  la  droite  PQ,  qui  joint  leurs  points  de. 
contact  P  et  Q  avec  les  deux  droites,  passe  par  un  point  fixe  donné 

i*  On  demande  le  lieu  du  point  d*insersection  de  la  normale  en  P  à  Tunei 
de  ces  paraboles  avec  le  diamètre  de  la  même  courbe  passant  en  Q. 

S*  On  demande  de  déterminer  le  nombre  des  paraboles  réelles  qui  passent  | 
par  an  point  quelconque  du  plan. 

3*  On  demande  Téquation  du  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  para-' 
boles  satisfaisant  aux  conditions  proposées  et  dont  les  axes  font  un  angle 
donné. 

On  construira  ce  lieu  dans  le  cas  où  l'angle  donné  est  un  angle  de  iS  de- 
grés et  où  le  point  A  est  sur  la  droite  ox. 

iSW.  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC 
rectangle  en  A,  et  telles  que  les  tangentes  en  B  et  G  à  ces  coniques  aillent 
se  couper  sur  la  hauteur  du  triangle.  On  demande  : 

1*  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en  B  et  G  à  ces  coniques; 

2*  Le  lieu  du  centre  de  ces  coniques  :  on  distinguera  les  points  du  lieu 
qui  sont  centres  des  ellipses,  de  ceux  qui  sont  centres  des  hyperboles; 

3*  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ge  lieu  est  une  conique. 
On  considère  toutes  les  droites  D  pour  lesquelles  cette  conique  est  une 
parabole  et  l'on  demande  le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  ces  droites 

1878.  On  donne  une  conique  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur  cette 
courbe.  Une  circonférence  quelconque  passant  par  les  deux  points  A  et  B 
rencontre  la  conique  en  deux  autres  points  variables  G  et  D;  on  mène  les 
droites  AG,  BD  qui  se  coupent  en  M,  les  droites  AD,  BG  qui  se  coupent 
en  N. 

Déterminer  : 

i«  Le  lieu  des  points  M  et  N; 

S*  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN  avec  la  circonférence 
avec  laquelle  elle  correspond. 
On  construira  les  deux  lieux. 

1879.  Étant  donné  un  tétraèdre  OABG  défini  par  l'angle  trièdre  0  et  les 
longueurs  4a,  46,  ie  des  trois  arêtes  OA,  OB,  OG. 

i*  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  diamètres  conjugués  les  trois^^ 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  deux  à  deux,  est  tangent, 
aux  six  arêtes  du  tétraèdre  ; 

2*  Trouver  l'intersection  do  cet  ellipsoïde  et  de  Thyperboloide  engendrer 
par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  : 

La  première  menée  par  le  milieu  de  OA  parallèlement  à  OB, 
La  deuxième     »  »  OB  »  OG, 

La  troisième      >  b  OG  >  OA. 

5^,1,  f  e:  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  rencontre  la  surface,  on  mène 

j   un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  à  l'autre  point. 
^      Démontrer  que  ces  plans  passent  par  le  centre  (o  et  trouver  le  lieu  décrit 
par  l'intersection  de  ces  deux  plans. 

1880.  Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  considère  une 
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génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  da  méoM 
système  qui  est  perpendiculaire  à  la  première;  par  les  points  a  et  6  où 
ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectilignes  A'  et  B'  de  Tantre  système  ;  soient  a'  et  b*  les 
points  où  les  deux  droites  A'  et  B*  sont  rencontrées  par  leur  perpendica- 
laire  commune. 

1*  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  6,  et  celui  des  points  a'  et  b\  quand  la 
droite  A  décrit  le  paraboloïde  ; 

â*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B*,  ou  A'  et  B; 

3<»  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'  ^  et  a  fr  des  perpendiculaires 
communes»  ^t  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 

1881.  On  considère  la  courbe 

i«  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  paramètres 
m  et  n  pour  que  la  droite  y  =  mx  +  a  soit  tangente  à  cette  courbe. 

â*  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener  à  la  coarbe  pro- 
posée deux  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique 
représentée  par  Téquation 

s'  +  ^  +  Sa»y  »  B. 

d*  Par  an  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des  sécantes  coupant  cette 
courbe  en  deux  points  variables  H  et  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du 
segment  SI  et  M'.  Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui 
répondent  à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  WM  sont  réels. 

188IS.  Soit  un  point  fixe  donné  P  ayant  pour  coordonnées  a  et  6  par 
rapport  à  deux  angles  rectangulaires  Ox,  Oy.  et  soient  A  et  B  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  ces  deux  axes.  On  considère  les 
courbes  du  second  ordre  tangentes  aux  deux  axes  en  ces  points  A  et  B; 
du  point  P  on  mène  à  chacune  de  ces  courbes  deux  normales  variables 
PM,  PM'. 

i*  Déterminer  Téquation  de  la  droite  MM'  qui  joint  les  pieds  des  nor- 
males variables,  et  démontrer  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe; 

2*  Déterminer  l'équation  de  la  courbe  G  lieu  des  points  M  et  M'.  Construire 
la  courbe  G,  dans  l'hypothèse  a  =  6»  au  moyen  de  coordonnées  polaires 
ayant  le  point  0  pour  pôle. 

1883.  On  donne  la  cissoîde  qui,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  a 
pour  équation 

Soient  af,  \/  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan.  On  propose  de  form«r  : 

!•  L'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les  coefficients  angu- 
laires des  droites  qui  joignent  l'origine  0  aux  points  de  contact  des  trois 
tangentes  à  la  cissoîde  issues  du  point  M;  i*  l'équation  du  cercle  qui  passe 
par  ces  points  de  contact. 

Montrer  que,  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point  M  est  intéri«ur 
au  cercle. 

On  considère  l'ensemble  des  cercles  G^  dont  chacun  jouit  de  cette  pro- 
priété que  les  tangentes  à  la  cissoîde,  en  trois  des  quatre  points  où  Us  la 
rencontrent,  concourent  en  un  même  point;  soit  M  ce  point  pour  le  cercle  C^ 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  G^  qui  passent  par  un  point 
donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des  points  M  relatifs  A  oes  cercles.  Oa 
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examinera  eo  particulier  le  cas  où  le  point  P  est  situé  sur  la  cissoîde  et  no 
fait  pas  partie  des  trois  points  communs  au  cercle  C,  et  à  la  cissoîde,  pour 
lesquels  les  tangentes  concourent. 

Combien  passe-t<^il  de  cercles  G^  par  deux  points  donnés  P  et  Q  du  plan? 
Peut-on  disposer  de  ces  points  de  façon  qu'ils  appartiennent  à  une  in  un  lié 
de  cercles  C«? 

t884«  a  et  6  désignant  les  coordonnées  rectilignes  rectangulaires  d*un 
point  M,  quelle  est  pour  chaque  position  de  ce  point  la  nature  des  racines 
de  Téquatlon 

31*  +  Sdi^  —  i2W2  4-  i&  =  0  î 

On  construira,  en  particulieri  le  lieu  des  positions  du  point  M  pour  les- 
quelles l'équation  admet  une  racine  double,  en  calculant  les  coordonnées 
d'un  point  du  lieu  en  fonction  de  cette  racine. 

488S.  Vojez  page  368.  Exercice    40. 

f  886.  On  considère  les  courbes  du  troisième  degré  G,  représentées  par 
l'équation 

«'y  +  «•«  =  X , 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes  de  cette  espèce 
tangentes  à  nne  droite  quelconque  D  du  plan,  ayant  pour  équation 

•t  de  calculer  les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  M  et  M'.  Distin- 
guer les  droites  D,  pour  lesquelles  ces  deux  points  sont  réels,  des  droites 
pour  lesquelles  ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles  positions  de  la 
droite  D  les  deux  points  M  et  W  viennent  se  confondre  en  un  seul,  et 
trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact. 

Connaissant  les  coordonnées  (a,  p)  d'un  point  de  contact  M  d'une  courbe  G 
avec  une  droite  D,  trouver  les  coordonnées  {a,  P')  du  second  point  de 
contact  M' situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le  point  M'  lorsque 
le  point  M  décrit  la  ligne  droite 

*881.  On  considère  la  surface  (dite  eylindroïde)  qui,  rapportée  &  des 
axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

«(»'  4-  y')  -  »»(«'  -  y') = ^• 

Soit  M  un  point  de  l'espace,  dont  les  coordonnées  sont  x'  ^  a';  on  pro- 
pose de  mener  de  ce  point  des  normales  au  eylindroïde  : 

io  Désignant  par  a,  p,  y  les  coordonnées  du  pied  de  l'une  quelconque 
des  normales  abaissées  du  point  M  sur  le  eylindroïde.  on  formera  l'équation 

du  quatrième  degré  (I)  ayant  pour  racine  les  valeurs  do  -  .  l'équation  (II) 

ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y>  et  Ion  montrera  comment,  des  racines 
do  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations,  on  déduirait  les  coordonnés  des 
pieds  des  normales  cherchées.  .      ,,^      .* 

2^  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équation  (I)  soit 
réciproque?  Trouver,  en  supposant  le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  les  coor- 
données des  pieds  des  noruialcs. 

âo  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  l'équation  (II)  ait  une 
racine  double  é«ale  à  jbV  En  supposant  le  point  M  situé  sur  celiey,  recon- 
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naître  si  les  racines  de  Téquation  (II),  différentes  de  i*.  sont  réelles  oo 
imaginaires. 

io  Que  représente  Téquation  (II)  quand  on  y  regarde  Tinconnae  commt 
une  constante  et  s',  y',  z'  comme  les  coordonnées  d'un  point  variableT 

1 888.  Un  polynôme  ^(x)  du  degré  n  vérifie  l'identité 

i»/-(x)=:(«- a) /'(«)  +  &/•(«): 

40  Chercher  les  coefficients  de  \{x),  ordonné  suivant  les  puissances 
de  {pi^fi)\ 

30  Chercher  les  conditions  de  réalité  des  racines  ; 

30  Prouver  que  si  h^  est  la  valeur  absolue  de  h,  les  racines  de  /(x)  sont 
comprises  entre 

Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation  : 

x(x'  -  y')»  +  ixy (x  —  y)»  —  4y (2y  —  3x)  =  0. 

1889.  io  Déterminer  un  polynôme  entier  eux  du  septième  degré,  /(x). 
sachant  que  ^(x)  -}-  4  est  divisible  par  (x  + 1)*  et  ^(x)  —  4  par  (x  +  4)*.  Quel 
est  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  f(x)  =  0? 

2o  On  considère,  dans  un  plan,  une  parabole  (P)  et  une  ellipse  (E)  repn> 
sentées  respectivement  par  les  deux  équations 

(P)y«  — 8x  =  0,        (E)y2  +  ix2  — i  =  0. 

et  un  point  M  de  coordonnéss  («,  p).  On  demande  de  trouver  sur  la  juira- 
bole  (P)  un  point  Q,  tel  que  le  pôle  de  la  droite  MQ,  par  rapport  à  l'ellipse  (E). 
soit  situé  sur  la  tangente  en  Q  à  la  parabole. 

Trouver  le  nombre  des  solutions  réelles  du  problème,  suivant  la  posilion 
du  point  M  dans  le  plan. 

4890.  I.  Entre  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  A  et  les  coordonnées  u, 
V  d'un  point  B,  on  établit  les  relations 

—  ^'  +  ^'"^^  __P^+^w*' 

où  X  est  un  nombre  positif  donné. 

Après  avoir  déduit  de  ces  relations  l'équation  qui  relie  tes  coefficien(5. 
angulaires  a,  p  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  A,  B,  on  mon- 
trera que,  en  général,  à  chaque  point  A  correspondent  trois  positions  da 
point  B  :  ces  points  B,,  B,,  B^  peuvent-ils  être  réels  et  distincts?  Où  le 
point  A  doit-il  se  trouver  pour  qu'il  en  soit  ainsi?  Sur  quel  lieu  doit-il  être 
situé  pour  que  deux  de  ces  points  (B,  et  B,,  par  exemple)  soient  confon- 
dus? Si  le  point  A  décrit  ce  lieu,  quels  sont  les  lieux  décrits  parles  points 
confondus  B,,  B,  et  par  le  point  B^  ? 

4891.  Soit  £  une  ellipse  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour  équation 

x'       y' 
et  soieni  Xq,  y^  ies  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  cette  ellipse;  on 
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considère  le  cercle  (C)  passant  par  le  point  M  et  les  points  de  contact  P,  Q 
des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point  M. 

!•  Le  cercle  (C)  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points  P*,  Q';  prouver 
que  les  tangentes  à  Tellipse  en  ces  deux  points  se  coupent  en  un  point  M' 
situé  sur  le  cercle;  montrer  que  par  M,  hV  et  les  deux  foyers  réels  on  peut 
faire  passer  un  cercle;  de  môme  par  M,  M'  et  les  deux  foyers  imaginaires. 

i»  Soient  I,  V,  l"  les  points  où  se  coupent  respectivement  les  droites  PQ, 
VQ!,  les  droites  PQ',  FQ,  enfin  les  droites  PP,  QQ'  ;  on  suppose  que  le 
point  M  reste  fixe  et  que  Tellipse  (E)  se  déforme  eu  gardant  les  mômes 
foyers  :  on  demande  les  lieux  décrits  par  les  points  l,  V,  l"  ;  on  propose 
enfin  de  montrer  que  tout  cercle  passant  par  les  points  I^  I"  est  orthogo- 
nal au  cercle  décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

1892.  Un  cercle  C  est  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par 
l'équation 

(C)  «2^y«-8a!  — -1=0. 

4»  On  demande  de  former  Téquation  générale  des  coniques  A  qui  sont 
doublement  tangentes  au  cercle  C,  de  telle  façon  que  la  corde  qui  joint  les 
deux  points  de  contact  passe  par  rorigine  des  coordonnées,  et  qui  sont  en 
outre  tangentes  à  la  droite  D  ayant  pour  équation 

y  =  xV/3+ V^ 

2«  Par  un  point  quelconque  M  du  plan,  de  coordonnées  a,  ^,  il  passe  en 
général  deux  coniques  de  cette  espèce  A',  A";  où  le  point  M  doit-il  se 
trouver  pour  que  ces  coniques  soient  réelles? 

3«  Les  deux  coniques  A',  A*  qui  passent  au  point  M  ont  trois  autres 
points  communs  M,,  Mj,  M,,  dont  on  demande  de  calculer  les  coordonnées 
en  fonction  des  coordonnées  a,  p  du  point  M. 

4»  Former  Téquation  de  l'hyperbole  équilatèrc  H,  qui  passe  par  les  quatre 
points  M,  M,,  Mj.  M^.,  et  montrer  que  cette  hyperbole  passe  par  quatre 
points  fixes,  quand  le  point  M  se  déplace. 

5«  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  deux  coniques  A',  A*  et 
i*enve]oppe  de  leurs  sécantes  communes,  lorsque  les  cordes  de  contact  de 
ces  deux  coniques  avec  le  cercle  C  sont  perpendiculaires.  —  Quelle  est, 
dans  ce  môme  cas,  l'espèce  des  coniques  A',  A'? 

N.  B.  —  On  prendra  pour  paramétre  variable  le  coefficient  angulaire  m 
de  la  corde  de  contact  de  la  conique  A  avec  le  cercle  C. 

ÉCOLE  CENTRALE 

1880.  {Première  teuion.)  Soient  Ox,  0^,  deux  axes  rectangulaires  et  sur  Oo; 
un  point  A,  sur  Oy  un  point  B.  On  mène  par  le  point  A  une  droite  quel- 
conque AR,  do  coefficient  angulaire  m. 

4«  Former  l'équation  de  l'hyperbole  A  qui  est  tangente  à  Taxe  Ox  au 
point  0,  qui  passe  par  le  point  B,  et  pour  laquelle  AR  est  une  asymptote. 

S«  On  fait  varier  m  et  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  en  B  à  l'hyperbole  H  et  de  l'asymptote  AR. 

3»  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB;  ce  cercle  coupe 
l'hyperbole  H  aux  points  0  et  B,  et  en  deux  autres  points  P  et  Q.  Former 
l'équation  de  cette  droite  PQ  ;  puis,  faisant  varier  m,  trouver  successive- 
ment les  lieux  des  points  do  rencontre  de  cette  droite  PQ  avec  les  paral- 
lèles menées  par  le  point  0,  soit  à  l'asymptote  AR,  soit  &  la  seconde 
asymptote  de  l'hyperbole  II. 

188^.  [Deuxième  session.)  1<^  Écrire  l'équation  générale  des   paraboles 
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passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont  une 
direct! op  donnée; 

S*  Donner  l*expres8ion  des  coordonnées  du  sommet  et  du  foyer  de  ees 
^raboles  : 

30  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  la  droite 
AB,  trouver  le  Jicu  des  points  de  contact  et  construire  ce  lieu. 

i88i.  {Première  eemon.)  Soit  aV  +  &'«'  =  <^^f^  l'équation  d'une  ellipse 
rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes;  soient  ai,  et  p,  les  coordonnées  d*nn 
point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

io  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  ellipse  par  le 
point  P  sont  situés  sur  i'iiyperbole  représentée  par  Téquation 

dans  laquelle  e^^a*  —  6'  ; 

2o  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  A,  B,  C,  D, 
communs  à  l'ellipse  proposée  et  à  cette  hyperbole;  dans  chacune  d'elles  on 
mène  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  OP  et  on  projette  le  point  0  sar 
ce  diamètre  :  trouver  le  lieu  de  cette  projection; 

30  Par  les  points  4,  B,  G,  D,  on  peut  faire  passer  deux  paraboles  :  trouver 
le  lieu  du  sommet  de  chacune  d'elles  quand  le  point  P  se  meut  sur  une 
droite  de  coefficient  angulaire  donné  m,  menée  par  le  point  0. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  m  =  rj  et  celui  où  m  =  —  rj  - 

1881.  {Seconde  teuton.)  On  donne  une  parabole  (^ssSpx)  rapportée  à 
son  axe  et  à  son  sommet  et  un  point  P(a,  0)  dans  le  plan  de  la  courbe. 

1*  Démontrer  que,  du  point  P,  on  peut  en  général  mener  trois  normales 
à  la  parabole  :  former  Téquation  du  troisième  degré  qui  donne  les  ordonnées 
des  pieds  A,B,  G  de  ces  normales; 

2o  Démontrer  que  chacune  des  deux  courbes 

«y+(p— a)y—  l>P=0, 
y«+2x'  — Py  — 5««=0 

passe  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  P,  et  trouver  Téq nation  générale  de  toutes 
les  coniques  passant  par  ces  quatre  points; 

3«  Ghacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole  donnée  aux  trois  points 
fixes  A,  B,  G,  et  un  quatrième  point  D,  trouver  les  coordonnées  du  point  D; 

i<»  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  imagine  deux  droites  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  Tune  quelconque  des  coniques  précédentes;  on 
mène  la  droite  joignant  les  points  d'Intersection  de  ces  deux  droites  avec 
la  conique,  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  parallèle  DD 
menée  à  Taxe  de  la  parabole  par  le  point  D. 

Former  et  discuter  Téquation  du  lieu  de  ce  point  de  rencontre, 

€88^.  {Première  settion.)  Soit  -^  +  ^  =  1 ,  Téquation  d'uaa  ellipse  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  soient  a  et  p  les  coordonnées  d*an 
point  P  situé  dans  le  plan  de  l'ellipse. 

Former  Téqualion  générale  des  coniques  qui  passent  par  les  points  de 
contact  M  et  M' des  tangentes  menées  du  point  P  à  l'ellipse  et  par  les  points 
0  et  (y  où  cette  ellipse  est  rencontrée  par  la  droite  qui  correspond  à  i*éq 
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Disposer  do  paramèlro  \i  et  de  Tautre  paramètre  variable  que  contient 
Téquation  générale,  do  manière  qu'elle  représente  une  hyperbole  équilatère 
passant  par  I0  point  P. 

On  fait  mouvoir  la  point  P  sur  la  droite  représentée  par  Téquatioa 
s  +  ^  as  {,  et  Ton  demande  : 

i*  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  Tellipse  sur  QO^; 

2*  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  cordes  MM'  etQQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points  uses,  quel  que  soit  I, 
et  déterminer  ces  points. 

Chercher  pour  quelles  valeurs  de  /  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites,  et 
déterminer  ces  droites. 

ISHZm  {Seconde  session. )  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires,  Ox,  Vy,  et  deux  points  H  et  ir,  le  premier  défini  par  ses 
coordonnées  a  et  6,  et  le  second  symétrique  du  premier  par  rapport  au 
point  0.  Par  ce  dernier  point  0  on  mène  une  droite  indéfinie  DOE,  formant 
avec  Taxe  Ox  un  angle  DOc  =  0,  on  projette  les  points  II  et  ir  sur  cette 
droite  en  h^h'.  On  projette  le  point  A  en  u  sur  l'axe  Ox,  et  le  point  ucn  u, 
sur  la  droite  DOE;  on  projette  le  point  henv  sur  Taxe  Oy,  et  le  point  9 
en  V,  sur  la  droite  DOE;  toutes  ces  projections  sont  orthogonales.  Enlin, 
sur  la  longueur  ii|  v,  comme  hypothèse,  on  construit  un  triangle  rectangle 
ti,  Vf  S,  en  menant  ii,S  parallèle  à  Ox,  et  9,S  parallèle  à  Oy.  Cela  posé,  on 
demande  : 

1*  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S,  en  fonction  des  trois  constantes 
a,  6,0; 

2»  D'écrire  l'équation  d'une  parabole  ayant  le  point  S  pour  sommet  et  la 
droite  DOE  pour  directrice; 

3*  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  paraboles,  en  faisant 
varier  Tangie  0,  se  compose  d'un  système  de  circonférences  de  cercle  : 

i*  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tangentes  aux  axes  de 
coordonnées; 

$•  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec  ces  axes  se  crois- 
sent en  un  même  point. 

1884.  {Première  tesnon.)  On  donne  l'équation  a V  ~  ^^^' +  «'&'  =  0, 
d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  &  son  axe,  et  l'équation  y— Kx=:e 
d'nne  droite  menée  par  le  centre  de  cette  hyperbole. 

I.  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les  points 
réels  ou  imaginaires  communs  à  l'hyperbole  et  à  la  droite  données,  et  qui 
de  plus  sont  tangentes  à  l'hyperbole  en  celui  des  deux  sommets  de  cette 
hyperbole  qui  est  situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  Discuter  cette 
équation  générale  et  reconnaître  la  nature  des  coniques  qu'elle  peut  repré- 
senter. 

II.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  représentés  par  féquation 
générale  précédente.  Ce  lieu  est  une  conique  A,  chercher  un  nombre  de 
points  et  de  tangentes  suffisant  pour  déterminer  géométriquement  cette 
conique  A. 

m.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la 

conique  A,  parallèlement  à  la  droite  de  coefficient  angulaire-,  quand  on 

ait  varier  K.  —  On  vérifiera  que  l'équation  de  ce  dernier  lieu,  qui  est  da 
troisième  degré,  représente  trois  droites. 

1886.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy  et  le  cercle  représenté 
par  l'équation  : 

(X  —  o)»4-(y  — 6)'  — r«  =  0. 
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On  considère  la  corde  fiie  AB  menée  par  l'origine  et  partagée  par  ce 
point  en  doux  parties  égales,  et  une  corde  mobile  CD,  de  direction  constante 
dont  le  coefficient  angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  corde 
fixe  AB. 

On  sait  que,  par  les  quatre  points  A,  B,C,  D,  on  peut  faire  passer  deux 
paraboles  P,  P'. 

Trouver,  quand  la  corde  CD  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  : 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  P  et  P*. 

2«  Le  lieu  du  sommet  et  le  Heu  du  foyer  de  chacune  de  ces  paraboles. 

f  88S-2.  On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires ox,  oy  et  une  droite  AB  définie  par  son  coefficient  angulaire  m  et  son 
ordonnée  à  l'origine  6  et  l'on  demande  : 

1'  De  trouver  la  direction  des  diamètres  des  paraboles  tangentes  à  l'axe 
des  y  au  point  B  O'^  il  est  coupé  par  la  droite  AB  et  ayant  leurs  foyers  sur 
celte  dernière  droite  ; 

2*  D'écrire  l'équation  générale  de  ces  courbes; 

3o  De  construire  le  lieu  de  leurs  sommets; 

i*  De  construire  le  lieu  des  points  où  leurs  tangentes  sont  parallèles  à 
l'axe  des  x; 

5<>  De  conf^truiro  le  lieu  des  pôles  de  l'axe  des  x  relativement  aux  para- 
boles considérées. 

(En  d'autres  termes,  par  les  deux  points  d'intersection  de  cbaque  {>ara- 
bolc  avec  l'axe  des  x,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  et  on  demande 
de  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  ces  tangentes). 

1886.  (Première  tession,)  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  et,  dons  son  plan,  un  point  P  dont  les  coordonnées  sont  a,  et  9, 
et  Ton  considère  toutes  les  paraboles  bilangcntes  à  l'ellipse  en  des  points 
tels  que  la  corde  des  contacts  passe  par  le  point  P  : 

io  Former  Téquation  générale  de  ces  paraboles; 

20  Montrer  que,  en  général,  par  tout  point  Q  du  plan,  passent  deux  des 
paraboles  considérées,  et  reconnaître  que  les  régions  du  plan,  dans  lesquelles 
doit  se  trouver  le  point  Q  pour  que  ces  doux  paraboles  soient  réelles,  sont 
limitées  par  l'ellipse  donnée  et  par  une  droite; 

30  Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  Q  pour  que 
les  axes  des  deux  pai*aboles  considérées  qui  passent  par  ce  point  soient 
rectangulaires  ; 

40  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  Taxe  de  cbacune  des  para- 
boles considérées  avec  la  corde  des  contacts  de  celle  parabole  et  de  rellipsc. 
L'équation  de  ce  lieu  est  du  quatrième  degré  ;  on  transportera  les  axes  de 
coordonnées  parallèlement  à  eux-mômes,  en  prenant  pour  nouvelle  origine 
le  point  P,  et,  cela  fait,  on  montrera  que  l'équation  du  lieu  peut  être 
décomposée  en  deux  équations  de  second  degré. 

i  886-2.  Soit  un  rectangle  OACB  dont  les  côtés  OA^a  etOB  =  6,  pro> 
longes,  sont  pris,  le  premier  pour  axe  des  x,  le  second  pour  axe  des  y.  On 
considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  trois  points  0,  A,  B,  et 
pour  lesquelles  la  polaire  du  point  G  est  parallèle  à  la  droite  AB. 

!•  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques.  Trouver  le  lieu  de  leur 
centre,  et,  sur  ce  lieu,  séparer  les  parties  qui  contiennent  des  centres 
d'ellipses  de  celles  qui  contiennent  des  centres  d'hyperboles. 

!•  A  chacune  de  ces  coniques,  on  mène  la  normale  au  point  A  et  la 


QUESTIONS  D'EXAMENS.  741 

normale  au  point  B;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
normales. 

30  Soit  A  une  quelconque  des  coniques  considérées;  si,  par  le  point  G,  on 
mène  à  cclto  conique  des  normales,  on  sait  que  les  pieds  de  ces  normales 
sont  les  points  de  rencontre  de  la  conique  Â  et  d'une  certaine  hyperbole 
équilalère.  Former  l'équation  de  cette  hyperbole  équilatére,  et  chercher  le 
lieu  du  centre  de  cette  hyperbole,  quand  la  conique  A  varie. 

188*7-1.  On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  en  un  point 
donné  F,  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  A  et  B. 

40  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries  telles  que,  pour  toute 
conique  d'une  série,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  passe  par  un 
point  fixe  de  la  droite  AB,  situé  entre  A  et  B,  tandis  que  pour  toute  conique 
de  l'autre  série  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  passe  par  un  point 
fixe  de  la  droite  AB,  non  situé  cutre  A  et  B. 

2»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considérées  et  montrer  qu'il 
8e  compose  de  deux  coniques  homofocales. 

30  Prenant  un  point  G  sur  le  lieu  précédent,  reconnaître,  d'après  la  posi- 
tion qu'il  occupe  sur  ce  lieu,  si  la  conique  considérée  dont  le  point  G  est 
centre  est  toile  que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  môme  branche  ou  sur 
deux  branches  dilTôrcntcs  de  cette  conique. 

^0  Si  le  point  G  est  tel  que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  bran- 
che de  la  conique  considérée,  reconnaître,  d'après  la  position  du  point  G,  si 
cette  conique  est  du  genre  ellipse,  ou  du  genre  hyperbole,  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche  voisine  du  point  F,  ou 
sur  l'autre. 

Nota.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y  la 
perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  milieu  de  AB. 

1887-2.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  un  point  A  sur  Ox, 
un  point  B  sur  Oy, 

OA  =  a,  OB  =  b, 

10  Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  qui  passent  par  les  trois 
points  0,  A,  B.  Montrer  qu'en  général  il  passe  par  chaque  point  M  du 
plan  deux  de  ces  paraboles.  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les 
deux  paraboles  sont  confondues,  et  indiquer  la  région  du  plan  qui  contient 
les  points  où  il  n'en  passe  aucune  réelle. 

20  Trouver  le  lieu  dos  points  M  tels  que  les  axes  des  deux  paraboles  qui 
y  passent  forment  entre  eux  un  angle  donne  a.  Construire  le  lieu  pour 
le  cas  où  a  =  90». 

30  Trouver  le  lieu  du  point  de  chacune  de  ces  paraboles  pour  lequel  la 
tangente  est  parallèle  à  OB,  celui  du  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  OA, 
celui  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB. 

Ges  lieux  sont  trois  coniques.  Construire  ces  coniqueS;  vérifier  que  deux 
quelconques  d'entre  elles  n'ont  pas  de  point  commun  réel  &  distance  finie; 
marquer  leurs  centres  D,  E,  F,  et  comparer  le  triangle  DEF  au  triangle  OAB. 

i^  On  joint  l'origine  0  au  point  F,  coutre  de  la  conique,  lieu  du  point 
de  contact  des  tangentes  parallèles  &  AB;  et,  k  cette  droite  OF,  on  élève 
au  point  0  une  perpendiculaire  qui  rencontre  la  droite  AB  en  P.  On 
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demande  le  lieu  du  point  P  lorsque,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B 
parcourt  Taxe  des  y. 

K 

1888-1.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point  A 
sur  Taxe  des  x,  on  considère  le  faisceau  des  coniques  pour  lesquelles  Taxe 
des  y  est  une  directrice  et  le  point  A  un  sommet  de  l'axe  focal.  Par  un 
point  quelconque  M  du  plan  des  axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau, 
réelles  ou  imaginaires. 

10  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  le  point  M 
pour  que  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  passent  par  ce  point  soient 
réelles,  et  celles  où  il  doit  être  pour  que  les  deux  coniques  soient  imagi- 
naires. (La  ligne  de  séparation  est  de  degré  supérieur  au  second.) 

âo  Reconnaître,  d'après  la  position  d*un  point  par  lequel  passent  deux 
coniques  réelles,  le  genre  de  ces  coniques. 

30  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origino 
des  coordonnées  k  toutes  les  coniques  du  faisceau  considéré. 

1888-2.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

et,  dans  son  plan,  un  point  P  (p,  g)  par  lequel  on  mène  deux  droites  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  considère  toutes  les  coniques 
passant  par  les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  l'ellipse  donnée. 
Ecrire  l'équation  générale  de  ces  coniques;  trouver  le  lieu  de  leurs  centres 
et  distinguer  les  portions  de  cette  courbe  qui  correspondent  à  des  centres 
d'ellipse  ou  à  des  centres  d'hyperbole. 

On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport  à  chacune 
des  coniques  et  on  abaisse,  du  point  P,  une  perpendiculaire  sur  cette 
polaire.  Trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires.  —  Parmi  les 
coniques  considérées  se  trouvent  deux  paraboles;  trouver  leurs  foyers  pour 
une  position  donnée  du  point  P  et  les  lieux  de  ces  foyers  lorsque  le  point  P 
parcourt  :  1<>  une  des  bissectrices  des  axes  de  l'ellipse  donnée;  2*  la  circon- 
férence circonscrite  au  rectangle  des  axes  de  cette  ellipse. 

1889-1.  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaires  et  une  droite  LL'  paral- 
lèle à  Oy  dont  l'équation  est  x  —  a  =  0.  On  considère  le  faisceau  des  para- 
boles qui  passent  par  le  point  0  et  qui  ont  la  droite  LL'  pour  direc- 
trice. 

10  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  le  lieu  du  sommet  de  chacune  de  cet 
paraboles. 

20  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent  deux  des  paraboles 
considérées,  réelles  ou  imaginaires;  déterminer  la  région  du  plan  dans 
laquelle  doit  être  ce  point  pour  que  les  deux  paraboles  soient  réelles. 

30  Étant  données  les  coordonnées  d*nn  point  M  du  plan  xOy,  former 
l'équation  qui  a  pour  racines  les  coeflGcients  angulaires  des  tangentes  au 
point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par  ce 
point  M.  En  déduire  l'équation  de  la  ligne  S  sur  laquelle  doit  se  trouver  le 
point  M  pour  que  les  tangentes  au  point  0  aux  deux  paraboles  du  faisceau 
qui  passent  au  point  M  soient  rectangulaires. 

io  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S,  et  soient  F,  P',  les  foyers  des 
deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par  ce  point,  démoulicr 
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que,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  ligne  S,  la  droite  FF'  tourne 
autour  d'un  point  fixe. 

1889-11.  !•  Démontrer  que  les  coniques  représentées  par  l'équation 

(A)  (i  —  «2)0?»  -\-y^  +  ^mrx  —  r^  =  0, 

où  l'on  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs  et  que^  si  les 
axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  elles  ont  en  outre  un  foyer 
commun. 

2«  Trouver  Téquation  (B)  de  la  coùique  assujettie  aux  conditions  sui- 
vante :  passer  par  l'origine,  être  tangente  à  une  des  coniques  représentées 
par  (A)  en  un  point  P  («',  y')  pris  sur  cette  courbe  et  enfin  passer  par  les 
deux  projections  du  point  P  sur  les  axes  de  coordonnées. 

3o  Trouver  le  Jieu  des  points  de  contact,  avec  les' courbes  représentées 
par  (A),  des  tangentes  issues  d'un  point  (x  =  0,  y  =  A)  de  l'axe  des  y, 
lorsqu'on  fait  varier  m. 

io  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  correspondantes  à  une 
courbe  fixe  (A)  quand  on  fait  varier  la  position  du  point  P  sur  cette  courbe. 

5»  Discuter  l'équation  (B)  en  supposant  que  Ton  déplace  le  point  P  sui 
une  des  courbes  représentées  par  l'équation  (A);  séparer  les  parties  qui 
répondent  à  des  ellipses,  celles  qui  répondent  à  des  hyperboles,  et  trouver 
\o  lieu  des  points  de  séparation  lorsque  l'on  fait  varier  m. 

1890.  Première  tession.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Ox,  ?/'0// 
€t  deux  points  A  et  B  symétriques  par  rapport  au  point  0. 

10  On  prend,  sur  l'axe  des  x,  un  point  quelconque  P  et  l'on  considère 
la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux  droites  PA  et  PB  au  point  A  et  nu 
point  B.  Lieu  du  foyer  et  lieu  du  sommet  de  cette  parabole  quand  P 
parcourt  x  Ox, 

2«  On  prend  sur  Taxe  des  y  un  point  quelconque  Q,  et  l'on  considère  la 
parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux  droites  QA,  QB  au  point  A  et  au  point  B. 
Ces  deux  paraboles  (P^  et  (Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un  point  P  pris 
sur  x'Ox  et  à  un  point  Q  sur  y'Oy  se  coupent  aux  points  A,  B  et  en  deux 
autres  points  G,  D.  Former  l'équation  de  la  droite  CD  et  trouver  le  lieu 
décrit  par  les  points  G,  D,  quand  P,  Q  se  déplacent  l'un  sur  x'Ox,  l'autre 
sur  y'Oy,  de  façon  que  l'abscisse  du  premier  soit  toujours  égale  à  l'ordon- 
née du  second. 

Secondé  session.  —  On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axis  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  cette  parabole  a  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  y;  elle 
passe  par  l'origine  et  par  un  point  pris  sur  Ox  et  dont  l'abscisse  est  l; 
enfin  elle  admet  une  ordonnée  maxima  égale  à  f. 

On  donne,  en  outre,  une  droite  passant  par  l'origine  et  par  un  point  A 
(x=l,  y=^h). 

1»  Démontrer  que  si,  pour  une  abscisse  déterminée,  on  porte  en  ordoU" 
née  la  somme  algébrique  de  l'ordonnée  de  la  droite  et  de  celle  de  la  para- 
bole correspondant  à  cette  abscisse,  l'extrémité  de  cette  ordonnée  est  sur 
une  parabole  (P),  égale  à  la  première; 

2*  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  l'intersection 
-d'un  cercle  et  d'une  conique  sont  parallèles  aux  axes  de  celle-ci  ; 

3<»  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  OA,  comme  diamètre,  coupant 
la  parabole  (P)  en  quatre  points  0,  A,  B,  G,  chercher  le  lieu  du  point  d'in- 
tersection des  sécantes  communes  OA.  BG,  quand  on  fait  varier  h  et  cons- 
Iruire  ce  lieu  qui  n'est  pas  du  deuxième  degré. 
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i*  Chercher  la  valeur  du  rapport  -  pour  laquelle  le  cercle  décrit  sur  OA 

comme  diamètre  est  tangent  à  la  ]  irabalc,  quel  que  soit  h. 

1801.  Première  session.  —  On  donne  deux  uzes  rectangulaires  Ox,  Oy  et 
sur  Taxe  de  x  un  point  A  dont  l'abscisse  est  a.  On  considère  le  faisceau  des 
ellipses  pour  lesquelles  le  p  oint  0  est  un  sommet  d'axe  non  focal,  et  la 
parallèle  à  l'axe  des  y,  menée  par  le  point  A,  une  directrice. 

I.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  surGsaule  pour  que  deux 
ellipses  du  faisceau  considéré  passent  par  un  point  donné  P,  est  que  ce 
point  soit  à  l'intérieur  du  cercle  qui  a  le  point  0  pour  centre  et  OA  pour 
rayon. 

II.  Démontrer  que  ce  cercle  a  un  double  contact^  réel  ou  imaginaire, 
avec  chacune  des  ellipses  du  faisceau. 

III.  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé  un 
point  P  : 

1«  Pour  (\u*une  seule  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par  ce 
point  ait,  avecle  cercle,  un  double  contact  réel; 

2^  Pour  que  chacune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent  par  ce 
point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel  ; 

3«  Pour  qu'aucune  des  deux  ellipses  n*ait  avec  le  cercle  un  double  con- 
tact réel. 

IV.  Lieu  des  pieds  des  normales  menées,  par  le  point  0,  à  toutes  les 
ellipses  du  faisceau. 

Sccjndi  session.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  cercle  C 

a 

passant  par  Torigine  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  x  =  — ^. 

y  =  —  '.  Dans  ce  cercle,  on  mène  deux  cordes  de  longueurs  d  passant  par 

z 

l'origine.  D'un  point  de  Paxe  x,  dont  l'abscisse  est  p,  on  mono  des  droites 
perpendiculaires  à  ces  cordes. 

io  Trouver  Téquation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs 
distances  aux  cordes  soit  dans  un  rapport  donné  X  avec  le  produit  de  leurs 
distances  aux  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes;  lieu  des  centres  des 
coniques  représentées  par  Téquation  A,  quand  X  varie; 

%o  Discuter  la  nature  des  coniques  représentées  par  Téquation  A; 

3«  Le  rapport  X  étant  choisi  de  façon  que  la  conique  A  devienne  un 

cercle,  trouver  le  lieu  du  centre  de  la  courbe  lorsque  le  centre  du  cercle  C 

d^ 
décrit  rhy perbole  x*  -\-  nxy  =  — . 

1892.  Première  session,  —  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  rectangu* 
laires  Ox,  Oy  et  une  droite  D  dont  l'équation  est  Aa;4-B^  +  C  =  0;  sur 
cette  droite,  on  prend  un  point  quelconque  M  de  coordonnées  a,  6,  et  à  ce 
point  on  fait  correspondre  les  deux  paraboles  qui  ont  toutes  deux  le  point 
0  pour  foyer  et  l'une  la  droite  x  =  a,  l'autre  la  droite  y  =  b  pour  direc- 
trice. 

-i**  Démontrer  que  ces  deux  paraboles  ont,  en  général,  deux  points  com- 
muns réels  et  deux  points  communs  imaginaires,  et  former,  selon  la  posi- 
tion du  point  M  de  la  droite  D,  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  points  réels  communs  aux  deux  paraboles; 

^  Trouver  le  lieu  des  points  communs  aux  deux  paraboles  que  Von  fait 
ainsi  correspondre  à  un  point  M,  quand  ce  point  M  parcourt  la  droite  D. 
Ce  lieu  se  compose,  en  général,  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole;  distin- 
guer, sur  la  droite  D,  la  partie  que  parcourt  le  point  M  quand  les  points 
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communs  aux  deux  paraboles  sont  sur  l'ellipse,  de  celles  qu'il  parcourt 
quand  ces  points  sont  sur  l'hyperbole  ; 

3«  Vérifier  analytiquement  et  expliquer  géométriquement  les  fuils 
suivants  : 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  Tun  des  axes,  et  soient, 
sur  Tautrc  axe,  do  part  et  d'autre  du  point  0,  les  points  P'  et  P'  tels  que 
Ton  ait  OP'  =  OP''  =  OP.  L'une  des  deux  coniques  du  lieu  passe  par  P'  et 
l'autre  par  P*,  et  les  tangentes  au  lieu,  au  point  P'  et  au  point  P"  sont  les 
droites  PP',  PF'. 

Construire  le  lieu  en  supposant  que  l'équation  de  la  droite  D  est 

a;  +  2y  +  2  =  0. 

i«  Le  lieu  demandé  est,  en  général,  composé  d'une  véritable  ellipse  et 
d'une  véritable  hyperbole;  trouver  les  divers  cas  particuliers  pour  lesquels 
il  en  est  autrement,  et,  dans  chacun  de  ces  cas,  reconnaître  ce  que  devien- 
nent les  deux  coniques  du  lieu. 

Seconde  setsûm.  —  On  donne  deux  circonférences  dont  les  centres  sont  O 
etC,  OG=:a. 

Par  le  point  A  (p.  q)  d'intersection  de  ces  deux  circonférences,  on  mène 
deux  sécantes  Dâë  et  DAG  ayant  une  longueur  commune  2/.  Ces  deux 
sécantes  coupent  Taxe  des  y  et  sa  parallèle,  menée  par  G,  en  des  points 
M,  N  et  I»,  Q. 

i*  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  coniques  passant  par 
les  quatre  points  M,  N,  P,  Q; 

2«  On  assujettit  les  coniques  à  passer  par  un  point  du  plan;i*econnattre 
le  genre  de  la  conique  d'après  la  position  du  point  ; 

3*  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques; 

4«  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  BG  et  DE,  quand  on 
fait  varier  la  longueur  2^  (Voyez  à  la  fin  pour  1893.) 

AGRÉGATION   DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

18)S9.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  dont  les  distances  à  deux 
droites  données  (non  situées  dans  un  même  plan)  ont  entre  elles  un  rap- 
port constant. 

Quelles  sont  les  surfaces  du  second  degré  auxquelles  s'applique  ce  mode 
de  génération,  et  quelle  est  la  situation  des  deux  droites  à  l'égard  de  ce 
gurraces? 

1860.  Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une 
parabole  du  second  degré  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  de 
manière  que,  dans  chacune  des  positions  de  son  plan,  elle  rencontre  en 
deux  points  une  autre  courbe  du  second  degré  fixe  et  donnée  en  dehors  de 
ce  plan, 

1861.  Étant  donnés  un  triangle  AB^  et  un  point  P  situé  dans  son  plan, 
on  mène  par  ce  point  une  droite  quelconque  qui  rencontre  les  côtés  du 
triangle  ou  leurs  prolongements  en  k\  B',  G'  ;  puis  on  prend  sur  cette  droite 
un  point  M  tel  que  Ton  ait  

PB^-fMB^  __  A'B^' 

PG'  +  Ml.'""  xô?" 

On  demande  le  lieu  géométrique  du  point  M. 

On  s'assurera  d'abord  que  l'équation  du  lieu  contient  un  facteur  linéaire. 

18G2.  Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  on 

fait  passer  par  ces  droites  un  parabole  hyperbolique  auquel  on  mène  un 
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pian  tangent  parallèle  à  an  plan  fixe  et  donné.  On  demande  le  lieu  du  point 
de  contact. 

1863.  Trouyer  le  Heu  d'une  droite  s'appuyant  rar  nn  cercle  et  snr 
deux  droites  fixes  qui  rencontrent  le  cercle.  Dans  quel  cas  les  plans  qui 
passent  par  une  génératrice  et  par  les  deux  droites  fixes  sont-ils  constam- 
ment rectangulaires  ?  Trouver  dans  ce  cas  les  secondes  sections  clrculairea 
de  la  surface. 

1864.  Sur  le  grand  axe  d*une  ellipse,  on  décrit  un  cercle  dans  lequel  on 
trace  deux  rayons  OP,  OQ,  faisant  entre  eux  un  angle  constant  :  on  projette 
P  et  Q  en  D  et  E  sur  l'ellipse  :  en  D  on  élève  perpendiculairement  au  plan 
de  Tellipse  une  droite  de  longueur  constante  h  dont  on  joint  Textrémité  au 
point  E;  lieu  de  cette  dernière  droite,  quand  Tangle  constant  POQ  tourne 
autour  de  son  sommet. 

i86S.  Étant  donnée  une  sphère,  dont  le  rayon  sera  pria  pour  unité,  et 
un  cylindre  clroit  ayant  pour  base  une  ellipse  de  même  centre  que  la  sphère, 
et  dont  les  axes  seront  représentés  par  les  constantes  tin.  a  et  sin.  6,  dé- 
montrer :  i<>  qu*il  existe  sur  la  sphère  deux  points  F  et  P  tels  que  la  somme 
des  arcs  de  grands  cercles  MF  et  MF',  aboutissant  à  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  d'intersection,  est  constante  ;  S»  que  ces  deux  arcs  font  des 
angles  égaux  avec  la  tangente  au  point  M. 

Construction  graphique  des  deux  points  F  et  F  ;  examen  du  cas  parti* 
culier  où  la  somme  MF  +  P  est  égale  à  une  circonférence  de  grand  cercle. 

1866-1.  On  donne  deux  paraboloïdes  hyperboliques,  semblables,  sem- 
blablement  placés  et  ayant  le  même  axe  principal.  On  mène  à  Tune  de 
ces  surfaces  des  plans  tangents  qui  coupent  Tautre  suivant  des  hyperboles 
équilatères  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  plans. 

i86G-â.  Présenter  géométriquement  (dans  la  partie  du  cours  relative  aux 
courbes  usuelles)  les  propriétés  principales  des  diamètres  conjugués  et  des 
cordes  supplémentaires  de  l'ellipse. 

4867.  Une  ellipse  et  une  droite  étant  données  dans  un  même  plan,  on 
propose  de  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  chacun 
d'eux  à  Tellipse  interceptent  sur  la  droite  une  longueur  constante. 

1868.  Étant  données  dans  un  plan  deux  paraboles  du  deuxième  degré, 
on  les  fait  tourner  autour  de  leurs  sommets  supposés  fixes,  de  manière  que, 
dans  chacune  de  leurs  positions,  leurs  quatre  points  d'intersection  soient 
sur  une  circonférence,  et  Ton  demande  le  lieu  du  centre  de  cette  circonfé- 
rence. 

1869.  On  donne  une  série  de  surfaces  du  second  ordre,  bomofocalea  et  à 
centre  :  d'un  point  fixe  P,  pris  dans  l'un  de  leurs  plans  principaux,  on 
abaisse  des  normales  sur  ces  diverses  surfaces,  et  l'on  demande  : 

4«  De  trouver  et  de  construire  le  lieu  des  pieds  de  ces  normales; 
So  De  déterminer  l'enveloppe  des  plans  tangents  menés  aux  surfaces  par 
les  pieds  des  normales. 

18*71  *.  On  donne  trois  points  fixes  À,  B,  C  :  on  demande  de  trouver  le 
lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  révolution  pour  lesquels  ces  trois  points 
fixes  sont  les  extrémités  des  trois  diamètres  conjugués. 

187S.  On  donne  deux  droites  fixes  à  et  A'  qui  ne  se  rencontrent  pai  ; 
par  ces  deux  droites  on  fait  passer  des  surfaces  (S)  du  second  ordre»  poar 

I.  Il  m*j  a  pat  ou  de  concourt  on  1870. 
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lesquelles  la  somme  des  carrés  des  longueurs  algébriques  des  aies  ainsi 
que  le  produit  de  ces  mêmes  longueurs  sont  des  quantités  constantes  et 
données. 

4*  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  (S). 

8*  Considérant  une  quelconque  des  surfaces  (S)  et  le  centre  I  de  cette  sur- 
face, on  mène  par  le  point  I  une  droite  rencontrant  les  deux  droites  fixes 
en  D  et  D'  ;  calculer  la  distance  DD'. 

3«  Par  les  points  D  et  D',  on  mène  des  plans  respectivement  perpendicu- 
laires aux  droites  A  et  A';  trouver  le  lieu  des  intersections  de  ces  plans. 

18*73.  On  donne  un  byperboloïde  à  une  nappe,  sur  lequel  on  prend  une 
génératrice  déterminée  G.  £n  un  point  quelconque  ?  de  cette  génératrice, 
on  mène  la  normale  à  la  surface  ;  on  suppose  que  cette  normale,  considérée 
comme  un  rayon  incident,  se  réfléchit,  suivant  la  loi  connue,  sur  le  plan  de 
Tellipse  de  gorge.  On  demande  :  1^  la  surface  engendrée  par  le  rayon  réflé- 
chi, lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  génératrice  G;  2o  l'enveloppe  des 
sphères  ayant  pour  centre  le  point  dMncidence  et  pour  rayon  la  distance  du 
point  d'incidence  au  point  P. 

1874.  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales;  on  imagine 
une  conique  quelconque  G,  doublement  tangente  d  chacune  des  coniques 
données.  On  demande  de  trouver  et  de  discuter  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  tangentes  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  aux  points  où  ces  courbes 
sont  touchées  par  la  conique  variable  G. 

1875.  A  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  une  série  de  surfaces  du 
Eccond  ordre  2,  la  courbe  de  contact  étant  l'intersection  de  l'eilipsoïde  par 
un  plan  fixe  P.  On  circonscrit  ensuite  à  chaque  surface  £  un  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  donné  A  : 

io  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes  et  des  surfaces  2  : 
2«  Glasser  les  surfaces  qui  forment  le  lieu,  quand  on  suppose  le  plan  P 
fixe  et  le  point  A  mobile  dans  l'espace. 

(On  déterminera^  pour  chacune  des  varietée  du  lieu,  let  surfaces  qui  limitent 
iês  régions  de  Vespaceoù  se  trouve  alors  le  point  A.) 

187B.  On  donne  une  parabole  P  et  un  point  H  dont  la  projection  ortho- 
gonale sur  le  plan  de  la  parabole  se  fait  au  sommet  de  cette  parabole  : 

i«  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution  du  second  ordre 
qui  passent  par  la  parabole  P  et  par  le  point  H. 

2*  Déterminer  le  nombre  de  colles  de  ces  surfaces  dont  Taxe  passe  par 
un  point  A  donné  dans  le  plan  Q,  qui  contient  le  point  H  et  l'axe  de  la 
parabole  P. 

Classer  les  mômes  surfaces  quand  le  point  A  se  meut  dans  le  plan  Q. 

1877.  On  donne  un  ellipscî  le  et  un  point  A  : 

■l*  Trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant  par  ce  point  un  plan  qtxl- 
conque  P,  la  droite  AB  soit  toujours  l'un  des  axes  du  cône  qui  a  pour  som- 
met le  point  A  et  pour  base  lu  Fection  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  P. 

2«  Le  problème  a,  en  général,  trois  solutions  :  trouver  pour  quelles  post* 
tiens  du  point  A  le  nombre  des  solutions  devient  infini. 

8*  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  l'ellipsoïde  se  déforme  de  façon 
que  trois  sections  principales  conservent  les  mêmes  foyers»  et  l'on  demande 
le  lieu  que  décrit  alors  le  point  B. 

1878.  On  donne  une  sphère  S,  un.  plan  P  et  un  point  A;  par  le  point  A 
on  mène  une  droite  qui  rencontre  P  en  un  point  B;  puis  sur  AB  oomme 


743  OUESTIONS  D'EXAMENS. 

diamètre  on  décrit  une  spfaère  S'  ;  le  plan  radical  des  sphères  S  et  S'  ren- 
contre 1%-droite  AB  en  un  point  M. 

i*  TrouTcr  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  la  droite  AB  tourne  al3^)or 
du  point  A. 

S*  Discuter  le  lieu  précédent,  en  supposant  que  le  point  A  se  déplace  dans 
Tespece,  le  plan  P  et  la  sphère  S  restant  ûxes. 

1879.  On  donne  un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  un  point  A.  On  consi- 
dère un  paraboloTde  circonscrit  à  Thyperboloîde  et  tel  que  le  plan  P  de  la 
courbe  de  contact  passe  par  A.  Soit  !!if  le  point  d'intersection  de  ce  parabo- 
loîde  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  A  ;  soit  Q  le  point  de  ren- 
contre de  P  avec  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  pian  P,  par 
rapport  à  rhyperboloïdc. 

Le  plan  P  tournant  autour  de  A,  on  demande  : 
t*  Le  lieu  du  point  M  ; 

S*  Le  lieu  du  point  Q.  Ce  second  lieu  est  une  surface  du  second  degré  S, 
que  l'on  discutera  en  faisant  varier  la  position  du  point  A  dans  Tespacc  ; 

3*  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A,  pour  que  S  soit  de 
révolution. 

1880.  On  donne  un  ellipsoïde  et  Ton  considère  un  cône  ayant  pour  base 
la  section  principale  de  l'ellipsoïde  perpendiculaire  à  l'axe  mineur  ;  ce  cône 
coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  seconde  courbe  située  dans  un  plan  Q. 

i«  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  point  donné  P,  trouver  le 
lieu  décrit  par  le  pôle  de  R,  par  rapport  à  Tellipsoïde. 

2«  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  2;  on  demande  de  déterminer 
les  positions  du  plan  P  pour  lesquelles  le  cône  asymptote  de  £  a  trois  géné- 
ratrices parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  l'ellipsoïde. 

S"»  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  2  satisfasse  aux  conditions  précé- 
dentes, trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  2  par 
un  plan  fixe  R  perpendiculaire  à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde. 

4*  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  couibe,  lieu  de  ces  foyers,  quand 
le  plan  R  se  déplace,  parrallèlement  à  lui-même. 

188f .  Voyez  page  685.  Exercice  6. 

i889.  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan  : 

1«  Trouver  le  nombre  des  cercles  osculateurs  à  Tellipso  tels  que  chacune 
des  cordes  communes  è  l'ellipse  et  à  ses  différents  cercles  passe  par  le 
point  P; 

â»  Trouver  pour  chacune  des  positions  du  point  P  combien  de  ces  cercles 
sont  réels; 

3*  Démontrer  que  les  points  de  contact  de  l'ellipse  et  des  cercles  oscula- 
teurs sont  sur  un  même  cercle C; 

i*  Trouver  l'enveloppe  E  des  cercles  C,  quand  le  point  P  décrit  l'ellipse 
donnée  ; 

5*  La  courbe  E  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  série  de 
cercl(!3  qui  coupent  à  angle  droit  un  cercle  fîxe  et  dont  les  centres  sont  une 
conique.  Chercher  de  combien  de  manières  différentes  est  susceptible  oe 
mode  (/•  génération. 

€889.  D'un  point  donné  P  on  mène  des  normales  à  un  ellipsoïde 
donné. 

^*  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ces  six  normales  on  peut  faire  passer 
une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S  concentriques  à  l'ollipsoîde; 
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2*  Tronyer  le  lieu  que  doit  décrire  lo  point  P  pour  que  «es  surfuces  S 
soient  de  révolution  ; 
3*  Déterminer  le  cône  iieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  S  9 
4<*  Sur  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mineur 
de  Tellipsoîde,  iadiqucr  les  points  par  lesquels  passe  l'axe  de  révolution 
quand  la  surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  byperboloïde  à  une  ou  deux  nappes, 
un  cône,  un  cylindre  ou  un  système  de  deux  plans  parallèles. 

4884.  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respectivement  dans 
deux  plans  rectangulaires  P,  Q  et  pour  chacune  desquelles  la  droite  d'inter- 
section des  plans  P  et  Q  est  un  axe  de  symétrie. 

i»  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à  l'ellipse  et  à  l'hyper- 
bole et  Ton  propose  de  démontrer  qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du 
second  ordre  S  tangentes  à  la  fois  à  tous  les  plans  R. 

!2«  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  déterminer  la  nature  de 
chacune  de  ces  surfaces,  suivant  la  position  occupée  par  son  centre. 

3«  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  surfaces 
S  soient  homofocales. 

i88S.  i^  On  donne  une  sphère  S  et,  sur  cette  sphère,  un  cercle  C  et 
un  point  T  ;  démontrer  qn'il  y  a  deux  paraboloïdes  passant  par  le  cercles  C 
et  tangents  à  la  sphère  au  point  T. 

2«  Démontrer  que  les  axes  de  ces  paraboloïdes  sont  dans  un  même  plan 
et  trouver  le  iieu  de  leur  point  d'intersection  quand  le  point  T  se  meut  sur 
la  sphère. 

3*  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  des  sommets  de  ces  para- 
boloïdes. 

4«  Soient  T  et  T'  deux  points  diamétralement  opposés  sur  la  sphère.  Au 
point  T  correspondent  deux  paraboloïdes  P  et  Q  ;  au  point  T  correspondent 
deux  autres  paraboloïdes  P'  (y.  •—  Trouver  le  lieu  engendré  par  la  courbe 
d'intersection  de  chacun  des  paraboloïdes  P  et  Q  avec  chacun  des  parabo- 
loïdes P'  et  Q'  quand  on  fait  varier  la  direction  du  diamètre  T  T 

f  886.  Étant  donnés  dans  un  pian  une  droite  D,  un  point  0  sur  cette 
droite  et  une  droite  D'  : 

i»  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  touchent  la  droite  D  au 
point  0  et  qui  ont  D'  pour  directrice  ; 

30  Démontrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par  un  point  quelconque 
P  du  plan;  déterminer  les  régions  du  plan  où  doit  se  trouver  le  point  P 
pour  que  ces  deux  courbes  soient  réelles  et,  dans  ce  cas,  en  reconnaître  le 
genre  ; 

Z°  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré  se  coupent  en  outre  en  un 
point  F;  calculer  les  coordonnées  du  point  V  en  fonction  de  celles  du 
point  P  et,  en  supposant  que  le  point  P  décrive  une  ligne  C,  trouver  quelle 
doit  être  la  forme  de  l'équation  de  cette  ligne  pour  que  le  point  P  décrive 
la  même  ligne. 

1887.  1*  Démontrer  que  le  lien  des  points  tels  que  les  tanf^cntes  menées 
de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  tangentes  menées  du  môme  point  à  une  autre  conique  S'>  est 
une  troisième  conique  2  qui  passe  par  les  poiuls  de  contact  A,  B,  G,  D  et 
A',  B',  G',  D',  des  tangentes  communes  aux  deux  coniques  S  et  S'. 

2T  ■  La  conique  S  étant  une  ellipse  donnée,  et  la  conique  2  un  cercle 
donné,  trouver  l'équation  de  la  conique  S'. 

30  Démontrer  qu'il  existe  quatre  cercles  réels  passant  chacun  par  deux 
des  foyers  de  la  conique  S  et  deux  des  foyers  de  la  conique  S'. 

io  Soient  A  et  A'  les  points  de  contact  des  coniques  S  et  S'  avec  une  de 
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leurs  tangentes  communes;  démontrer  que  si  le  point  A'  est  la  projecUon 
du  centre  de  la  conique  S  sur  la  tangente  AA\  les  normales  à  la  conique  S*, 
aux  points  B',  C\  D',  se  coupent  en  un  point  M  qui  reste  ûxe  quand  lo 
cercle  2  varie  en  passant  constamment  par  les  points  A  et  A'. 

i888.  On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  F;  et  Ton  consi- 
dère les  ellipses  C  et  C,  suivant  lesquelles  l'ellipsoïde  est  coupé  par  les 
plans  polaires  des  points  P  et  F. 

10  Démontrer  que  les  coniques  G,  G'  et  les  points  P,  F  sont  situés  sur 
une  quadrique  S  qui  est,  en  gén^;ral,  unique. 

âo  Discuter  cette  quadrique,  en  supposant  que  le  point  F  se  déplace 
dans  l'espace,  le  point  P  et  Tellipsoïde  S  restant  fixes. 

30  Les  points  P  et  P'  étant  supposés  fixes  et  situés  de  façon  que  la  qna- 
drique  1  soit  indéterminée,  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  quadrique. 

40  En  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent  de  façon  que  la 
quadrique  2  soit  une  sphère,  trouver  la  surface  enveloppe  £  de  cette  spbére. 

50  Peut-on  déterminer  un  point  A  tel  que  la  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  de  la  surface  E,  en  prenant  le  point  A  pour  pôle 
d*inversion,  soit  un  cône  du  deuxième  degré? 

1889.  On  donne  un  cône  du  second  degré  G  et  deux  quadriques  A,  A' 
inscrites  à  ce  cône;  on  considère  une  quadrique  variable  S  inscrite  an 
même  cône  et  touchant  les  quadriques  données  A  et  A'  en  des  points 
variables  a  et  a . 

io  Démontrer  que  la  droite  om  passe  par  un  point  fixe. 

3«  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  à  la  sur- 
face S  aux  points  a  et  a . 

3*  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d*un  plan  fixe  P  par  rapport  à  la  sur- 
face S  se  compose  de  deux  quadriques  bitangentes. 

4«  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  de  ces 
deux  quadriques,  lorsque  le  plan  P  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un 
plan  tangent  au  cône  G. 

1800.  On  donne  un  triangle  ABG  et  un  point  P  dans  son  plan. 

1«>  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites  dans  le  triangle 
ABG  et  qui  sont  vues  du  point  P  sous  un  angle  donné  &>  ; 

2«  Discuter  ce  lieu  en  supposant  que  le  point  P  se  déplace; 

3«  Démontrer  que,  si  l'angle  donné  <i>  est  droit,  toutes  les  coniques  S 
sont  aussi  vues  sous  un  angle  droit  d'un  autre  point  P'.  Montrer  que,  dani 
ce  cas,  si  le  point  P  se  déplace,  la  droite  PP'  passe  par  un  point  fixe  1 
et  que  le  produit  IP.IF  est  constant. 

189t.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  deux  points  P  et  Q  situés  dans 
son  plan,  on  considère  les  coniques  S  qui  touchent  le  côté  GA  en  A  et 
passent  par  les  points  P  et  Q;  on  consiaére  de  même  les  coniques  S'  qui 
touchent  le  côté  CB  en  B  et  passent  par  les  points  P  et  Q. 

4«  Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  d'une  conique  S  avec  les  droites 
GP  et  GQ,  M'  et  N'  les  points  d'intersection  d'une  conique  S'  avec  les 
mômes  droites.  Démontrer  que  la  droite  MN  passe  par  un  point  fixe  A,  et 
la  droite  M'N'  par  un  point  fixe  B|  quand  les  coniques  S  et  S'  varient; 

2«  En  substituant  le  triangle  GA,B,  au  triangle  CAB  dans  la  définition 
des  deux  séries  de  coniques,  on  obtiendra  deux  nouveaux  points  A,  et  6,. 
et  ainsi  de  suite;  trouver  l'équation  de  la  droite  A^^  et  B^  et  chercher  sa 
position  limite  quand  n  devient  infini; 
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3<»  On  suppose  que  les  coniques  S  et  S'  varient  de  manière  que  les 
deuxièmes  tangentes  menées  du  point  G  à  ces  courbes  soient  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  droites  CP  et  CQ  ;  trouver,  dans  cette  hypo- 
thèse, le  lieu  du  point  d'intersection  des  polaires  d'un  point  donné  H,  par 
rapport  à  ces  coniques  ; 

Âf*  Lorsque  les  coniques  S  et  S'  varient  en  restant  tangentes»  trouver  le 
lieu  de  leur  point  de  contact. 

1892.  Étant  donnés  un  ellipsoïde  E,  de  centre  0,  et  un  cône  du  second 
ordre  Q  de  sommet  S,  on  considère  un  trièdre  Oa^y  dont  les  aréles  lorment 
un  système  de  diamètres  conjugués  de  Tellipsolde,  et  on  prend  le  point 
d'iaterseclion  do  chaque  arùlo  de  ce  trièdre  avec  le  plan  diamélrai  qui  lui 
est  conjugué  dans  le  cône  Q.  On  obtient  ainsi  trois  points  ÀBC  qui  déter- 
minent un  plan  P. 

!•  Démontrer  que  le  plan  F  passe  par  un  point  fixe  F  quand  le  trièdre 
OapY  varie  ; 

2*  Les  points  S  et  F  déterminent  une  droite  D;  trouver  le  lieu  des  droitu^ 
D  qui  passent  par  un  point  donné  co  lorsque  le  cône  Q  se  déplace  en  res- 
tant égal  et  parallèle  à  un  côue  fixe  ; 

3*  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  l'enveloppe  G  des  droites  D  qui 
sont  situées  dans  un  plan  donné  H  ; 

40  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  G  lorsque  le  plan  H  se  déplace 
en  restant  parallèle  &  une  droite  donnée. 

(Voyez  à  la  fin  pour  les  compositions  de  1893.) 
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183(S.  i^  Discuter  la  courbe  représentée  par  l'équation 

{«*  —  8x2  ^  4jy2  _  ixy  ^  a;*  =  0; 

2«  Reconnaître  la  nature  des  difTérentes  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion du  second  degré 

x»  -f  ya  +  hz^  +  2axr  +  %yz  +  2c2  =0 

quand  les  coefûcients  A,  a,  h,  e  prenant  toutes  les  valeurs  possibles.  Déter- 
miner les  sections  circulaires  de  ces  surfaces. 

1880.  On  considère  le  système  (S)  des  plans  représentés  par  l'équation 

|i'  +  3|x'x  -I-  3|Ay  4-  z  =  0 

ou  {1  est  un  paramètre  variable  ;  les  axes  des  coordonnées  sont  supposés 
rectangulaires. 

Soit  (M)  le  plan  de  ce  système  pour  lequel  le  paramètre  (a  a  la  valeur 
particulière  m;  par  chaque  point  du  plan  (M)  passent  deux  plans  (H'j  (M"). 
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da  système  (S)  autres  que  le  plan  (H);  soient  \l  et  pi'  les  valeurs  du  para- 
mètre (L  relatives  À  ces  plans. 

I.  Suivant  la  région  du  plan  (M)  à  laquelle  appartient  le  point  A/  les 
nombres  \k'  et  ix'sont  réels  ou  imaginaires,  comprennent  entre  eux  le  nombre 
m,  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou  tous  deux  inférieurs  k  lui;  dis- 
tinguer ces  diverses  régions. 

If.  Trouver,  dans  le  plan  (M),  le  lieu  des  points  A  tels  que  les  deux  plant 
(M')  (M*)  soient  perpendiculaires  entre  eux. 

III.  Trouver,  dans  l'espace,  le  lieu  des  points  tels  que  deux  des  trois 
plans  du  système  (S)  qui  passent  par  l'un  quelconque  d'entre  eux  soient 
perpendiculaires. 

Résultats.  ~  I.  Les  régions  sont  séparées  par  une  parabole  et  une  tan- 
gente à  cette  parabole. 

II.  Le  lieu  est  composé  de  deux  droites. 

III.  Le  lieu  est  composé  de  deux  parabololdes. 

488*9-1.  Dans  un  plan  rapporté  à  des  axes  rectangulaires,  on  considère 
le  système  de  cercles  (S)  définis  par  l'équation 

a;2  -f  y'  +  ox  -f  6^  +  Aa  +  B6  +  C  =  0 

où  A,  B,  G  sont  des  constantes  données,  a  et  6  des  paramètres  yariables. 
Démontrer  qu'à  chaque  point  M  du  plan  correspond  au  point  M' tel  que 
par  les  deux  points  M  et  M',  on  puisse  faire  passer  une  infinité  de  cercles  (S)  ; 
on  montrera  comment  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  s'expriment  an 
moyen  des  coordonnées  de  l'autre;  on  prouvera  que  la  droite  IdM'  passe 
par  un  point  fixe  I  et  que  le  produit  IM.  IM'  est  constant;  enfin  on  cherchera  à 
remplacer  la  définition  analytique  des  cercles  (S)  par  une  définition  géomé- 
trique qui  mette  facilement  en  évidence  les  propositions  qui  précèdent. 

II.  Les  constantes  A,  B,  C,  a,  b,  e,  étant  données,  on  propose  de  déterminer 
les  constantes  A,  B,  G,  de  façon  que  l'expression 

A      ,      B  G      .        A,       .       B,        .       C| 

aï  -«  a  "^  «  —  6  "^  X  —  c  "^  (X  —  a)'  "^  («  —  6)»  "^  («  —  c)» 

soit  le  carré  d'une  fraction  rationnelle  en  x. 
A  quelle  condition  le  problème  est-il  possible? 

1888-1.  Décomposer  en  facteurs  réels  du  ^  degré  le  polynôme 

X*  — 4x»  coso  cos&  +  2x*(l  +  cos  2a -fcos  26)  — ix  coso  cos6  +  4 

où  a  et  &  désignent  des  angles  donnés. 
IL  On  considère  l'ellipse  S  qui  a  pour  équation 

Soit  M  un  point  de  cette  ellipse  de  coordonnées  x'y',  on  demande  de 
déterminer  le  paramètre  X  de  manière  que  l'équation 

représente  une  parabole.  Cette  parabole  est  dite  osculatrice  en  M  à  Tellipse. 
On  demande  de  démontrer  t 
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i'*  Que  par  chaque  point  P  du  plan  il  passe  en  général  i  paraboles  oscu- 
latrices  à  S  ;  les  4  points  où  ces  paraboles  sont  osculatrices  à  S  sont  situés 
sur  deux  droites  parallèles  ;  leurs  coordonnées  peuvent  s'obtenir  en  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point  P  par  la  résolution  d'équations  du  3»  degré  ; 
deux  d'entru  eux  au  plus  sont  réels, 

2«  Par  CCS  A  points  passe  une  véritable  parabole  que  Ton  peut  faire 
correspondre  au  point  P  ;  on  formera  l'équation  de  cette  parabole  et  Ton 
prouvera  qu'elle  est  tangente  à  la  corde  des  contacts  des  tangentes  S  issues 
du  point  P,  en  son  milieu.  —  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  P  pour 
que  la  parabole  qui  lui  correspond  passe  par  un  point  donné  Q  du  plan? 

1889.1.  Construire  la  courbe  définie  par  Téquation 

(xâ  —  x-hi)' 

II.  Si  l'on  coupe  cette  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  si  Ton 
dédigne  par  a  l'abscisse  de  l'un  des  points  d'intersection,  les  abscisses  des 
cinq  autres  points  d'intersection  seront 

-     ,    i— a    ,    1 ,     ' ,      -. 

a  a  1  —  a  a  —  1 

Distinguer  sur  la  figura  les  points  qui  correspondent  aux  formules  pré- 

cédeutes^  en  supposant  que  a  soit  la  plus  grande  des  abscisses  des  points 

d'intersection. 

III.  La  résolution  de  l'/quation  (i),  où  Ton  regarde^  comme  un  nombre 
donné  et  x  comme  l'inconnue,  peut,  de  diverses  manières,  être  ramenée 
à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré  et  d'une  équation  du 
second  degré. 

rv.  Lieu  de  la  projection  du  point  d'intersection  de  deux  tangentes  &  la 
courbe  (1),  en  des  points  dont  les  abscisses  sont  inverses  Tune  de  l'autre, 
sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  (Les  coordonnées  sont  supposées 
rectangulaires). 

1890.  I.  —  En  désignant  par  m  un  nombre  entier  positif,  on  considère 
deux  polynômes  ^(x),  '^(x)  entiers  en  x,  de  degré  inférieur  à  m,  et  tels  que 
l'on  ait  identiquement 

(4  —  «)»»9(x)  +  ae^^{x)  =  4. 
!•  Démontrer  que  Ton  a  identiquement 

(1  —  x)^'(x)  — inçt»)  ^  ouB»»— *  ; 
dans  cette  dernière  égalité,  a  désigne  une  constante  et  ^'{x)  la  dérivée  de 
^[x)  :  en  déduire,  à  l'aide  du  théorème  de  RoUe,  que  le  polynôme  ^(x)  ne 
peut  pas  avoir  deux  racines  négatives; 

S«  Déterminer  en  fonction  de  m  la  constante  a  et  les  coefficients  du  poly 
nôme  f  (x)  ;  démontrer  que  ce  polynôme  a  au  plus  une  racine  réelle. 

II.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  un 
losange  POPQ'  ayant  les  deux  sommets  P,  F  sur  l'axe  des  x  et  les  deux 
sommets  Q,  Q'  sur  Taxe  des  y*  On  supposera  OP  =  p,  OQ  ==g. 

i«  Par  un  point  M,  de  coordonnées  x,  y,  passent  deux  coniques  inscrites 
dans  le  losange  ;  former  l'équation  du  second  degré  en  m,  qui  admet  pour 
racines  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  M  à  ces  deux  coniques; 

â<»  Trouver  le  lieu  des  points  M  où  se  coupent  sons  nn  angle  donné  deux 
coniques  inscrites  dans  le  losange  ; 

3*  Prévoir  sur  l'équation  aux  coefficients  angulaires  que  ce  dernier  lieu 
doit  se  composer  d'hyperboles. 

1891.  1«  Représenter  sur  une  même  figure  les  trois  courbes  (A),  (B),  (C), 
dont  les  équations  en  coordonnées  rectangulaires  sont  respectivement  : 

GiOM.   ANALTT.  48 
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A)  ya  +  3a'»a— 8aa?y  — a»  =  0; 

(U:  y--a;«  =  0; 

({ ;)  y  +  a;'  —  Sa»  =  0. 

2o  Les  points  B,  B',  G,  C  od  TeUipso  (À)  rencontre  les  courbes  (B),  (Q 
sont  les  sommets  d'an  parallélogramme  ;  on  demande  les  lieux  décrits  par 
les  milieux  dos  côtés  de  ce  parallélogramme  et  par  les  sommets  du  paral- 
lélogramme formé  par  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  points  B,  F,  G,  C  quand 
le  paramétre  a  varie. 

3«  Montrer  qu'il  existe  une  valeur  du  paramétre  a  et  une  seule  telle 
que  Tell ip se  correspondante  (A)  soit  réelle  et  passe  par  un  point  donné  P 
du  plan  ;  on  donnera  l'expression  explicite  de  la  valeur  de  a  au  moyen  des 
coordonnées  du  point  P; 

4*  Déterminer  les  coefficients  angulaires  des  axes  de  l'ellipse  (A)  en  dis- 
tinguant le  coefficient  angulaire  du  grand  axe  et  celui  du  petit  axe. 

{RéiulUiUi.  —  L'ellipse  est  oscuiatrice  aux  deux  courbes  en  deuz^points  à 

la  première  (B)  aux  points  B  et  B'  de  coordonnées  x  =  ±  V^,  y=s.ax,  k  la 

deuxième  (C)  aux  points  C  et  C  de  coordonnées  ap  &=  =1=  \/a,  y  =:  2ax,  Les 
côtés  GB,  àw  du  parallélogramme  sont  parallèles  à  0^;  les  tangentes  à 

(C)  en  G  et  G'  sont  parallèles  à  Oa,  Le  lieu  du  milieu  de  BG  est  y  s=  -<b'  ; 

celui  du  milieu  de  CB',  a;  =  0.  Le  point  de  concours  des  tangentes  à  Tel- 
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lipse  en  B  et  G  est  le  pôle  de  â;  =  ya:  le  lieu  de  ce  point  est  y=  — x'. 

Les  tangentes  à  l'ellipse  en  G  et  B'  se  coupent  sur  Oy.  L'équation  qui 
donne  a  quand  a;  et  ^  sont  donnés  dans  (A)  n'a  qu'une  racine  réelle,  comme 

on  le  voit  en  écrivant  (A)  sous  la  forme  f^  — x]  =^  — a;*,  d'où  la  valeur 

de  a;  GB  et  GB"  étant  deux  cordes  supplémentaires  de  l'ellipse,  le  grand 
axe  est  dans  l'angle  aigu  formé  par  les  diamètres  coi^'ugués  parallèles  à  ces 
cordes.) 

1892  I.  En  désignant  par  ab,  â/y'  des  constantes,  on  demande  de  déter- 
miner X  de  manière  que  l'expression 


^($+$-  *)-(*- '^^-d'-^)' 


Boit  le  produit  de  deux  facteurs  P  et  Q  du  premier  degré  en  x  et  y. 

L'équation  dont  X  dépend  admet  une  racine  nulle  et  deux  autres  racinea 
réelles.  Pour  l'une  de  ces  dernières  racines,  les  facteurs  PQ  sont  réels; 
pour  l'autre,  ils  sont  imaginaires. 

II.  Étant  donnée  une  ellipse  ayant  pour  équation 

en  coordonnées  rectangulaires,  on  considère  un  point  ûxe  M  de  coordon- 
nées a/j^^  et  l'on  demande  de  déterminer  deux  droites  P,  Q  telles  que  le 
carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  au  point  M,  divisè^ 
par  le  produit  des  distances  du  même  point  de  l'ellipse  aux  droites  P,  Q, 
soit  constant  (c'est-à-dire  que  le  rapport  considéré  doit  être  indépendant 
de  la  position  du  point  de  l'ellipse  dont  on  prend  les  distances  au  point  M 
et  aux  droites  P  et  Q).  On  formera  explicitement  les  équations  de  ces 
droites  en  supposant  le  point  M  sur  l'ellipse,  et  l'on  déterminera  le  lien  d» 
'eur  point  d'intersection  quand  le  point  M  parcourt  l'ellipse. 
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HT.  Inversement,  étant  donnée  une  droite  P  dont  l'équation  est 

ux  +  vy  — 1  =  0, 

peut- on  trouver  un  point  M  et  une  droite  Q  tels  que  le  carré  de  la  dis- 
tance d*un  point  quelconque  de  l'ellipse  au  point  M  divisé  par  le  produit 
des  distances  du  même  point  de  l'ellipse  aux  deux  droites  PQ  soit  con^i- 
tant.  Montrer  qu'on  trouve,  en  général,  deux  positions  pour.  M  symétriques 
par  rapport  à  P.  Comment  la  droite  P  doit-elle  être  placée  pour  que  les 
solutions  soient  réelles? 


COMPOSITIONS  DONNÉES  EN  1893. 

École  polytechnique,  l^r  problème.  —  On  considère  un  plan  et  deux 
sphères  S  et  S'  de  rayons  R  et  R'  ayant  leur  centre  dans  ce  plan.  Puis  une 
sphère  variable  2  tangente  au  plan  et  aux  deux  sphères  S  et  S'.  On  demande  : 

1*  Le  lieu  des  points  de  contact  sur  le  plan  (on  trouve  deux  cercles]  ; 

2«  Le  lien  des  centres  (quatre  ellipses). 

2o  problème.  —  On  donne  deux  sphères  de  rayons  R  et  R'  et  de  centres 
G  et  C  et  un  cône  de  révolution  de  sommet  0  dont  Taxe  est  perpendicu- 
laire au  plan  COC,  le  triangle  COC  étant  rectangle  en  0. 

lo  Équations  du  lieu  du  centre  d'une  sphère  tangente  au  cône  et  aux 
deux  sphères; 

3«  Discuter  le  lieu  dans  le  cas  R  =  R'  ;  GOC  isocèle  et  où  la  sphère 
variable  touche  S  et  8'  toutes  deux  intérieurement  ou  toutes  deux  exté- 
rieurement. 

Concours  général.  —  On  donne  une  conique  S  et  un  triangle  ABC  con- 
jugué à  S. 

I.  Démontrer  que  par  un  point  quelconque  P  de  S  passent  quatre 
coniques  circonscrites  à  ABC  et  touchant  S  en  un  point  autre  que  P. 

II.  Les  points  où  ces  quatre  coniques  touchent  S  sont  sur  une  conique 
S,  circonscrite  à  ABC. 

III.  Quand  P  décrit  S,  la  conique  S|  enveloppe  T  du  quatrième  ordre. 

IV.  D*un  point  M  de  r,  on  peut  mener  k  cette  courbe  quatre  tangentes 
autres  que  celle  au  point  M.  Démontrer  que  les  points  où  ces  quatre  tan- 
gentes touchent  r  sont  sur  une  même  droite  D.  Enveloppe  do  D  lorsque  M 
décrit  r. 

Agi'égaUon.  —  On  considère  un  hyperbololde  à  une  nappe  H  et  le  cône 
S  qui  est  l'enveloppe  des  plans  normaux  aux  génératrices  de  cet  hyperbo- 
lolde menés  par  un  point  donné  M  : 

1«  Déterminer  les  sommets  M,M|,  M,,  M,  du  tétraèdre  conjugué  par 
rapport  à  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersection  de  l'hyper- 
boloïdo  H  et  du  cône  S. 

Trouver  le  lieu  C  des  sommets  Mf,  M,,  M,  de  ce  tétraèdre  lorsque,  le 
point  M  restant  fixe,  l'hyperbololde  H  se  modifie  en  restant  concentrique 
et  homothétique  à  un  hyperbololde  donné; 

2«  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  C  lorsque  le  point  M  décrit 
une  droite  donnée  D  et  détermine  les  positions  qu'il  faut  donner  à  cette 
droite  D  pour  que  cette  surface  soit  de  révolution  ; 

3<*  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  co  de  la  sphère  circonscrite 
au  tétraèdre  M»M|,  M,,  M^  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M  pour 
un  hyperbololde  donné  H.  Trouver  le  lieu  de  ce  centre  lorsque  le  point  M 
restant  fixe  l'hyperbololde  H  se  modifie  en  restant  concentrique  et  homo- 
thétique &  un  hyperbololde  donné  ; 
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4«  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  lo  centre  u  de  la  sphère  cireons- 
critd  au  tétraèdre  M, M,,  M,,  M,  au  centre  de  gravité  6  de  ce  tétraèdre 
passe  par  un  point  fixe  I,  lorsque  le  point  M  restant  fixé  l'hyperbololde  H 
se  modifie  encore  en  restant  concentrique  et  homothétique  à  on  hyperbo- 
lolde  donné  et  faire  voir  que  G  est  le  milieu  de  col. 

Ecole  normale.  —  !<>  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (C)  étant 
représentées  par  les  formules 


x  =  ' ,    y  = 


où  t  désigne  un  paramètre  variable,  et  a,  b,  e  sont  trois  constantes  diffé" 
rentes,  on  considère  tous  les  segments  de  droite  dont  les  deux  extrémités 
sont  sur  la  courbe  (G)  et  on  demande  de  trouver  la  surface  (S)  lieu  des 
milieu  M  de  ces  cordes; 

20  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (C)  et  ses  trois 
asymptotes; 

30  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  cette  surface  correspond  une  seule 
corde  de  la  courbe  (C)  ayant  son  milieu  en  M.  Discuter  analytiquement  et 
mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites  tracées  sur  la  surface  (S); 

40  Délimiter  la  région  du  plan  des  xy  où  doit  se  projeter  un  point  M  de 
la  surface  (8)  pour  que  la  corde  dont  ce  point  est  le  milieu  joigne  deux 
points  réels  de  la  courbe  (C); 

50  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  finie  sur  la  surface  (S); 

6«  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (G)  dont  les  milieux  sont  sur 
une  droite. 

Bounet  de  licence.  ^  On  considère  la  courbe  (C)  décrite,  quand  t  varie 
do  —00  à -|- 00,  par  le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  x 
SDnt  données  par  les  formules 

a;  =  8<,         y  ==3(2,         «=2«». 

I.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  dont  les  cordonnées  sont  res- 
pectivement égales  aux  cosinus  des  angles  que  font  avec  les  axes  coor- 
données :  1«  la  tangente;  S«  la  normale  principale;  3*  la  perpendiculaire 
au  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe. 

II.  Montrer  que  Tune  des  bissectrices  de  Fangle  formé  par  la  tangente 
et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  a  une 
direction  fixe,  et  que^  par  conséquent,  la  courbe  (G)  peut  être  regardée 
comme  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  manière  à  couper  sous  un 
angle  de  45  degrés  toutes  les  génératrices  de  ce  cylindre.  Former  l'équa- 
tion de  la  section  droite  de  ce  cylindre  rapportée  &  deux  axes  situés  dans 
son  plan  et  la  construire. 

I\I.  Par  un  point  donné  sur  la  courbe  (C),  combien  peut-on  mener  de 
plans  qui  passent  par  une  tangente  &  cette  courbe  et  qui  soient  perpendi- 
culaires au  plan  osculateur  au  point  de  contact  de  cette  tangente? 
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